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Zur Theorie der Abel’schen Functionen. 
Von 


Fevix Kier in Gottingen. 


Ankniipfend an die Untersuchungen iiber hyperelliptische Func- 
tionen beliebig vieler Variabler, tiber die in Bd. 32 dieser Annalen 
berichtet ist, habe ich in den Specialvorlesungen der letzten drei 
Semester die Theorie der Abel’schen Functionen in Betracht gezogen 
und bei ihnen die vom algebraischen Gebilde ausgehende Definition 
der Thetafunctionen bis zu demselben Punkte zu fiihren gesucht, der 
bei den hyperelliptischen erreicht ist. Dies gelang, wenigstens in der 
Hauptsache, hinsichtlich aller derjenigen Fragen, bei denen die Moduln 
des algebraischen Gebildes als fest gegeben angesehen werden; sollen 
die Moduln als veriinderlich gelten (eine Auffassung, die ich im Falle 
der hyperelliptischen Functionen in Bd. 32 auch nur erst gestreift 
habe), so erwies sich die Beschrinkung auf den Fall p = 3 einst- 
weilen als nothwendig. Hiermit ist die Hintheilung des folgenden 
Berichtes in zwei Hauptabschnitte gegeben, die sich nach Inhalt und 
Methode unterscheiden. Ich war leider durch iiussere Verhiltnisse 
verhindert, einzelne Punkte so ausfiihrlich zu behandeln, wie ich dies 
gewiinscht hiitte. Neben meinen Abhandlungen tiber hyperelliptische 
Sigmafunctionen in den Binden 27 und 32 wird zum Verstiindnisse 
die Bearbeitung eines Theiles meiner hyperelliptischen Vorlesungen 
niitzlich sein, welche Hr. Burkhardt neuerdings in Bd. 35 dieser 
Aunalen verdéffentlicht hat*). Uebrigens wird man bemerken, dass 
vermége meiner neuen Darstellung die Theorie der hyperelliptischen 
Sigmafunctionen selbst an vielen Punkten eine weitere Durchbildung 
bez. neue Grundlegung erfihrt. Ueber die Gliederung der nach- 


*) Grundziige einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung. — Uebrigens vergleiche man auch Hrn. Burkhardt’s Ab- 
handlung: Beitriige zur Theorie der hyperelliptischen Sigmafunctionen (Math. 
Ann. t. 32, 1888); der Leser wird daselbst eine Reihe von Entwickelungen finden, 
die ihm als Ergiinzung der von mir im Texte gegebenen Darstellung willkommen 
sein werden. 
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folgenden Betrachtungen wird das folgende Verzeichniss den besten 
Aufschluss geben:*) 


Inhalts-Verzeichniss. 


I. Von den Fnnctionen auf gegebener Riemann’scher Fliche. 


§ 1. Die Riemann’sche Fliiche als Grundlage der Theorie. Integrale erster 

und dritter Gattung. 

Einfiihrung der Formentheorie auf Grund der g. 

Das Differential dw. Die Integrale zweiter Gattung. 

Die Primform Q(z, y). 

Von den Mittelformen. 

Fille besonders einfacher algebraischer Darstellung. 

Allgemeines iiber algebraische Formen auf einer Curve. 

Kanonische Curven. 

Grundformeln der kanonischen Darstellung. 

Von den Lisungen des Umkehrproblems. 

Wurzelformen bei kanonischen Curven. 

§ 12. Charakteristiken von Wurzelformen, insbesondere Primcharakteristiken. 

§ 13. Fundamentalformeln fiir die auf kanonische Curven bezogenen Theta- 
functionen. 

§ 14. Beweis der aufgestellten Formeln, nebst weiteren auf sie beziiglichen 
Bemerkungen. 


(2 U2 UR D> M2 WM 
omsn oo  & 


CO Or 
a 
Laid 


II 


Specielle Theorie des Falles p = 3. 


§15. Die ebene Curve vierter Ordnung. Algebraische Moduln der ersten 
Stufe und transcendente Moduln. 

§ 16. Adjunction von Wurzelformen und zugehirigen Moduln der zweiten 
Stufe. 

§17. Von den Beriihrungscurven dritter Ordnung erster Art. 

§ 18. Von den Beriihrungscurven dritter Ordnung zweiter Art. 

§ 19. Von der Discriminante der C, und ihrer Darstellung in den Rationalitiits- 
bereichen erster und zweiter Stufe. 

§20. Ueber das Verhalten der Beriihrungscurven dritter Ordnung beim Auf- 
treten eines Doppelpunktes. 

§21. Neue Siitze iiber das Verbalten der Curvendiscriminante. 

§ 22. Erneute Inbetrachtnahme der Thetafunctionen, 

§ 23. Das Product der Nullwerthe der 36 geraden Thetafunctionen. 

§24. Das Anfangsglied in der Reihenentwickelung des einzelnen @. 

§25. Von den Functionen Th, 

§26. Excurs iiber Integrale dritter Gattung. 

§27. Die hdheren Glieder in der Reihenentwickelung der #. Die Sigma- 
functionen. 





*) Was die neu in denselben abzuleitenden Resultate angeht, so habe ich 
dieselben grossentheils schon in vorliufigen Mittheilungen bekannt gemacht; vergl. 
drei Noten in den Gittinger Nachrichten (Ueber irrationale Covarianten, Miirz 
1888, Zur Theorie der Abel’schen Functionen I, II, Mirz und Mai 1889), zwei 
Noten in den Comptes Rendus der Pariser Academie (Formes principales sur les 
surfaces de Riemann, Jan, 1889, des fonctions théta sur la surface générale de 
Riemann, Febr. 1889), endlich eine Note in den Proceedings der London Mathe- 
matical Society (Febr. 1889). 
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Erster Abschnitt. 


Von den Functionen auf gegebener Riemann’scher Fliiche. 


$ 1. 


Die Riemann’sche Fliche als Grundlage der Theorie. Integrale erster 
und dritter Gattung. 


Bei den hyperelliptischen Gebilden ist von vorneherein eine ein- 
fachste algebraische Darstellung bekannt, die man zweckmiissiger 
Weise allen auf sie beziiglichen Untersuchungen zu Grunde legt und 
von der selbstverstiindlicherweise auch in Bd. 32 ausgegangen wurde. 
Nicht so bei den allgemeinen algebraischen Gebilden*), Von den 
zahlreichen bei ihnen in Vorschlag gebrachten Normalgleichungen 
bietet fiir die hier in Betracht kommenden Fragestellungen keine solch 
besonderen Vortheile, dass es niitzlich schiene, gerade sie zum Aus- 
gangspunkte der Entwickelung zu nehmen. Vielmehr finde ich es 
am zweckmiissigsten, mit der Riemann’schen Auffassung zu _be- 
ginnen und erst aus ihr diejenige Form der algebraischen Darstellung, 
welche fiir uns die dienlichste sein diirfte, zu entwickeln. Als Rie- 
mann’sche Auffassung schlechtweg bezeichne ich dabei diejeniv ., bei 
der das algebraische Gebilde geradezu durch eine Riemann’sche Fldche 
gegeben wird, auf der dann erst hinterher die Functionen, die uns 
interessiren mdgen, insbesondere die algebraischen Functionen, con- 
struirt werden, Ich habe die wesentlichen Momente dieser Auffassung, 
so wie ich dieselben verstehe, 1881 in einer besonderen Schrift dar- 
gestellt**); im folgenden Jahre gab ich in Bd. 21 dieser Annalen Er- 
liuterungen tiber die dabei in Betracht kommenden Existenzbeweise*** ). 
Nachdem inzwischen Hr. Carl] Neumann eine ausfiihrliche Dar- 
legung der letzteren publicirt hat;), darf ich die betreffenden An- 
schauungen im Folgenden als bekannt voraussetzen. Es sei hier nur 
daran erinnert, dass vermége derselben die Integrale erster und dritter 


*) Ich bediene mich dieses aus den Weierstrass’schen Vorlesungen 
stammenden Ausdruckes (den man ev, noch durch das Wort ,,eindimensional‘‘ 
niher umgrenzen kann) tiberall da, wo die Benennungen ,,Riemann’sche Fliiche*‘ 
oder ,,algebraische Curve“ stérende Nebenvorstellungen mit sich fiihren wiirden; 
wo diese Nebenvorstellungen wesentlich sind, werden letztere Benennungen 
herangezogen. 

**) Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale 
(Teubner). — Ich citire im Folgenden miglichst unter Beifiigung der Jahreszahlen, 
wobei ich mich, wo es anging, an die vom Verf. selbst gegebene Datirung halte. 

***) Neue Beitriige zur Riemann’schen Functionentheorie; vergl, insbesondere 
daselbst p. 155 ff. 

+) Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale, Zweite 
Auflage (Teubner, 1884). 


1* 








| 
| 
| 
| 





4 F, Kuern. 


Gattung das prius sind, aus welchem die Integrale zweiter Gattung 
und insbesondere die algebraischen Functionen erst hinterher abgeleitet 
werden, Ich will gleich hier die Bezeichnungen zusammenstellen, die 
ich fiir die Integrale erster und dritter Gattung weiterhin gebrauche: 

Irgend p linear unabhingige Integrale erster Gattung nenne ich 
(1) 00,5 Wey 2 > Wp, 
oder ausfiihrlicher, wenn die obere Grenze x und die untere Grenze y 
in Betracht kommen: 

OT 5 Es «0 OH. 

Die 2p Perioden von w, an den Querschnitten A,, By einer 
kanonischen Zerschneidung heissen 
(2) . Wg bez. g,s+p- 
Mit Hiilfe derselben setzen wir uns aus den w die ,,transcendent 
normirten“ Integrale erster Gattung 


(3) O15 Voy 0 
zusammen; die Perioden derselben sind durch das Schema gegeben: 
eo ae. 
GHiste.wcss B Ty ° Tip 
(4) ee ee To, . + Sap 
my|90... 1 = 


Ein Integral dritter Gattung mit den ,,Grenzen“ w, y und den 
,,Parametern“ § y heisst allgemein 
(5) Pr, 
Dasselbe kann insbesondere so specialisirt werden, dass es als Function 


von x (oder y) an den Querschnitten A, B die folgenden Perioden 
darbietet : 


. Ay | 
(6) 





wir bezeichnen dasselbe dann mit 


(7) m1 


&y 


und benennen es als ,,transcendent normirtes“ Integral dritter Gattung. 
Aus dem TTz? (oder irgend einem anderen speciell gewihlten Integral 
dritter Gattung) ergiebt sich das allgemeinste Pf7, wenn man irgend 
eine bilineare Verbindung der vz’, v5" hinzufiigt: 


(8) Pi = They + > Cap ve" vp" : 
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Nimmt man hier ¢¢g = ¢ga, 80 hat man insbesondere diejenigen Inte- 
grale dritter Gattung, welche, wie das TT selbst, Vertauschung von 
Parameter und Argument zulassen. 


§ 2. 
Einfiihrung der Formentheorie auf Grund der 9. 


Wir schreiben jetzt, indem wir die Differentiale der tiberall end- 
lichen Integrale in Betracht ziehen: 

(9) dw, : dw,:+++dwy = Q,: Poi++* Pp 

Die Herren Weber*) und Néther**) haben bereits die so einge- 
fiihrten @,,...g, als homogene Coordinaten der Punkte eines Raumes 
von (y — 1) Dimensionen interpretirt, innerhalb dessen dann, unserer 
Riemann’schen Fliche entsprechend, eine Curve (2p — 2)'*" Ordnung 
(Cz»-2), die Normalcurve der p, liegt***). Wir adoptiren den hiermit 
gegebenen Gedanken, indem wir ihn weiter entwickeln, Die Func- 
tionen, welche man in der Theorie der Abel’schen Functionen bisher 
ausschliesslich zu betrachten pflegt, sind nur von den Verhiiltnissen 
der g abhiingig, sie sind homogene Functionen nullten Grades der 
9,-++-@p. Wir werden Veranlassung nehmen iiberhaupt homogene 
Functionen der g,...@, in Betracht zu ziehen. Wir bezeichnen die- 
selben im Gegensatze zu jenen nur von den Verhiiltnissen der g ab- 
hiingigen Functionen als Formen. ' 

Der hiermit bezeichnete Schritt yon den Functionen zu den Formen 
wird mehr oder minder bewusst immer vollzogen, wenn man irgend- 
welche algebraische Gebilde analytisch-geometrisch im Sinne projectiver 
Auffassung behandelt. Inzwischen hat sich eben hierdurch, wenn ich 
nicht irre, eine gewisse Unklarheit festgesetzt. Man mdchte dieselbe 
zu dem Satze verdichten: Functionen, d. h. Formen nullter Dimension, 
haben an sich eine geometrische Bedeutung, Formen héherer Dimension 
aber nur, insofern sie gleich Null oder Unendlich gesetzt werden. 
Dieser Satz ist bei der gewdhnlichen Darstellung in der That vdllig 
richtig, aber doch nur in Folge der willkiirlichen Verabredung, ver- 
mége deren man von vorneherein nur die Verhiiltnisse der homogenen 


*) Ueber gewisse in der Theorie der Abel’schen Functionen auftretende 
Ausnahmefille, Math. Ann. t. 13 (1878). 

**) Ueber die invariante Darstellung algebraischer Functionen, Math. Ann, 
t. 17 (1880). 

***) Im hyperelliptischen Falle artet dieselbe bekanntlich in die doppelt- 
wiihlende rationale C,_, aus; dies hindert aber nicht, dass wir die C,,_, auch 
im hyperelliptischen Falle in Betracht ziehen, den wir tiberhaupt im Folgenden 
immer als miteingeschlossen betrachten, sofern wir nicht, wie in § 7, ausdriicklich 
das Gegentheil bemerken. 








6 F. Krery, 


Variabelen geometrisch interpretirt hat. Letzteres ist ja in der That 
fiir viele Zwecke ausserordentlich niitzlich, wie es denn im Folgenden 
durchweg in der herkémmlichen Weise geschehen soll. Aber es steht 
doch nichts entgegen, die homogenen Variabelen in einem mit einer 
Dimension mehr ausgestatteten Raume als absolute Coordinaten zu 
interpretiren. Dann gewinnen sofort die Formen irgend welchen Grades 
selbst ihre geometrische Bedeutung. Man nehme das Beispiel unserer 
1,-+-@p- Wenn wir, in Uebereinstimmung mit dem gewoéhnlichen 
Ansatze, wie wir es gerade sagten, die Verhiiltnisse g,:,:--+ Mp 
als Coordinaten eines im Raume von (p — 1) Dimensionen gelegenen 
Punktes interpretiren, wo dann jeder Stelle der Riemann’schen Filiiche 
ein soleher Punkt entspricht und der Riemann’schen Filiiche selbst, 
als den Inbegriff ihrer Stellen, die gerade erwiihnte C,, 2 correspondirt, 
dann ist es freilich unméglich, bei einer von den @ nicht im nullten 
Grade abhiingenden Form etwas Anderes als die Null- und die Un- 
endlichkeitsstellen geometrisch aufzufassen. Aber wir kénnen doch die 
1) Po» +++ Pp ebensowohl als gewdhnliche (Cartesische) Coordinaten 
des Raumes von p Dimensionen deuten. Dann erheben wir uns zu 
einem héheren Standpunkte: einer jeden Stelle der Riemann’schen 
Flache entspricht dann ein ganzer, durch den Coordinatenanfangspunkt 
laufender Strahl; dieser Strahl beschreibt, wenn die Stelle die Rie- 
mann’sche Fiche iiberstreicht, einen Kegel der (2p — 2)'" Ordnung, 
und auf diesem Kegel finden dann alle die in den niichsten Paragraphen 
einzufiihrenden Formen: das Differential dw, die Primform Q, ete. 
ihre vollwerthige geometrische Interpretation. 

Noch ein paar Worte iiber den Gebrauch homogener Variabler 
iiberhaupt. Ich entschliesse mich zu demselben nicht irgend welcher 
Tradition oder Gewéhnung zu liebe, sondern um das Wesen der Sache, 
so wie ich dasselbe verstehe, klarer herauszustellen. Um nur von den 
nichstfolgenden Paragraphen zu reden, so ist es der Zielpunkt der- 
selben, gewisse complicirtere Iunctionen der bisherigen Theorie, die 
Integrale dritter Gattung, die Thetafunctionen ete. aus einfacheren 
Elementen aufzubauen; dies wiirde ohne homogene Variable unmdglich 
sein, denn diese einfacheren Elemente existiren eben nur im Bereich 
der homogenen Variabelen. Dabei wolle man sich, was die Formulirung 
der Sitze angeht, immer gegenwiirtig halten, dass beim Gebrauch 
homogener Variabler nicht nur unendlich grosse Werthe der Veriinder- 
lichen ausgeschlossen sind, sondern auch das gleichzeitige Verschwinden 
siimmtlicher Veriinderlichen. Nur hierdurch werden die im Folgenden 
immer wiederkehrenden Siitze m3glich, dass gewisse Formen niemals 
unendlich werden ete. 

Die Erliuterungen, welche ich hiermit tiber das Wesen der ho- 
mogenen Variabelen und ihre geometrische Interpretation insbesondere 
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gegeben habe, machen keinen Anspruch auf Neuheit. Trotzdem schien 
es im Interesse besserer Verstiindlichkeit der folgenden Entwickelungen 
niitzlich, dieselben hierher zu setzen. In der That hat mich die Er- 
fahrung belehrt, dass selbst solche Mathematiker, die an den Gebrauch 
homogener Variabeler im Gebiete rationaler algebraischer Operationen 
durchaus gewohnt sind, einen Augenblick stutzen, wenn sie die gleiche 
Art des Ansatzes im transcendenten Gebiete handhaben sollen. 


§ 3. 
Das Differential dw. Die Integrale zweiter Gattung. 


Der erste Erfolg, der aus der Einfiihrung der  resultirt, ist der, 
dass wir in einfachster Form einen Differentialausdruck (eine Differential- 
form) construiren kénnen, welcher nirgendwo auf dem algebraischen 
Gebilde (oder besser gesagt: auf der fiir uns in Betracht kommenden 
Mannigfaltigkeit der q) Null oder Unendlich wird. Derselbe lautet, 
unter @ eine beliebige der Zahlen 1,2,...p verstanden: 

1 dw, 

(10) do = =" 
Dass hier der Werth des @ durchaus gleichgiiltig ist, ergibt sich so- 
fort aus (9); wir kénnten, unter den c, irgendwelche Constante ver- 
standen, ebensowohl schreiben: 

. ie Ze, dw, 
(10a) on a? 
Aber ebensowohl folgt aus (9), unter Beriicksichtigung unserer Fest- 
setzungen tiber den Bereich, innerhalb dessen sich die homogenen 
Variabelen gm zu bewegen haben, dass dw keine Null- oder Unendlich- 
keitsstellen besitzt: in Formel (10a) kann, bei gegebenen c,, aller- 
dings Zihler und Nenner gleichzeitig verschwinden, aber wir gehen 
dann jedesmal sofort zu einem bestimmten endlichen Werthe des d@ 
iiber, indem wir die c, durch irgendwelche andere Constante ersetzen, 

Das so gewonnene dq erweist sich nun in der Folge als ganz 
besonders niitzlich. Ich werde dasselbe hier zuniichst zur Definition 
der Integrale zweiter Gattung anwenden, Man fiihrt diese Integrale 
in die Riemann’sche Theorie allgemein so ein, dass man ein Integral 
dritter Gattung nach einem seiner Parameter differentiirt. Aber was 
heisst nach einem Parameter (iiberhaupt nach einer Stelle der Rie- 
mann’schen Fliiche) differentiiren? Die gewédhnliche Darstellung be- 
nutzt dazu irgend eine Function der Stelle und differentiirt nach dieser 
Function; sie fiihrt damit in die Definition der Integrale zweiter Gattung 
eine unnothige Particularisirung ein. Fiir uns ist in allen solchen 
Fiillen unmittelbar die Benutzung des dw gegeben. ine Function 
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auf der Riemann’schen Fliche differentiiren heisst, das Differential 
der Function durch dw dividiren. Ist also YF" ein Integral zweiter 


Gattung mit den Grenzen x, y und der Unstetigkeitsstelle —, so 
setzen wir: 


wv PE 

Hier ist dw; von der (— 1)" Dimension in den der Stelle &; es 
ist also Y eine Form (1) Dimension in den gp der Unstetigkeitsstelle. 
Natiirlich wechselt das Y mit dem zu Grunde gelegten Integral dritter 
Gattung. Indem wir in (11) statt P das Normalintegral TT setzen, 
wollen wir insbesondere schreiben: 


, ome’ 
‘ eS ae., 
(12) Y= Tan 
Formel (8) gibt dann: 
(13) YE" = Yi" + > cap ve! Vy, 
Andererseits ergeben sich aus (6) als Perioden des Integrals Ys: 
PA ees te] Be ae ® 
(14) pt 
Y¥:| 0... 0 | Quip”... 2uipy’ 


Ich habe dabei diejenigen linearen Verbindungen der g, die, vermidge 
(9), den Differentialen dv, ...dv, der Normalintegrale v entsprechen, 
mit ,,... Wp, bezeichnet. 

Ich schliesse einige Folgerungen an, welche man aus der so ver- 
schirften Definition der Integrale zweiter Gattung ohne Miihe ableitet. 


Seien ¢’, ¢”, ... ¢™ irgend m Stellen des algebraischen Gebildes. 
Wir haben dann in 


(15) cY¥;7" = c’ YY" + eee 4. wr + C 


die allgemeinste Integralfunction vor uns, welche an den Stellen 
t’, t”, ... ¢™ je einfach algebraisch unendlich wird und dabei an den 
Querschnitten A, ... A, durchaus verschwindende Periodicititsmoduln 


aufweist. Bestimmen wir jetzt vermége (14) die c’, c’,... c™ so, 


dass auch noch die Perioden zweiter Art verschwinden, so haben wir 
die allgemeinste auf dem Gebilde eindeutige algebraische Function der 
Stelle « vor uns, welche fiir «=—t', t”,...¢™ einfach unendlich 
wird. Dies gibt sofort den Riemann’-Roch’schen Satz iiber die 
Zahl der in einer solchen Function noch willkiirlichen Constanten 
ce, ey... e": die Zahl dieser Constanten ist 


(16) m—p+rt, 
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wot die Zahl der linear unabhiingigen linearen Verbindungen der op ist, 
die fiir t', t", ... t™ verschwinden. 
Wir betrachten ferner (p+ 1) Stellen des Gebildes: ¢, ¢’, .. . t() 
und bilden die Determinante: 
" e 


(17) %O wt) v,() 


| Yr() v(t’) p(t) | 
Wir schliessen sofort, dass dies eine algebraische Function der Stelle x 
(bez. y) ist, welche fiir 7 = y verschwindet, dagegen einfach unendlich 
wird, wenn « (oder y) mit ¢, ¢’, ... ¢”) zusammenfillt. Wir wollen 
diese Function mit dem Zeichen 
(18) Alg(x, y; t,t’,... #) 
bezeichnen; in den g(t), p(t’), ... ist sie beziehungsweise von der 
-+- 1' Dimension. Jetzt wird (17) nach Formel (13) nicht geindert, 
wenn wir die Y durch beliebige Y ersetzen; sie findert sich nu: um 
einen constanten Factor, indem wir statt der ~ die anfanglichen 
einfiihren. Indem wir diesen constanten Factor mit in die Definition 
der algebraischen Function (18) aufnuehmen, haben wir die Gleichung: 

ye 7Y y7 | 


t(?) 


P(t) Pelt’) — Mp (t”) | 
Hier entwickele man jetz: linker Hand nach den Elementen der ersten 
Verticalreihe und dividire durch den Coefficienten von Y/". Indem 
wir dann noch der Kiirze wegen fiir die anftretenden linearen Ver- 
bindungen der Y/",... Y*, die Zeichen — Yr", ...—Yp” ein- 
fiihren, erhalten wir: 


(20) Yo = w, (O - Yr’ + g(t)» Yr" + +++ + p(t) + Yp? 
Alg(a, y; t, ty’... t”) r 

| pit’)... or(t?) 

| pp lt’). «my (t”) 
Die hiermit erhaltene Formel ist, von unwesentlichen Aenderungen 
abgesehen, dieselbe, welche in den Vorlesungen von Hrn. Weierstrass 
e‘ne bekannte wichtige Rolle spielt [sie wird dort nur in ganz anderer 
Weise gewonnen, indem die algebraische Function (18) in directer 
Weise hergestellt und dann in Aggregate von Integralen zweiter Gattung 
gespalten wird}. Man kénnte die von den p Stellen ¢’, ¢”,...¢(?) ab- 


| 
(19) | 9, (t)  , (t’) 9, (t”) | = Alg(x, y; t, t’, oo HF). 








’ 
| 
| 
| 
} 
| 
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hingigen Y,, Y,,...Y¥, Normalcombinationen von Iniegralen zweiter 
Gattung nenuen, Um ihre Perioden zu erforschen, bilden wir uns 
zuniichst die der Determinantenform (17) entsprechenden Normal- 
combinationen Y,...Y,. Fiir die Perioden der letzteren ergiebt (14) 
sofort folgendes Schema: 


| A, .-. 4p | By... By 





0 0 |\2ni 0 


(21) 





Yi 
%i1%. 8 


» 0 20% 


| 
| 
| 
| | 
Wir schliessen, dass die Perioden der Normalcombinationen Y,,...,YVp 
von der Auswahl der p Stellen t’,...,t”) unabhidngig sind, und also 
nur von der Wahl des Integrals dritter Gattung P (Formel (11)), be- 
siehungsweise der p Integrale erster Gattung wa, durch welche wir die 
P_ bestimmt haben, abhiingen. Diese Perioden sind es jetet, die wir 
Perioden zweiter Gattung nennen werden. Der Formel (2) entsprechend 
bezeichnen wir die Perioden von Y, an den Querschnitten Az, By mit 


(22) aie Ya, By bez. a Na, B-+-p » 
Die Perioden von Y; werden dann beziehungsweise, nach Formei (20): 
(23) eos >: Pa(t) Nag, und — >: Pa(t) Na,s+p -*) 

§ 4. 


Die Primform Q(z, y). 

In den vorigen beiden Paragraphen war p > 1 vorausgesetzt. Wir 
betrachten einen Augenblick die Fille p = 0 und p= 1. Es ist sehr 
leicht, bei ihnen Differentialausdriicke anzugeben, die insofern dem da 
des vorigen Paragraphen entsprechen, als sie gleichfalls auf dem 
algebraischen Gebilde nirgendwo Null oder Unendlich werden und 
dabei, von einem etwaigen constanten Factor abgesehen, den wir nach 
Belieben zufiigen mégen, vollig bestimmt sind. Bei p = 1 ist dies 
das Differential des einen in diesem Falle iiberhaupt vorhandenen 
iiberall endlichen Integrals selbst: 

(24) da = dw. 
Bei p =O werden wir uns auf dem algebraischen Gebilde zunichst 
eine solche algebraische Function 2 construiren, die jeden Werth nur 


*) Ich habe die Definition der y im Texte um so lieber ausfiihrlich gegeben, 
als ich in Bd, 32, p. 365 ff. bei den entsprechenden Entwickelungen fiir den Fall 
der hyperelliptischen Functionen unnéthige Particularisationen einfiihrte. Die 
dort benutzten Z\), Z{,---, Ze sind solche Normalverbindungen von Integralen 
zweiter Gattung, deren siimmtliche Unstetigkeitsstellen in die eine mit ¢ benannte 
Stelle des hyperelliptischen Gebildes zusammengeriickt sind. 
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einmal anvimmt, dieses 2 = - setzen und endlich d@ gleich der Deter- 
minante (#,dx, — x,dz,) wihlen: 
(25) da = (xdzx). 

Ich werde jetzt umgekehrt ein wesentliches Element der allgemeinen 
Theorie einfihren, indem ich mit den Fallen p = 0 und p = 1 beginne. 

Bei p= 0 und p =1 kann man nimlich einen einfachen nur von 
zwei Stellen des Gebildes, x und y, abhingigen Ausdruck Q(%, y) auf- 
bauen, der nur verschwindet, und zwar wie dw, wenn die beiden Stellen 
x,y zusammenriicken, und der nirgends unendlich wird; mit Hiilfe dieses 
Q lassen sich die zum Gebilde gehdrigen Integrale in einfachster Weise 
darstellen. 

Bei p = 0 ist einfach 
(26) Q(x, Y) = (X, Yo — L2y;)- 

Dabei wird die Definition des zum Gebilde p = 0 gehérigen Integrals 
dritter Gattung: = 

¢ wy (x &) (yy 

@7) Pi bg SOD” 

Bei p = 1 ist die Sache ein wenig complicirter. Sei #,(w) Jacobi’s 
ungerade Thetafunction, gebildet fiir das Integral erster Gattung w 
und seine beiden Perioden @,, @,. Ich schreibe dann, unter c eine 
beliebige Constante verstanden: 


(28) 0, (w) =e" - B, (w) : O,(0). 
Unser Q entsteht, indem wir in die so definirte ,,allgemeine“‘ Theta- 
function ©, fiir w den Werth w*’ substituiren: 
(29) Q(x, y) = O, (w7). 
Auch hier brauche ich die in Aussicht gestellten Kigenschaften von 
Q(x, y) nicht ausfiihrlich darzulegen. Ich will nur daran erinnern, 
dass in der That ; 
(30) P= log Ole”) - O,(w?") 

©, (w*") - ©, (w4*) 
ein zum Gebilde p = 1 gehdriges Integral dritter Gattung definirt (und 
zwar ein solches, welches Vertauschung von Parameter und Argument 
gestattet); — den unendlich vielen Formen, welche die Function 0, 
in (28) der Willkiir des ¢ entsprechend annehmen kann, entsprechen 
die verschiedenen Definitionen, die bei einem solchen Integral dritter 
Gattung noch mdglich sind. Liisst man w auf dem algebraischen Ge- 
bilde einen Periodenweg beschreiben, bei welchem w um @, das zu 
P und w gehdrige Integral zweiter Gattung Y um — y zunimmt, so 
erhilt Q(a, y), nach (29), den Factor 


(31) es | 














12 F. Krew. 


Gelten hier 9 und @ als bekannt, so giebt uns dies eine Definition 
der Grésse w*¥. Man kann also in der That simmtliche Integrale 
von & beginnend definiren. 

Ich sage nun, dass sich diese Theorie vermége des im vorigen Para- 
graphen fiir p > 1 eingefiihrten Differentialausdrucks dw wngedndert 
auf den Fall eines grisseren p iibertrigt. 

Wir miissen zu dem Zwecke die Formelgruppen (26), (27) und 
(29), (30) umkehren. Dies gelingt, wie man sofort nachrechnet, durch 
die gemeinsame Formel: 


P Pe +dz,y+dy 
(32) Q(a,y)= (V ao, - d@, +e Pay ) 
wo d@ durch (25), bez. (24) definirt ist und natiirlich das Vorzeichen 
der Quadratwurzel durch passende Verabredung festzulegen ist. 

Eben diese Formel, in der wir dw durch (10) erkléren, unter P 
aber irgend ein zum algebraischen Gebilde gehdriges Integral dritter 
Gattung verstehen, ist wns jetet die Definition des Q(x, y) in den 
hiheren Fiillen. 

In der That verificirt man sofort, dass das durch (32) gegebene 
Q auch bei héherem p nur fiir «= y verschwindet, und zwar bei 
geeigneter Wahl der Quadratwurzel wie dw, selbst, niemals aber un- 
endlich wird. Eine Formel, ganz iihnlich gebaut wie (27) oder (30), 
giebt uns sodann eine Definition des P durch Q*), Um von Q aus 
die Integrale erster Gattung zu definiren, bestimmen wir wieder den 
Factor, um den Q wiichst, wenn x auf dem algebraischen Gebilde 
einen geschlossenen Weg durchliuft, der fiir die w, die Perioden a,, 
fiir die Y, die Perioden — yn, liefert; wir finden: 


(33) a gai ea) 


hier ist das Zeichen -+- an sich unbestimmt, weil Q eine Form (— ct 


limdx=0,dy=0) 


9° 


Dimension in den g(a) bez. den p(y) ist. — Ich werde das 2, welches 
mit dem Integral dritter Gattung TT gebildet ist, im Folgenden 


gelegentlich Qy nennen; fiir das allgemeine 2p hat man dann nach 
Formel (8): 


ana Co va! og 
(34) Q(x, y)p = Q(x, ya -e = 7 4 , 


*) Dabei ist vorausgesetzt, dass P Vertauschung von Parameter und Argument 
gestattete; ist dies nicht der Fall, so wird durch (32) nach wie vor ein brauch- 


bares Q(x, y) definirt, die Anwendung von (27), (30) fiihrt aber nicht zu Pi 


1 q 2 
sondern zu (Pri + Pz") zuriick, 
2 o" y 


x 
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Das so gewonnene Q(x, y) ist nun diejenige Primform, deren 
allgemeine Einfiihrung ich bereits in Bd. 32, p. 363 (Fussnote) in 
Aussicht nahm. Ich kann nicht zweifeln, dass dieselbe fiir die allge- 
meine Theorie der algebraischen Gebilde nach den verschiedensten 
Richtungen hin Bedeutung gewinnen wird. Wenn ich dieselbe im 
Folgenden nur erst zur Construction der Thetafunctionen benutze, so 
ist das eben nur eine von den verschiedenen méglichen Anwendungen. 
Vorbehaltlich der Ergiinzungen, welche der folgende Paragraph bringt, 
denke ich mir den Fortschritt, der in der Einfiihrung der von zwei 
Stellen des algebraischen Gebildes abhiingigen Primform statt des von 
vier Stellen abhingenden Integrals dritter Gattung liegt, genau so, wie 
den Fortschritt von der projectiven Geometrie der geraden Linie, welche 
nur Doppelverhiiltnisse von vier Punkten kennt, bez. (bei der Lehre 
von der projectiven Massbestimmung) mit Logarithmen solcher Doppel- 
verhiltnisse operirt, zur biniren Invariantentheorie, welche die Deter- 
minante (xy) als einfachstes Gebilde zu Grunde legt. Ich habe in 
Bd. 32 1. c. der nahen Beziehung gedacht, welche zwischen der Prim- 
form Q(x,y) und der von W eierstrass in seinen Vorlesungen benutzten 
Primfunction E(x, y) besteht: Weierstrass wiirde ohne Zweifel das 
Q(x, y) selbst eingefiihrt haben, wenn er sich hiitte entschliessen 
kénnen, bei Fragen dieser Art in der hier benutzten Weise mit 
homogenen Variabelen zu operiren. Noch niher kommt dem Q(z, y) 
vermége seines besonderen Ausgangspunktes Herr Schottky in seiner 
Abhandlung ,,Ueber eine specielle Function, welche bei einer bestimm- 
ten linearen Transformation ihres Argumentes unveriindert bleibt“ 
(Journal fiir Mathematik, Bd. 101, 1887). Herr Schottky behandelt 
daselbst die Darstellung algebraischer Gebilde durch solche eindeutige 
Functionen einer Variabelen 4 mit linearen Transformationen in sich, 
welche auf der ganzen y-Kugel existiren (eben die Darstellung, welche 
nach dem von mir in Band 19 dieser Annalen (1881) aufgestellten 
Satze allgemein giiltig ist). Dabei erscheint ihm (pag. 242 1. c.) ein von 
zwei Stellen des Gebildes abhingiges unendliches Product fundamental, 
das er, der Weierstrass’schen Bezeichnung entsprechend, mit E benennt: 

Ps (§ — mn) (1 — §n) 
E(é, 1) = (§ —) To =a)? 
mit seiner Hiilfe erzeugt er alle anderen fiir ihn in Betracht kommen- 
den Functionen. Hier sind &, 7 die transcendenten Argumente, durch 
welche die beiden Stellen des algebraischen Gebildes, die wir 2, y 
nennen, gegeben werden; E(&, 4) ist in Folge dessen mit unserer Prim- 
form Q(x, y) so gut wie identisch. Man hat nur, um letztere zu 
erhalten, § in geeigneter Weise gleich §,:§,, 9 gleich y,:y,. zu -setzen, 


worauf 
Q(2,y) = £4, E(é, n) 
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ist, sich also durch ein unendliches Product darstellt, dessen einzelne 
Factoren Determinanten vom Typus (4) = (&, 47.— §4,) sind: 


ae, ) =o [ee 


) (am) 


Die hiermit gegebene formal ganz unbedeutende Modification des 
Schottky’schen Ansatzes ist fiir die Auffassung von fundamentaler 
Bedeutung. Indem das FE des Hrn. Schottky fiir § = oo oder 7 = co 
selbst unendlich wird, verhilt es sich auf dem urspriinglichen alge- 
braischen Gebilde durchaus complicirt und lisst in keiner Weise das 
einfache Verhalten erkennen, welches das Q(x, y) thatsiichlich besitzt*). 


§ 5. 
Von den Mittelformen. 


Wir betrachten jetzt auf unserem algebraischen Gebilde fiir einen 
Augenblick algebraische Functionen, die auf dem Gebilde eindeutig 
sind, dieselben, die wir oben (§ 3) aus Integralen zweiter Gattung 
zusammensetzten. Die Primform Q ergiebt bei beliebigem p eine Dar- 
stellung dieser Functionen, die fiir p = 0 wie fiir p = 1 sehr bekannt 
ist. In der That, seien die a; die Nullpunkte, die b; die Unendlich- 
keitspunkte einer solchen Function R, so hat man 


é Q (x, a; 
(35) n— Ll? ee 


Wie aber steht es mit der analogen Darstellung algebraischer Formen ? 
Wir miissen, ehe wir diese I'rage beantworten, die Bedeutung des 


*) Fiir eine specielle Art algebraischer Gebilde, niimlich die ebenen Curven 
n't Ordnung, welche keine singuliren Punkte besitzen, wird Herr Pick in Bd. 29 
der Mathematischen Annalen in der noch wiederholt zu nennenden Arbeit ,,Zur 
Theorie der Abel’schen Functionen“ (1886) ebenfalls ganz in die Niihe der Prim- 
form Q(x, y) gefiihrt, In der That ist, fiir den dort vorliegenden Fall, der p. 267 1. c, 
gegebene Ausdruck: 

(hay? __ . Hien) 
a,a.* -a,an— 

geradezu das Quadrat unseres 2. Herr Pick bemerkt auch die ausgezeichnete 
Kigenschaft dieses Ausdrucks, nirgends unendlich zu werden und nur bei 2 = y 
zu verschwindeu; er zieht daraus aber keine allgemeine Folgerung betr. die Be- 
deutung seines Ausdrucks, wie er denn insbesondere nicht entwickelt, dass auch 
noch die Quadratwurzel aus dem Ausdrucke (eben unser 2) auf dem algebraischen 
Gebilde unverzweigt ist, 











ee 
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Wortes Form noch erst genauer festlegen. Im allgemeineren Sinne 
wird dies erst weiter unten (§ 7) geschehen. Indem wir den Fall 
p = 1 vorliufig ausschliessen, wollen wir uns hier mit einer vorliufigen 
Definition fiir p =O und p > 1 begniigen. Im Falle p = 0 verstehen 
wir hier unter einer algebraischen Form eine homogene rationale ganze 
Function der im vorigen Paragraphen eingefiihrten 2,, 2. Im Falle 
p > 1 wollen wir als algebraische Form eine homogene rationale ganze 
Function der g,, 9.,..., Mp bezeichnen, durchaus den Erliuterungen 
des § 2 entsprechend. Mége nun eine solche Form F an den Stellen 
a; des algebraischen Gebildes verschwinden. Wir werden dann fiir 
p=0 bei geeigneter Wahl der absoluten Werthe der den a; zugehérigen 
homogenen Coordinaten sofort schreiben kénnen: 


F =[i[ aj). 


Ist aber p > 1 und wir bilden das entsprechende Product 


[[e@ a, 


so wird dasselbe, weil transcendent, keineswegs mit / iibereinstimmen. 


Den Quotienten 
[: / Q (x, a;) 
— >. 


(36) 





betrachte ich als Definition einer neuen, auf dem algebraischen Gebilde 
nirgendwo Null oder Unendlich werdenden Form. Ich bezeichne alle 
so entstehenden Formen als Mittelformen, weil sie, sozusagen, zwischen 
den transcendenten Q-Producten und den algebraischen Formen in der 
Mitte stehen. 

In der hiermit gegebenen Definition liegt noch, was man wohl 
beachten mége, eine gewisse Unbestimmtheit. Eine jede der im Zibler 
von (36) auftretenden Primformen kann nach (33), unabhiingig von 
jeder anderen, um einen Factor 


(i) 
4 wa; @ 
bgt (ott E) 
modificirt werden. Ich werde einen solchen Factor, der Ausdrucks- 


weise von Weierstrass folgend, eine Einheit nennen. Dann kann also 
unser Quotient um das folgende Product von Einheiten modificirt 


werden: 
(i) 
: ? sa; % 
- > >: A(t) bs +- «) 


Aber unter den so entstehenden Werthen hingen augenscheinlich nur 
diejenigen analytisch zusammen, die sich um einen Einheitsfactor 
folgender Form unterscheiden: 
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nw 
y Ne ( Dien + a) 
é ? 


unter » die (nothwendig gerade) Zahl der Nullstellen a; verstanden. 
Unser Quotient (36) schliesst also unendlich viele unter einander analytisch 
nicht zusammenhdngende Werthereihen in sich. Wenn wir also unseren 
Quotienten als ein analytisch wohlbestimmtes Gebilde behandeln, so 
ist dabei die Voraussetzung, dass wir irgend eine dieser unendlich 
vielen Werthereihen fest gewihlt haben. Von der einen Werthereihe 
kénnen wir hernach zu jeder anderen durch Zufiigung geeigneter Kin- 
heitsfactoren tibergehen. 

Wir iiberzeugen uns jetzt, dass wir, von solchen Einheitsfactoren 
abgesehen, alle Mittelformen (36) auf eine einsige m(x) seuriickfiihren 
kénnen. Wir definiren dieses m(x), indem wir in (36) fiir F’ irgend 
eine Linearform C, gp, + C,9, +--+ -+ Cpg, einfiihren, deren 2p — 2 
Nullpunkte wir ¢; nennen wollen: 


[fees 

G7) (9) Oat FG9, 
In der That wird (36), fiir irgend eine Form v'" Grades der p gebildet, 
von der v‘= Potenz des so gewonnenen m(x) nur um Einheitsfactoren 
verschieden sein kénnen. Um dies zu sehen geniigt es, den betreffen- 
den Quotienten (36) durch m(z)” zu dividiren und die entstehende 
Function von # auf der Riemann’schen Fliche, auf der sie keinerlei 
Null- oder Unendlichkeitsstellen hat, auf ihre Periodicitiitseigenschaften 
zu untersuchen. 

Das durch (37) eingefthrte m(x) ist in dem allgemeinen Sinne 
des § 2 eine Form (—p)' Grades in den @ der Stelle x Beschreibt 
x einen Periodenweg, bei welchem die wz um @,, die Y. um — ma 


wachsen, so erhiilt m(a) einen Factor, den ich folgendermassen schreiben 
will: 


aN (we +- (p—1)@,) 
(38) a ‘ 


Hier bedeutet We die Integralsumme: 


(39) Wa = Wa" + Wa? +--+ + we ?-2; 

ich habe dieselbe mit einem besonderen Zeichen belegt, weil dieselbe, 
dem Abel’schen Theorem zufolge, von der besonderen Linearform Cy, 
deren Verschwindungspunkte die ¢; sind, unabhiingig ist. 

Wir kénnten m(a) die fundamentale Mittelform nennen. In- 
zwischen bestimmt uns die Riicksicht auf die folgenden Entwickelungen 
des § 6 und 9, diesen Namen lieber fiir die (2»—2)'e Wurzel aus m(z) 
in Anwendung zu bringen: 








de, 


: 
‘Py 
n- 


©) 


\ 
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2p—2 


(40) u(x) = Ym(a). 


Hierdurch wird ja zunichst, bei der Vieldeutigkeit des Wurzelzeichens, 
eine neue Unbestimmtheit eingefiihrt. Allein diese Unbestimmtheit ist 
weiterhin ohne Belang, insofern in den spiiteren Formeln immer so 
viele Factoren w mit einander multiplicirt auftreten, dass alle Viel- 
deutigkeit wegfillt, sobald man an der selbstverstindlichen Regel fest- 
halt, dass man fiir neben einander stehende Factoren u immer nur die 
gleiche Definition in Anwendung bringt. Es ist dies mit Absicht etwas 
ungenau ausgedriickt, In der That zeigt sich, dass in den bald zu 
betrachtenden speciellen Fillen statt w(#)??-* schon u(x)", wo m ein 
Theiler von 2p — 2 ist, durch eine Formel vom Typus (36), (37) 
definirt werden kann, so dass dann zur Weghebung der in Rede stehen- 
den Unbestimmtheit nur eine kleinere Zah] von Factoren u(#) zusam- 
menzutreten braucht. 

Die Mittelformen sind meines Wissens bislang in der Literatur 
nicht aufgetreten. In Band 32 der Annalen konnte ich die Darstellung 
des dort zu behandelnden hyperelliptischen Falles so wenden, dass es 
noch nicht néthig war, von Mittelformen zu sprechen. Anders verfuhr 
ich in einer vorher tiber denselben Gegenstand in den Gottinger Nach- 
richten publicirten Note (Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen 
beliebig vieler Argumente, Nov. 1887). Dort benutzte ich einen Aus- 
druck X(#), der dem w(#) sehr nahe steht. Es ist nimlich im Sinne 
der damals gebrauchten Bezeichnung: 


He) = (Fra) 


§ 6. 
Fille besonders einfacher algebraischer Darstellung. 


Die bisher gegebenen Definitionen kniipften, wie dies 4n § 1 in 
Aussicht genommen war, durchaus an die Grundvorstellungen der Rie- 
mann’schen Theorie an, sie machten keinerlei Voraussetzungen oder 
Angaben dariiber, wie das in Betracht zu ziehende algebraische Gebilde 
algebraisch dargestellt sein sollte. Wir wenden uns jetzt zu der Frage, 
ob es nicht eine solche Darstellung giebt, die fiir unsere Zwecke 
besonders geeignet ist. Um in dieser Hinsicht bestimmte Ideen zu 
gewinnen, betrachten wir vorab zwei Fille algebraischer Darstellung, 
die zu besonders einfachen Resultaten fiihren, so dass sie fiir die 
hoheren Fille einen Fingerzeig abzugeben scheinen. Das eine Mal 
handelt es sich um die hyperelliptischen Gebilde, betrefis deren ich 
zumal auf die in Bd, 32 gegebenen Formeln verweisen will, das andere 
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Mal um die ebenen Curven ohne Doppelpunkt, wegen deren man neben 
den Arbeiten von Clebsch insbesondere die bereits genannte Abhandlung 
von Pick im 29'" Bande der Annalen vergleichen mag. 

Im hyperelliptischen Falle gestalten sich die Verhiltnisse folgender- 
massen. Wir haben eine zweiblittrige Riemann’sche Fliche, die durch 
die Quadratwurzel aus einer Binirform (2p-+2)'" Grades 


(41) V fep+2(2; 22) 
definirt ist. Das zugehérige dw wird: 
(42) ae . 


re V fop+s (2122) 
In Folge dessen decken sich die gm mit den rationalen ganzen Formen 
(p—1)'** Grades der z,, 2,; wir kénnen insbesondere setzen: 
(43) YP, (2) = 4, o(Z) = 2? Fa, « ++) Pp(Z) = 2,?-', 
woran sich die weiteren Formeln schliessen: 


(44) wry =| g,(2)da., wz’ = { 9212) do.,--- 9 = | 9, (2)da,. 

y y y 
Aber auch die Definition der Integrale dritter Gattung wird einfach. 
Dieselben erscheinen als Doppelintegrale algebraischer Ausdriicke von 
iibersichtlicher Bauart. Invariantentheoretische Betrachtungen, auf 
deren Einzelheiten ich hier nicht einzugehen habe, lassen dabei unter 
allen méglichen Integralen dritter Gattung eines, @, als besonders 
bevorzugt erscheinen. Sei f(z) symbolisch gleich a??+* gesetzt, so ist 
Q durch folgende Formel gegeben 


fe $5 VFe 1 1 
(45) Qi, = Lf J do,dat - = Lis -™ = : 
y 4 : 

aus ihm entsteht das allgemeine Pi, indem man eine beliebige 
bilineare “Combination der w*Y und w*" hinzufiigt (oder, was dasselbe 
ist, unter dem doppelten Integralzeichen eine beliebige bilineare Com- 
bination der g(¢) und » (6). — Des Ferneren ergiebt sich eine 
Darstellung der Primform, bei welcher der in Formel (32) postulirte 
Grenziibergang vollzogen ist. Bezeichnet man nimlich mit 7, ¥ die 
Stellen, welche zu 2, y conjugirt sind (d. h. sich von den Stellen «, y 
nur durch das Vorzeichen der zugehdrigen Quadratwurzel /fz, Vfy 
unterscheiden), so kommt: 

1 pry 
(46) Q(x, y) = EY. gt V9. 

V fe: fy 

Endlich wird die Definition der Mittelform w(x) jetzt besonders einfach, 
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indem wir auf dem hyperelliptischen Gebilde neben den algebraischen 
Formen, die wir im vorigen Paragraphen ausschliesslich betrachteten, 
nimlich den rationalen ganzen Formen der g,,..., @p, die sich in 
den 2,, 2, vermége (43) als rationale ganze Formen von einem durch 
(p—1) theilbaren Grade darstellen, iiberhaupt rationale ganze Formen 
der z,, 2 betrachten kénnen. Wir werden insbesondere eine lineare 
Form dieser Art in Betracht ziehen: C,z, + C,z,; ihre Verschwindungs- 
stellen sollen c, ¢ heissen. Statt (37), (40) kénnen wir dann schreiben 
- ' Q(a, c) - Q(x, ¢) 

(a?) H(t) Ga, Cay 
so dass also jetzt, entsprechend der am Schlusse des vorigen Para- 
graphen gemachten Andeutung, die 2'* Potenz von u(x) ebenso definirt 
erscheint, wie friiher, im allgemeinen Falle, die (2 —2)*. 

Bei den ebenen Curven m'* Ordnung, welche keinen Doppelpunkt 
(d. h. tiberhaupt keinen singuliiren Punkt) besitzen und also dem 
Geschlecht 


(48) p= m <_ 2 -m —2 


» 
u 








angehéren, kommen Formeln ganz iihnlicher Art vor. Um diesen 
Formeln volle Symmetrie zu ertheilen, muss man in dieselben bekannt- 
lich, da es sich um ternire Bildungen handelt, Reihen willkiirlicher 
Gréssen einfiihren. Herr Pick benutzt zu dem Zwecke, wie es zumeist 
iiblich ist, die Coordinaten eines Hiilfspunktes h. Inzwischen ist es 
im Interesse der spiiteren Verallgemeinerung zweckmissig, statt des 
Punktes h die Coordinaten zweier sich in ihm kreuzender gerader 
Linien «, 8 einzufiihren. Sei jetzt 

(49) f (#1, #223) = 0 

die Gleichung der Curve, a, = 0, 6, = 0 sind die beiden willkiirlichen 
Geraden, (fa@f) die Functionaldeterminante von f(z), @,, B,. Dann 


hat man vor allen Dingen die folgende Darstellung des zur Curve 
5 5 5 
gehérigen Differentials da: 


ie (@, Ba, a B, 7) 
(50) da, = (fae) 
Es ergeben sich sodann die » als identisch mit den rationalen ganzen 
Formen (m—3)'*" Grades der 2,, 2, 2, also etwa: 
(51) D1 (2) == 2"-*, Ya(2) = 2,"-2h0, - - «, Pp (2) = By", 
womit die zugehérigen Integrale erster Gattung w,, w,,..., Wp definirt 
sind. Die Integrale dritter Gattung wird man wieder als Doppelintegrale 
darzustellen suchen. Abermals sind es invariantentheoretische Ueber- 
legungen, die in dieser Hinsicht zu einer bestimmten einfachsten 
Normalform @Q fiihren. Sei f(z) symbolisch gleich a,"; @,, B seien 
Q* 
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wieder zwei willkiirliche Linearformen (die iibrigens von den in (50) 
benutzten ganz unabhiingig zu denken sind). Dann lautet das von 
Herrn Pick aufgestellte Q folgendermassen*): 


ay ry 
- m m—1 
ff. > ((aeep)ay as~”- (aap) ay” as ')— > ((aab ray" ae ae? ax) 
I 1 
= d@,d we - ——$$_$_,—__,——, — ; 
¥ m (a, By — B, @) 


aus ihm ergiebt sich wieder das allgemeine Pi,’ durch Hinzufiigung 
einer bilinearen Verbindung der w*’, w'”. Wir haben ferner eine 
explicite Darstellung der Primform. Zu dem Zwecke muss man die 
(m—1) von der Stelle 2 verschiedenen Stellen 
#,2,...,ou 
der Curve f = 0 einfiihren, fiir welche (ebenso wie fiir x selbst) 
«28, — B,a,=—0, 
desgleichen die (m—1) Stellen 


ae 

die sich in entsprechender Weise aus y ableiten lassen. Man hat dann**): 
m-1 P 
: WN pt y' 
re f «8 bing @ i es 
(53) Q(x, y) = yo * ¥ i.e 

V (aap)a™—* (ap)ay—* 
Fiir die Mittelform u(x) ergiebt sich dem allgemeinen Anzatze des 
vorigen Paragraphen gegeniiber wieder eine Vereinfachung. In der 
That kénnen wir jetzt alle homogenen rationalen ganzen Verbindungen 
der x, 2, x, als Formen auf der Curve betrachten. Sei nun C, eine 


Linearform dieser Art; ihre Nullstellen heissen ¢,c’,...,c”. Wir 


setzen dann einfach: 
m 
| | Q (a, el) 


y\n — 1 = 
ue } Cyr, + Cyxe + Cy x, 


- 


(54) 


Ich will noch ausdriicklich darauf aufmerksam machen, dass die 
Formeln dieses Paragraphen ungeiindert in Geltung bleiben auch wenn 

*) Man kann dasselbe fiir f(z) = af'=v"= cin die folgende Gestalt sym- 
bolisch umrechnen; 

zs (abe)? > U4 oft ayte Ute ext 
a $ is 
QrY ate da. da>: x4 A+ pem—2 
a = s 1 ° 


. m— . 
yn Om a. a 


wo im Zihler eine aus der Theorie der Doppeltangenten bekannte Covariante steht, 
**) Vergl. die Fussnote auf pag. 14. 
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p =0 oder p = 1 ist. Damit sind also, der Beschrinkung des vorigen 
Paragraphen entgegen, Mittelformen auch im Falle p = 1 definirt. 
Nur haben dieselben keine absolute Bedeutung, sondern hingen von 
der besonderen Gleichungsform ab, in der wir das elliptische Gebilde 
als gegeben voraussetzen. 


§ 7. 
Allgemeines iiber algebraische Formen auf einer Curve. 


Ehe wir weiter gehen, miissen wir den Begriff der algebraischen 
Form auf einer algebraischen Curve noch in allgemeinerem Sinne fest- 
legen, als dies im vorigen Paragraphen geschehen ist, wobei wir 
gleich Gelegenheit nehmen den wichtigen Begriff des vollen Formen- 
systems einzufiihren. 

Von den beiden im vorigen Paragraphen betrachteten Fillen be- 
trifft der eine (der hyperelliptische) eine solche Curve, die den ein- 
dimensionalen Raum der ¢,: 2, doppelt tiberdeckt, der andere eine 
Curve des zweidimensionalen Raumes der 2,:2,:42,, welche nur der 
einen Beschriinkung unterliegt, keine singuliren Punkte zu besitzen. 

Indem wir diese beiden Fille umfassen, denken wir uns jetzt 
im (n—1)-fach ausgedehnten Raume der 2, : 2,:-+-+:%, eine Curve 
m' Ordnung gegeben, welche keinerlei singuliire Punkte (Doppelpunkte, 
Spitzen etc.) besitzen soll, die aber gerne in eine mehrfache Ueber- 
deckung einer Curve niederer Ordnung ausgeartet sein kann (wo wir 
uns dann diese verschiedenen Ueberdeckungen durch Verzweigungs- 
punkte in irgendwelcher Weise verbunden denken mdgen). 

Was wollen wir im allgemeinsten Sinne unter einer algebraischen 
Form 6" Grades auf dieser Curve verstehen? Sicher wird uns eine 
rationale ganze homogene Function 0% Grades der 2,, 2, ..., fn, 
G5, ein Beispiel hierfiir sein. Wir haben uns im vorigen Paragraphen 
auf dieses Beispiel beschriinkt. Wir kniipfen jetzt an den allgemeinen 
Begriff der auf der Curve eindeutigen algebraischen Function an. Wir 
werden verabreden, dass wir jede solche homogene, ganze, algebraische 
Verbindung 0%" Grades der 2,, 2, .+ +, 2n, Fs, eine algebraische Form 
0" Grades nennen wollen, die durch eine Form Gs dividirt eine auf’ der 
Curve eindeutige algebraische Function ergiebt. Die md Nullstellen 
einer Form [y sind also schlechtweg solche Punkte der Curve, welche 
zu irgend md Punkten Gs = 0 aiquivalent sind*). 


*) Nach der Ausdrucksweise von Dedekind und Weber im 92'= Bande 
des Journals fiir Mathematik (Theorie der algebraischen Functionen einer Ver- 
iinderlichen, 1880); Brill und Néther gebrauchen fiir denselben Begriff das 
Wort ,,corresidual’:, welches aber im Zusammenhange des Textes weniger zweck- 
missig scheint. 
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Die so gegebene allgemeine Definition ist mit den Entwickelungen 
des vorigen Paragraphen nicht im Widerspruche, aber sie erweitert 
dieselbe fiir den Fall des hyperelliptischen Gebildes. Sie lasst uns 
niimlich die Quadratwurzel /f2,+2 (2, 2.) als eine zum Gebilde gehdrige 
algebraische Form (p-+1)'*" Grades erscheinen. Bei der ebenen Curve 
f = 0 tritt eine solche Erweiterung nicht ein: die zu f = 0 gehdrigen 
[ decken sich einfach, auf Grund bekannter Siitze der analytischen 
Geometrie, mit den rationalen ganzen Formen der 2,, 2,, 2,- Bei dem 
hyperelliptischen!} Gebilde setzt sich die Gesammtheit der [ erst aus 
21, 29, Vfep42 zusammengenommen rational und ganz zusammen. 

Wir haben mit diesen letzten Bemerkungen thatsiichlich bereits 
den Begriff des vollen Formensystems beriihrt. Allgemein werde ich 
als ein zu unserer Curve gehiriges volles Formensystem jede solche Zu- 
sammenstellung zugehdriger algebraischer Formen T’,T”,... bezeichnen, 
durch deren Formen sich alle anderen zur Curve gehirigen algebraischen 
Formen rational und ganz darstellen. 

Die hiermit besprochenen Ideenbildungen finden sich in der Literatur 
von zwei Seiten her bearbeitet, von geometrischer und von arithme- 
tischer Seite. 

In ersterer Hinsicht will ich insbesondere auf die bereits oben 
genannte Arbeit von Herrn Néther verweisen, in welcher derselbe 
die Normaleurve der gm untersucht (Math. Ann. Bd. 17: Ueber die in- 
variante Darstellung algebraischer Functionen, 1880). Herr Néther 
entwickelt daselbst ein Resultat, welches fiir uns besonders wichtig ist. 
In unsere Ausdrucksweise tibersetzt besagt dasselbe, dass fiir die Normal- 
curve der g (sofern wir den hyperelliptischen Fall ausnehmen, der hier 
in der That eine Sonderstellung einnimmt) die 9,, 9, ...-, Pp selbst 
ein volles Formensystem bilden. 

In letzterer Hinsicht habe ich auf die gerade genannte Arbeit der 
Herren Dedekind und Weber, sowie auf die im 91' Bande des 
Journ. fiir Mathematik veréffentlichte Abhandlung von Hrn. Kronecker 
zu verweisen (Ueber die Discriminante algebraischer Functionen einer 
Variabelen, 1881). Es seien «,, 8, zwei lineare Formen der z, welche 
fiir keinen Punkt unserer Curve gemeinsam verscbwinden. Wir setzen: 

«,:p, = 2=2,:2, 
(projiciren also unsere Curve m'** Ordnung durch das Biischel linearer 
Mannigfaltigkeiten 
a,—x-p,=0 


auf die z-Axe, wodurch letztere m-fach iiberdeckt wird). Ist nun eine 


. '.. ae ‘ , 
Form [y vorgelegt, so wird 5 eine auf unserem Gebilde eindeutige 
Xv 


algebraische Function sein, welche nur bei = oo unendlich wird. 
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Dies ist aber gerade, was die genannten Herren schlechtweg als eine 
zum Gebilde gehérige ganze algebraische Function bezeichnen. Ist 
umgekehrt eine solche ganze algebraische Function gegeben, die bei 

= oo héchstens é-fach unendlich wird, so wird ihr Product mit 
x,’ eine Form [yy vorstellen. ,,Ganze algebraische Funct‘onen“ und 
» algebraische Formen“ stehen einander also sehr nahe; der Unter- 
schied liegt in der Hauptsache darin, dass wir homogene Ver%uderliche 
einfiihren und uns dadurch von der dem Wesen der Sache fremden 
Bevorzugung des Werthes «= oo freimachen. In der That kénnen 
wir denn auch den genannten Arbeiten ein fiir uns wichtiges Resultat 
entnehmen, Es wird dort niimlich gezeigt, dass man allemal ein 
System von (m—1) ganzen Functionen 


a Se 


so aussuchen kann, dass jede andere ganze Function sich in der Form 
darstellen liisst : 


g + I Ff, + nF, + pietin + Gn—1 Fn-1; 
unter den g rationale ganze Functionen von x verstanden. Das heisst, 
in unsere Sprache tibertragen, dass allemal (m— 1) algebraische Formen 
Gas Vass «cates 

mit #,, #, zusammen ein volles Formensystem bilden, durch welches 
sich alle anderen algebraischen Formen besonders einfach ausdriicken 
lassen. Im hyperelliptischen Falle ist dieses Formensystem von dem 
bei uns benutzten nicht verschieden, im Falle der ebenen Curve aber, 
wie in dem der Normalcurve der gq, diirfte es fiir die Anwendung 
complicirter sein als das von uns angegebene System der 2,, x, 25, 
beziehungsweise der ,, 2, +--+) Pp- 

Ich gebe diese Erliiuterungen iiber volle Formensysteme iibrigens 
wesentlich nur zur allgemeinen Orientirung. Ich werde die folgende 
Darstellung so wiihlen, dass ich betreffs derselben keinerlei allgemeine 
Kenntniss voraussetze; vielmehr dienen mir die vollen Systeme nur 
zur Exemplicificirung in einzelnen Fallen. 


§ 8. 
Kanonische Curven. 


Die Entwickelungen des vorigen Paragraphen und die anderen, 
von denen wir in §§ 2, 5 ausgingen, widersprechen einander gewisser- 
massen: damals definirten wir Formen auf dem algebraischen Gebilde 
ganz allgemein von den @ aus, jetzt kniipfen wir zu demselben Zwecke 
an eine bestimmte Art algebraischer Darstellung des Gebildes an, 
indem wir uns dasselbe als Curve m'* Ordnung im Raume von (n—1) 
Dimensionen gelegen denken. Die zweierlei Festsetzungen stimmen 
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nur in einem einzigen Falle itiberein, wenn nimlich die C,, mit der 
Normaleurve der @ identisch ist (wobei wir dann noch, um den 
dther’schen Satz anwenden zu kénunen, den hyperelliptischen Fall 
bei Seite lassen miissen). Inzwischen zeigen die beiden Beispiele des 
§ 6, dass doch auch noch auf andere Weise eine Vertriiglichkeit der 
zweierlei Auffassungen herbeigefiihrt werden kann. Beim hyper- 
elliptischen Gebilde sind die linearen Verbindungen der gm mit den 
Verbindungen (p—1)'" Grades der z,, 2, bei den ebenen Curven m' 
Ordnung, die wir betrachteten, mit den Verbindungen (m — 3)!" 
Grades der z,, 2,, 2, identisch; dadurch wird erreicht, dass alle ratio- 
nalen ganzen homogenen Verbindungen der ,, Qo, +++, Pp im den 
beiden Féillen algebraische Formen auch im Sinne des § 7 sind. Ich 
werde alle Curven, bei denen etwas Aehnliches Statt hat, kanonische 
Curven nennen. 

Kanonische Curven sind also unter den in § 7 betrachteten Curven 
solche, bei denen die @,, Qo, --+; Pp algebraische Formen, sagen wir 
vom d' Grade, der 2,, 2, +--+, én sind, Es ist dies auf Grund be- 
kanuter Aequivalenzbetrachtungen dasselbe, als wenn wir sagten, dass 
die Gesammtheit der linearen Verbindungen der g mit der Gesammt- 
heit der algebraischen Formen d'*" Grades der z identisch ist. 

Auf Grund dieser Definition ergeben sich sofort zwei Eigenschaften, 
welche fiir die kanonischen Curven charakteristisch sind. 

Erstlich beachte man, dass eine » in 2p— 2 Punkten verschwindet; 
es ist daher 
(55) 2p —2=—=md; 
die Ordnung m der kanonischen Curve ist ein Theiler von 2p — 2. 

Zweitens seien «,, B, irgend zwei lineare Formen der z,,..., Zn, 
welche fiir keinen Punkt der kanonischen Curve gemeinsam verscliwin- 
den. Der Differentialausdruck 
(56) «Ba: — B:Gas 
verschwindet dann in 

2m + 2p — 2 = m(d+ 2) 
Punkten der Curve. Ich sage, dass diese m(d+2) Punkte die Null- 
stellen einer algebraischen Form Ta,2 sind. In der That, sei voriiber- 
gehend dW dasjenige iiberall endliche Differential, welches durch die 
Gleichung: 
dW = B.-da 
definirt ist. Der Differentialquotient 


—a(@):aw 


ist dann eine auf der Curve eindeutige algebraische Function, welche 
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in den genannten m(d-+2) Punkten verschwindet. Aber die Unend- 
lichkeitspunkte dieser Function liegen (d+ 2)-fach zihlend in den 
Punkten B, =; sie sind also die Nullstellen einer Ga;2(z) [um diese 
im vorigen Paragraphen gelegentlich gebrauchte Bezeichnung wieder 
aufzunehmen]. Daher sind die Nullstellen der Function nach der 
Definition der [ durch das Verschwinden einer [a2 gegeben. Wir 
kénnten geradezu schreiben: 
a, 
—d ( a ) 


(57) Pape(e, > ++ Sn) = —s yr Btt?, 
Fiir d@ ergiebt sich dann der Ausdruck 


(@.6a,— sas) ss 
Tape (41-+-#p) 

Die beiden hiermit genannten Eigenschaften der kanonischen 
Curven, die in der Formel (58) zusammengefasst erscheinen, sind, wie 
gesagt, fiir die kanonischen Curven charakteristisch, Denn sobald man 
fiir d@ die Formel (58) hat, werden die Integrale 


(59) fre (2,...&n)-da 


iiberall endliche Integrale vorstellen, die Formen [4 sind also lineare 
Verbindungen der gm und die Gesammtheit der [z deckt sich, wieder 
vermége der bekannten Aequivalenzbetrachtungen, mit der Gesammt- 
heit der linearen Verbindungen der gy. — , 

Wir haben bei den letzten Erliuterungen (indem wir von den 
handelten) p selbstverstindlich > 1 genommen. Unser letzter Satz 
gestattet uns, die Definition der kanonischen Curven auch auf die 
Fille p= 0 und p=1 auszudehnen. Wir werden, bei beliebigem p, 
eine Curve kanonisch nennen, wenn das zugehdrige da durch eine 
Formel vom Typus (58) gegeben ist. 

Dies giebt fiir p= 1 ein besonders einfaches Resultat. In der 
That kénnen wir die Formeln (57), (58) sofort fiir p = 1 gelten lassen, 
indem wir in denselben d =O nehmen und d W mit dem einen in 
diesem Falle vorhandenen Differential erster Gattung identificiren. 
Wir haben also: Sdimmlliche Curven des § 7, die p= 1 aufweisen, 
sind kanonische Curven. 

Fiir p = 0 ergeben sich als kanonische Curven: die einfach tiber- 
deckte Gerade 2, : 2,, die m-fach tiberdeckte Gerade, welche durch das 
Wurzelzeichen 


(58) da = 


0 


Va, +b, 
definirt wird, der einfache Kegelschnitt der Ebene. 
Jedenfalls liisst sich also jedes algebraische Gebilde in kanonische 
Form setzen. Vir p > 1 ist ja in allen Fallen die Normalcurve der » 
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eine kanonische Curve (auch im hyperelliptischen Falle , trotzdem dort 
der Satz vom vollen Formensystem der » nicht gilt). Um zu unter- 
suchen, ob neben ihr gegebenen Falles noch niedere kanonische Curven 
existiren, hat man nur nachzusehen, ob fiir irgend einen Theiler d 
der Zahl 2» — 2 eine Schaar iiberall (d —1)-fach beriihrender linearer 
Verbindungen der » existirt: 


(c, V9 +2 V2 ++ + en Vn) 5 
ist dies der Fall — und es muss sich jeweils mit algebraischen Mitteln 
entscheiden lassen — so hat man vermdge der Formeln: 

d d,— a,;— 

tea Y1> By = V' Po) ++ +) &n=V Pn 
eine kanonische Darstellung des algebraischen Gebildes im Raume 
der z. Es miisste interessant sein, fiir beliebige Werthe des p alle 
Méglichkeiten aufzuziihlen, welche in dieser Hinsicht existiren, 

Die kanonischen Curven sind nun diejenige Darstellung der alge- 
braischen Gebilde, die wir im Folgenden ausschliesslich zu Grunde 
legen*). In der That zeigt sich, dass sich fiir sie die Verhiltnisse 
immer am einfachsten gestalten. Ich werde in dieser Hinsicht jetzt 
zunichst entwickeln, dass sich die Formeln des § 6 fast ohne Aenderung 
auf beliebige kanonische Curven iibertragen. 


§ 9. 
Grundformeln der kanonischen Darstellung. 


Ich werde die in Betracht kommenden Formeln in derselben Reihen- 
folge geben, wie in § 6, so dass fortwihrender Vergleich méglich ist. 
Zuniichst noch eine genauere Festlegung der unter (58) gegebenen 
Formel fiir dw. Indem wir die in (58) vorkommenden willkiirlichen 
Constanten a, 6 in geeigneter Weise particularisiren, erhalten wir 
specielle Formeln: 
2,d2, — & dé; 
do = —_—__—_, 
ryt (44°** Sq) 


wo i, k irgend zwei verschiedene der Indices 1... sind; indem wir 


*) Entsprechend dem Umstande, dass wir mit der Riemann’schen Theorie 
beginnen, gelten im Texte die gm und die aus ihnen herzustellenden Ausdriicke 
von vornherein als bekannt; es bleibt also die Frage durchaus unberiihrt, wie 
wir dieselben herzustellen haben, wenn uns das algebraische Gebilde irgendwie 
durch Gleichungen definirt vorliegt. Ich will aber doch ausdriicklich darauf hinweisen, 
dass diese Frage lingst von anderer Seite erledigt ist (so dass also, theoretisch 
zu reden, wirklich die Méglichkeit vorliegt, von dem irgendwie algebraisch ge- 
gebenen Gebilde bis zu jeder zulissigen kanonischen Darstellung desselben vor- 
zudringen). Man vergl. z. B. Néther in Bd. 23 der Annalen (Rationale Aus- 
fiihrung der Operationen in der Theorie der algebraischen Functionen, 1883). 
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sodann die einzelnen der so gewonnenen Formeln im Zihler und Nenner 
mit («;8, — Bo.) = (@B);, multipliciren und die simmtlichen so ent- 
stehenden Ausdriicke vereinigen, kommt: 


(a, Bas es B, &a;) 
do = —-_——__—_ = , 
= (@B);, Pate (4 o- Ba) 
womit die Abhiingigkeit des in (58) auftretenden Nenners [z,2 von den 


Constanten a, 6 klargelegt ist. Wir wollen diese Formel abkiirzender 
Weise so schreiben: 


(60) do athe ae 


Wir wenden uns zur Definition der g und der Integrale erster 
Gattung. Dieselbe ist bereits in (59) enthalten: die linearen Ver- 
bindungen der  decken sich mit den algebraischen Formen (a(#,..-#n); 
unter den Formen Tq giebt es genau p linear unabhiingige. 

Sei ferner PZ? ein Integral dritter Gattung. Wir bilden uns 

__ oP 

00,0a; ’ 
multipliciren mit (@,8:— B,@:)*, wo die a, B willkiirliche Gréssen 
sind, die iibrigens mit den unter (60) benutzten durchaus nicht identisch 
zu sein brauchen, und erhalten einen Ausdruck 

¥ (x, &; @B), 

der sich linear aus den Verbindungen zweiten Grades der Determinanten 
(@B);, zusammensetzt, Dieser Ausdruck erweist sich in den 2,...%n, 
wie in den &,...&,, als algebraische Form (d+2)'" Grades, ver- 
schwindet doppelt, wenn a, — B,a; =O ist ohne dass x mit § 
zusammenfallt, und geht fiir == in das Quadrat von Fa42(2,..-%n, «B) 
iiber. Wir schliessen, dass es jedenfalls méglich sein muss,’ bei der 
vorgelegten C,, Formen Y dieser Art zu bilden. Das Integral P 
erscheint dann in der Form 


xy ¥(z, €; «B) 
(61) Pi; = [ [do.do, : (a,6; — Baz)?" 
yy 

Umgekehrt wird jedes Y, welches die angegebenen Eigenschaften 
besitzt, in (61) eingesetzt ein Integral dritter Gattung definiren. Wir 
schliessen, dass der Ausdruck ¥ durch die von uns angegebenen Eigen- 
schaften soweit definirt ist, wie das Integral dritter Gattung selbst: 
aus einem speciellen Werthe des ¥ werden wir den allgemzinen erhalten, 
indem wir den mit willkiirlichen c;, ausgestatteten Ausdruck 


(62) (:Bp—B. a2)? - "ein pile) ge (€) 


hinzuaddiren. 
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Wir ziehen jetzt die Definition (32) der Primform in Betracht. 
Wieder kénnen wir den daselbst angedeuteten Grenziibergang mit 
Hiilfe des Abel’schen Theorems ausfiihren, indem wir diejenigen Stellen 

Pe eee ae 
beziehungsweise 
y', y”, — y=! 
unserer kanonischen Curve einfiihren, welche die Gleichungen 
t,B, — Bra,=O0, bez. a, Bp, — pya, =O 


befriedigen, ohne doch mit 2, bez. y ideutisch zu sein. Wir erhalten: 


1 i yi 
(63) Qa, y) = ay Poty _ 8 Pay" 
; Vlape(@, a8) - FapelY, «B) 


Uebrigens bemerken wir: Q(x, y) ist in den Coordinaten des Punktes 
" d 
a, bea. y vom Grade ——>- 
Wir beschiiftigen uns endlich mit der Mittelform w(x). Zu ihrer 
Definition werden wir selbstverstindlich nicht eine lineare Verbindung 
der g, sondern eine solche der # heranziehen. Wir gewinnen dadurch 


die m'* Potenz von u(x) in der Form: 


[2 e) 


(64) a ()" = C,2, + Oya, +--+ C,a, ; 


Wir sehen: w(x) ist in den Coordinaten x vom Grade — P . 


Hiermit sind in der That die Formeln des § 6 auf den Fall einer 
beliebigen kanonischen Curve iibertragen, abgesehen allerdings von 
einem einzigen Punkte: wir haben in (61), (62) die zur kanonischen 
Curve gehérigen Integrale dritter Gattung nur im Allgemeinen definirt, 
wihrend wir in § 6 fiir jeden der beiden dort in Betracht kommenden 
Fille ein ganz bestimmtes Integral dritter Gattung, das wir Q nannten, 
als das einfachste von allen festgelegt hatten. Ich bin einstweilen 
nicht in der Lage, die Theorie dieses Q auf beliebige kanonische 
Curven zu tibertragen. In § 26 unten wird fiir ebene Curven ohue 
Doppelpunkt die Eigenart des Q noch niiher erliiutert; es handelt sich 
dabei aber um solche Betrachtungen, bei denen die Constanten der 
Riemann’schen Fliche (die Moduln derselben) als veriinderlich gelten, 
und diese Betrachtungen entziehen sich zur Zeit, wie schon in der 
Einleitung angedeutet, der Verallgemeinerung. 
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§ 10. 
Von den Liésungen des Umkehrproblems. 


Wir werden jetzt das Umkehrproblem der Integrale erster Gattung 
einfiihren, bez. diejenigen auf seine Lésungen beziiglichen Siitze kurz 
zusammenstellen, die sogleich gebraucht werden. Die allgemeinste 
Formulirung des Umkehrproblems ist jedenfalls die, dass wir fiir 
a= 1,2,...,p die Gleichungen anschreiben 
(65) wey + wry 4. + wes oe W,, . 
wo v irgend welche Zahl, und nun verlangen, den aus den Werthen 
der W, folgenden algebraischen Zusammenhang zwischen den 2’,...”, 
y',.++,y” anzugeben. Inzwischen wollen wir diese Fragestellung hier 
gleich so particularisiren, dass wir die y als gegebene Gréssen und 
nur die 2 als veriinderlich, bez. als unbekannt betrachten. Wir haben 
dann jedenfalls den Satz: 

Ist x’, u",..., a” wrgend eine Lisung der Gleichungen (65), so ist 
auch jedes zw den x’, x”,..., x” im Sinne des §7 dquivalente Punkt- 
system eine Lisung. 

Aber diesen Satz kénnen wir unmittelbar umkehren. Sind 2’,...,2” 
und Z,..., 2” zwei Lésungssysteme derselben Gleichungen (65), so 
erweist sich der Primformenquotient: 

Q(a2’) -++ Q(xx") 

Q(aa)-+-Q(ea”) 
als algebraische, auf unserer Curve eindeutige Function von 2 Wir 
schliessen : 

Je zwei Liswngssysteme x’, ..., a” und Z',..., % von (65) sind 
dquivalent. 

Hiernach gestattet der Riemann-Roch’sche Satz, unter der Voraus- 
setzung, dass iiberhaupt ein Lésungssystem der Gleichungen (65) existire, 
die Zahl dieser Lésungen anzugeben. Wir formuliren das Resultat mit 
den Worten: 

Ist t die Zahl der linear unabhiingigen gy, die in den Punkten 
“%,..., 2” irgend eines Lisungssystems der Gleichungen (65) verschwin- 
den, so ist die Zahl der tiberhaupt vorhandenen Li:ungen co”-?+*, 

Wir sind so zu der fundamentalen Frage gefiihrt, ob das Gleichungs- 
system (65) iiberhaupt Lésungen hat. Fiir v <p verlangt dies jeden- 
falls Bedingungen zwichen den W, und diesen kénnen wir hier nicht 
nachgehen, da sie sich erst mit Hilfe der hier noch als unbekannt 
geltenden Thetafunctionen formuliren lassen. Dagegen haben wir 
ohne Weiteres: 

Fiir v>p hat die Problemstellung (65) sicher Lisungen. 
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Allerdings leitet man auch diesen Satz, nach dem Vorgange von 
Riemann, vielfach erst aus der Theorie der Thetafunctionen ab. Dem 
gegeniiber ist es mit Riicksicht auf den Inhalt der folgenden Para- 
graphen wesentlich, hier ausdriicklich zu constatiren, dass man zu 
diesem Zwecke der Theorie der Thetafunctionen keineswegs bedarf. 
Hr. Weierstrass hat in der That seit lange einen ganz elementaren 
Beweis des in Rede stehenden Satzes gegeben. Derselbe lisst sich mit 
wenigen Worten skizziren. Man beginnt damit, fiir die W hinreichend 
kleine Gréssen zu setzen, welche (W) heissen sollen. Liisst man dann 
v —p der zugehérigen Punkte x mit den correspondirenden Punkten y 
zusammenfallen, so kann man die symmetrischen Fanctionen der 
Coordinaten der iibrigen x nach Potenzen der (W) in convergente 
Reihen entwickeln. Damit ist fiir die (W) die Existenz eines ersten 
Liésungssystems sicher gestellt. Hierauf gestattet das Abel’sche Theorem, 
fiir Gréssen W = n(W), wo n irgend eine ganze Zahl, ein Lésungs- 
system aus dem fiir die (W) gefundenen algebraisch zu construiren. 
Aber die so definirten W sind an sich die allgemeinsten, die es giebt. 
In der That, wenn irgend welche W vorgelegt sind, so kann man n 


immer so gross nehmen, dass die Gréssen = zu den bereits behan- 
delten (W) gehéren. Daher u. s. w. 

Dies ist Alles, was wir von der Theorie des Umkehrproblems in 
den folgenden Paragraphen brauchen werden, 


§ 11. 
Wurzelformen bei kanonischen Curven. 


Wir denken uns jetzt wieder eine kanonische Curve m'*" Ordnung 
des Raumes der 2, : #.: +++: Zn gegeben. 

Eine zu derselben gehérige algebraische Form irgend welchen 
Grades [y kann so beschaffen sein, dass ihre md Nullpunkte, unter 
uw einen Theiler von md verstanden, zu je w zusammenfallen. Wir 
nennen sie dann eine Beriihrungsform uw‘ Stufe, die we Wurzel aber 

V0 
eine Wurzelform der wu Stufe. 

Ueber die Mannigfaltigkeit solcher zu einer gegebenen C,,, gehoriger 
Wurzelformen geben die KEutwickelungen des vorigen Paragraphen eine 
Reihe von tibrigens wohlbekannten Siitzen, von denen hier einige in 
knapper Form zusammengestellt werden sollen. 

Mit a’, a”,..., a” seien voriibergehend die m auf unserer Curve 
gelegenen Verschwindungspunkte einer Linearform a,, mit ¢ ein fest- 
gewiahlter, willkiirlicher Punkt der Curve bezeichnet. Wir setzen, fiir 
@anl,2,..., pi 
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(66, tote wot fe... te yee me Cy. 


Ks seien ferner z’, x”,..., 2” die Verschwindungspunkte einer Wurzel- 


form Vs, also wy = md. Dann hat man, wie auch die Integrations- 


wege gewihlt werden mégen, modulo der Perioden erster Gattung 
folgende Congruenzen: 


u (we ¢ + w2"¢ + ee x - 102” ¢) = OC,. 


Wir schliessen hieraus in bekannter Weise: 

. , ” y t) ’ @q 
(61) wee pegs pes fem 2g, (*), 
wo (~* irgend einen der uw?” Theilwerthe 

u 


(68) Menq,1 t Ia @a,2 ++: + hap %a,2p 

u 
bedeuten soll, die man erhiilt, indem man h,, h.,..., hep unabhiingig 
von einander die Werthe 0, 1, ..., (w—1) durchlaufen lisst. Wir 
haben also zur Bestimmung der Nullstellen 2’, z”,..., 2” die u?? Um- 
kehrprobleme (67) zu behandeln, 


Indem wir jetzt den Inhalt des vorigen Paragraphen von riickwirts 
durchlaufen, haben wir zuniichst: 


Ob es bei gegebener Curve C,, fiir v < p bei irgendwelcher Annahme 
der hy, hy, ..., hep Lisungen «x der Gleichungen (67) giebt, steht dahin; 
sicher aber giebt es solche Lisungen, und zwar bei beliebig angenom- 
menen Werthen der h,,h,,..., he», fir v>p. 

Fiir v >p erhalten wir also w*? getrennte Systeme von Wurzel- 
formen 0‘ Ordnung u'* Stufe; ob es fiir v < p derartige Systeme 
giebt und wie gross eventuel deren Zahl ist, bleibt unbestimmt. 

Indem wir jetzt unter den Gleichungen (67) eine bestimmte ins 
Auge fassen, sei t die Anzahl der linear unabhiingigen g, welche fiir 
die Punkte 2’, 2”, ..., 2 irgend eines zugehérigen Lésungssystems 
verschwinden. Wir haben dann: 

Die Zahl der Lisungssysteme unserer Gleichung ist oo’-?**; die 
Punkte jedes einzelnen Lisungssystems sind mit a’, x", ..., 2” dquivalent. 

Und hieraus: 

Unter den der einzelnen Gleichung (67) zugehirigen Wurzelformen 


a giebt es (v—p+t+1) linear unabhiingige; alle anderen Wurzel- 
formen des Systems setzen sich aus diesen mit Hiilfe belicbig zu wihlen- 
der constanter Multiplicatoren linear zusammen. 

Sind also 





7 77 “ey—piedl 
Vl3, Vla,.. +, Weer 
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unter den Wurzelformen des Systems geschickt ausgewahlt, so ist 
ti ea wl ” ' F—— 
(69) Ya eVl3 te Yls +... pet yet, 
unter den ¢ unabhiingige Constante verstanden, die allgemeinste Wurzel- 
form desselben. 
Wir betrachten jetzt Wurzelformen au'* Stufe von den Ordnungen 
0 und 0’ neben einander. Es entstehen dann gewisse Gruppirungs- 
siitze, von denen wir nur zwei herausgreifen: 
1) Ist 6 == 0° (mod. uw) und 0’ > 0, so gehirt zu jedem existiren- 
. MK , , : 
den Systeme von Wurzelformen 13 ein bestimmtes System von Wurzel- 
e Vn 
formen /Ts. 
*. os : , le — - Kee 
Man erhilt nimlich Wurzelformen //fy, indem man die //[y des 
gegebenen Systems mit beliebigen zur C,, gehdrigen algebraischen 


. é'—od ee . 
Formen vom Grade - — multiplicirt: durch die so gewonnenen 


ie , . . NG 
V/ls ist dann ein ganzes System von Wurzelformen 0’ Ordnung 
rational festgelegt. 

2) Haben 3 und 0° mit w verschiedene Factoren gemein, so haben 


die Systeme von Formen V0, die es giebt, unter sich eine ganz andere 
Gruppirung, als die Systeme von Formen Vly. 

Ist beispielsweise 6 durch w theilbar, so findet sich unter den zu- 
gehérigen Systemen des j/fj ein besonders ausgezeichuetes: das ist der 
Inbegriff der algebraischen Formen des Grades Oder ist u=y'u" 


und é durch uw’ theilbar, so finden sich unter den Systemen der j/Ty 


als ausgezeichnete Systeme die Wurzelformen ‘/T 5 . 
ke 

Es ist hier nicht der Ort, diese Gruppirungssiitze weiter zu ver- 
folgen. Auf den besonderen Fall derselben, welcher der Annahme 
m= 2p — 2, w = 2 entspricht, ist insbesondere Herr Néther wieder- 
holt eingegangen (in der schon 6fter genannten Arbeit in Bd. 17 der 
Annalen, in Bd. 28 daselbst [Zum Umkehrproblem in der Theorie der 
Abel’schen Functionen, 1886], etc.); der Fall m = 2, p=2 (wu beliebig) 
findet seine Erledigung in der in der Kinleitung genannten Abhandlung 
von Herrn Burkhardt (Systematik der hyperelliptischen Functionen). 


§ 12. 
Charakteristiken von Wurzelformen, insbesondere Primcharakteristiken. 


. ¥ . C r uy . Poe 
Die u*? verschiedenen Systeme von Wurzelformen /15, die es fiir 
v>p giebt, erscheinen vermége (67), (68) je durch ein bestimmtes 
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System der Zahlen h,,h,,..., he, festgelegt. Aber diese Zahlen haben 
an sich keine absolute Bedeutung, insofern man der in derselben Formel 


6C ' 
vorkommenden Grésse = nach Belieben die u?? verschiedenen Werthe 
ertheilen kann, welche sich aus einem einzelnen dieser Werthe durch 


Hinzufiigen eines beliebigen u-Theiles der Perioden ergeben. Ich werde 
das so ausdriicken: 


Durch die Formeln (67), (68) werden fiir die Wurzelformen VT 
keine absoluten Charakteristiken (h,, h., ...,; hep) sondern nur relative 
Charakteristiken festgelegt. 

Unter der relativen Charakteristik zweier Systeme von Waurzel- 


formen J/T3 und (4/f) verstehe ich niimlich den Inbegriff der Differenzen 
der diesen Systemen in (67), (68) entsprechenden Zablen h, (h), also 
den Zahlencomplex: 
| hy — (hy), ho — (hg), «+ +» hap — (hep) | 

(simmtliche Zahlen immer nur modulo w genommen). Wir kénnen 
fiir denselben eine selbstiindige Definition aufstellen, indem wir den 
Quotienten 

war 

(Vr) 
in Betracht ziehen. Seien 2’, 2, ..., x” diejenigen Punkte unserer 
Curve, fiir welche der Zihler, (x), (w”), ..., (a”) diejenigen Punkte, 
fiir welche der Nenner verschwindet. Dann ist unser Quotient gleich 
dem Producte von Primformen: 

Q(xa’) - Q(ax"’) - -- Q(wx”) 


Q (a (a')) - Q(a (w")) - - - Q(a(x”)) 
Von hier aus berechnet man jetzt vermége (33) die Factoren, welche 
unser Quotient erhilt, sobald der Punkt 2 auf der zerschnitten ge- 
dachten Riemann’schen Fliche beziehungsweise die Querschnitte 

, ee <a soe 8 

iiberschreitet, Wir finden, vermége der zwischen den , » herrschenden 
Bilinearrelationen , 
(70) spi p+) ; 


—s =iabtha hy +(h 
gl2p (2p), en. ce Cp) | 


i oa 

aia e 
woe=e”". In diesen Factoren liegt die in Aussicht genommene 
Definition der relativen Charakteristik zweier Systeme von Wurezelformen. 


Es giebt nun zwei besondere Fille, in denen man, unter Aufrecht- 
erhaltung der so formulirten Siitze, dem einzelnen Systeme der //To 
in zwangloser Weise eine absolute Charakteristik 


, | Ty y Igy 2 + oy heap | 
beilegen kann. 
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F. Krew. 


Der erste dieser Fille tritt ein, wenn 6 durch w theilbar ist. Es 
giebt dann, wie schon bemerkt, ein ausgezeichnetes System von Wurzel- 


formen //T;, dasjenige, welches aus den algebraischen Formen vom 
Grade - besteht. Es ist natiirlich, diesem System die Charakteristik 


|0 0...0)| zu ertheilen. Dann sind die Charakteristiken aller anderen 


Systeme damit festgelegt; wenn wir wollen, durch die Factoren 
(71) geet... 8, C8468 


? ’ 


welche der Quotient 


aE 


i) 





fe 


an den Querschnitten A, B erhilt. Wir werden die so gewonnenen 
» absoluten‘* Charakteristiken als Elementarcharakteristiken bezeichnen. 

Den Elementarcharakteristiken treten die Primcharakteristiken 
gegeniiber. Ich wiihle diesen Namen, weil bei ihrer Definition die 
Primform Q zu benutzen ist. Der Einfachheit wegen will ich fortan 
uw = 2 setzen. Dann ist der Grad ¢ derjenigen Wurzelformen, fiir 
welche es Primcharakteristiken giebt, 2¢ +d, unter @ eiue beliebige 
ganze Zahl verstanden, wihrend d = kent 


Wurzelform (29+ d)'* Ordnung zweiter Stufe 
Vo eeta 
vorgelegt, so kénnen wir aus ihr eine Function der Stelle x bilden, 


indem wir ihr den Factor Q(z, y) hinzufiigen (wo y ein beliebiger Hiilfs- 
punkt) und dann durch eine beliebige algebraische Form [o;. dividiren. 


ist. Ist niimlich eine 


Um die Primcharakteristik von /f29;¢ zu finden, bestimmen wir die 
Factoren, welche die in Rede stehende Function 
V"vqa 20 9) 
Fota 

an den 2p Querschnitten der Riemann’schen Fliiche annimmt. Indem 
wir mit h,, h., ..., hey geeignete ganze Zahlen bezeichnen, lauten 
diese Factoren: 

( 





n (way + “21) 
bei A,: (1h. oD —e ss, 


(72) bei A,: (—1)'»+. ey 2 (02! + >) 








| >: (wz¥ 4 “s,!r ) 
| bei B,: (- 1)" wl a, 2p, ; 
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wo die h natiirlich nur modulo 2 bestimmt sind. Die so definirten 
hy; he, eee he» 
sind die Primcharakteristik der Wurzelform Vl21a- In der That ist 


sofort zu sehen, dass die so gegebene Definition der Charakteristiken 
mit der aus (67), (68) fliessenden vertriiglich ist. Bilden wir nimlich 


fiir zwei Wurzelformen /T2o:¢ aus verschiedenen Systemen — sie 
mogen Veseras (Y Te o4a) heissen — nach der neuen Regel die Prim- 
charakteristiken h und (h), so wird deren Quotient 

eis 

(V Te+a) 


an den A, B die Factoren annehmen: 
hen 1)? (“p+4) | bite 1) Pt2— pts) aue'fes 1)'?~ (2), 


was mit Formel (70) genau iibereinstimmt. 
Uebrigens werden wir, um uns der gewdhnlichen Bezeichnung 
anzuschliessen, fiir 
Ry, hey - +» Ry, Raptr, ~~ ay 
in der Folge vielfach 


(73) Ri, Rey +. > Ppp Dip >> Gp 


schreiben. In der That gehen die Charakteristiken, welche wir defi- 
nirten, in dem besonderen Falle u»—2, d=1, d. h. im Falle der 
Wurzelformen zweiter Stufe bei zu Grunde gelegter Normalcurve der 
gy, in die sonst gebrauchten Charakteristiken tiber; die Primcharakte- 
ristiken beziehen sich dann auf die Wurzelformen ungerader Ordnung, 
die Elementarcharakteristiken auf die Formen gerader Ordnung. Die 
Primcharakteristiken werden also das, was man eigentliche Charakte- 
ristiken, die Elementarcharakteristiken das, was man Gruppencharak- 
teristiken za benennen pflegt. Ich habe mich diesen letzteren Be- 
nennungen schon darum nicht anschliessen mégen, weil ich fiir das 
Wort ,,Gruppe“ durchweg die specifische, auf Galois zuriickgehende 
Bedeutung aufrecht erhalten will. 

Uebrigens méchte ich vorgreifend hier folgende Bemerkung ein- 
schalten. Die Primcharakteristiken wurden, wo sie bislang in der Lite- 
ratur auftraten, nur indirect, von der Theorie der Thetafunctionen aus, 
eingefiihrt. Aber hierbei blieb eine Unbestimmtheit bestehen. Man 
wusste sehr wohl, dass den 2°” unterschiedenen Thetafunctionen an 
der Normalcurve der gp die 2?” zu unterscheidenden Systeme von 
Wurzelformen ungerader Ordnung entsprechen, aber man war nicht 
in der Lage, die betreffende Zuordnung in’s Einzelne durchzufiihren. 
Nun wir die Primcharakteristiken direct definiren, ist diese Unbestimmt- 
3* 














(76) 
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heit beseitigt. An der kanonischen C,, wird jeder Thetafunction das- 
jenige System von Wureelformen Vl29+a entsprechen, deren Prim- 
charakteristik mit der Charakteristik der Thetafunction (deren Definition 
durch die Thetareihe selbst gegeben ist) dibereinstimmt. 

Hr. Nother hat in Bd. 28 der Annalen (I. c.) auf das ver- 
schiedene Verhalten aufmerksam gemacht, welches die an der Normal- 
eurve der g fiir « = 2 definirten Charakteristiken der beiden Arten 
gegentiber linearer Periodentransformation zeigen. Dieses Verhalten 
ist von der Auswahl der zu Grunde zu legenden kanonischen Curve 
selbstverstiindlich unabhingig. Zugleich ergiebt sich dasselbe hier, 
ohne irgendwelche Bezugnahme auf die lineare Transformation der 
Thetafunctionen, aus der Betrachtung der Factoren (71), (72) direct. 
Die Formeln selbst sind folgende. Sei die lineare Transformation der 
Perioden (ich will mich der Kiirze halber auf p= 3  beschriinken) 
durch die Formeln gegeben: 


@,° = a, @, + b,@, + ¢,@, + d, udadlians iia 
(74) a, = d,@, lide +. ee eee ‘ 
@. = . . . . . . . . *y 


Man hat dann als Umsetzung der Elementarcharakteristiken 
h, =a, h, +a,h. “i he’ +-ayh + ash; + agh,’ 
h=b, h,’ Th! h,’ is. % <4 


75 
(75) hy 


(mod. 2), 








dagegen fiir die Primcharakteristiken: 


h, =a,h,+a,h,'+a, hs +a, hy’ +a, h; +agh, +(a,a,+a,a,+a, a5) 
hy= bh, +b hy+ + + + - + (b, b,+ 6, b;+ b, by) 


h,= 


Die Folge ist, dass unter allen Elementarcharakteristiken die eine 
(00... 0) eine Sonderstellung den anderen gegeniiber einnimmt, 
wihrend sich die Primcharakteristiken in gerade und ungerade zer- 
legen, jenachdem 

hy hy + hgh; + hy hg 
gerade oder ungerade ist. 

Diese tiefgehende Unterscheidung von Elementarcharakteristiken 
und Primcharakteristiken schliesst nicht aus, dass sich beide, sobald 
das d der kanonischen Curve eine gerade Zahl ist, auf dieselben Wurzel- 
formen beziehen kénnen. Es ist dies z. B. bei den hyperelliptischen 
Gebilden eines ungeraden p der Fall. 


(mod, 2), 


ieee a 
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§ 13. 


Fundamentalformeln fiir die auf kanonische Curven bezogenen 
Thetafunctionen. 


Wir haben jetzt alle Vorbereitungen, um uns wenigstens dem 
ersten Theile desjenigen wichtigen Problems zuwenden zu kénnen, 
dessen Erledigung in der Kinleitung als der allgemeine Zielpunkt der 
gegenwartigen Abhandlung bezeichnet wurde. 

Es handelt sich um eine Fragestellung, welche von derjenigen, 
die Riemann in Nr. 25 seiner Abel’schen Functionen gibt, nur wenig 
verschieden ist. 

Wir denken uns nimlich die 2?” Thetareihen, deren einzelne 
g 
h 


+o +a 
(M+ + Ups Ty +++ Trp) = dhe >" LE, 
> —@ 


durch ihre Charakteristik | | festgelegt ist: 


(77) a 


| Ayer 





P 
wo 


(BHD GD re Ber Meee’) 
E=e a. 1 


in Functionen auf der uns gegebenen kanonischen Curve m'e Ordnung 
des Raumes von (n — 1) Dimensionen -verwandelt, indem wir die tas 
mit den gleichbenannten Perioden der zugehérigen Normalintegrale 
erster Gaitung zusammenfallen lassen, fiir die vg aber, unter v eine 
beliebige Zahl verstanden, die folgenden Integralsummen einfiihren: 


(78) Vee pee pee poh”. 
Die einfachen und fundamentalen Kigenschaften der so definirten Func- 
tionen der Stellen w’,... a”, y,...y” sollen als bekannt gelten. 
Unsere Aufgabe ist, diese neuen Functionen, sofern es médglich ist, 
durch die in dem friiheren Paragraphen bereits eingefiihrten F'unctionen 
und Formen explicit darzustellen, was darauf hinauskommen wird, sie 
aus algebraischen Ausdriicken, Primformen und Mittelformen zusammen- 
zusetzen. 

Von dieser allgemeinen Frage lassen wir hier, im ersten Ab- 
schnitte der gegenwiirtigen Abhandlung, unserem anfinglichen Plane 


.entsprechend, so viel nach, dass wir auf eine Festlegung der soge- 


nannten constanten Factoren der Thetareihen, d. h. derjenigen Factoren, 
welche nicht mehr von den w,...2”, y’,...y”", sondern nur noch 
von den Moduln des algebraischen Gebildes abhiingen, verzichten; wir 
werden also mit Formeln zufrieden sein, die noch eine unbestimmte 
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multiplicative Constante enthalten. Die Auswerthung dieser constanten 
Factoren wird dann die Hauptaufgabe unseres zweiten Abschnittes 
sein, wobei wir uns aber, wie ebenfalls schon in der Einleitung be- 
merkt, auf p = 3 beschriinken miissen. 

Leider aber sind wir nun gendthigt, auch hieriiber hinaus noch 
eine Reduction unseres Problems eintreten zu lassen. Es hat mir 
nimlich nicht gelingen wollen, fiir die allgemeinen Integralsummen 
(78) zweckmiissige Lésungen desselben zu finden. Ich sehe mich also 
genéthigt, statt der Summen (78) speciellere Integralsummen einzu- 
fiihren, die freilich noch so allgemein sind, dass man alle anderen 
Fille nach dem Abelschen Theoreme auf sie zuriickfiihren kann. Ich 
habe in dieser Hinsicht zwei verschiedene Ansiitze gemacht, die ich 
hier gleich nennen will. 


1) Um die Integralsummen (78) der ersten Art zu definiren, haben 
wir vorab jedem Punkte y unserer kanonischen Curve beziiglich der 


|g , 
Primcharakteristik | (Formel (73)) bestimmte p Punkte ¢,',cy’,...¢) 


zuzuordnen. Zu dem Zwecke betrachten wir dasjenige System von 
Wurzelformen (d + 2)'* Ordnung zweiter Stufe, welches die Prim- 


charakteristik rn besitzt. Wir wiihlen ferner irgend eine Linear- 





form «,, welche in ¢ = y verschwindet; ihre (m —-.1) sonstigen Null- 
punkte sollen y,...y™-" heissen. Dann gibt es den Umkehr- 
theoremen zufolge eine Wurzelform der gerade bezeichneten Art, 
welche in y’,... y™—» verschwindet. Ihre weiteren p Verschwindungs- 


punkte sind die hier gesuchten c,, ¢,",...c). In der That hingen die 
so definirten c, wie man nach dem Abel’schen Theoreme zeigt, nur vom y 
und der gewihlten Primcharakteristik ab, nicht aber von der speciellen, 
bei ihrer Construction benutzten Linearform «,*). 

Jetzt sind die Integralsummen v,, die wir beim einzelnen 9 | in 
erster Linie in Betracht ziehen wollen: , 


a Py Py ” xP P 
(79) ve v5" —_ Gy . — Le a Va VY; 
die x, y, x, “",... a? werden hier willkiirliche Punkte unserer Curve 
vorstellen. 


*) Die Theorie dieser Punkte Cy, — cf geht bekanntlich auf Clebsch und 


Gordan zuriick (Theorie der Abel’schen Functionen, Leipzig 1866); der dort 
gegebenen Darstellung gegeniiber bietet die des Textes zumal den Vortheil, dass 
sie vermége des Begriffs der Primcharakteristik unter den 2?” iiberhaupt vor- 


handenen Systemen von Punkten ¢ das jedesmal in Betracht kommende einzeln 
herauslést. 
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2) Wir nehmen zweitens an, die Zahl v der in (78) vorkommenden 
Hinzelintegrale sei durch m theilbar, also v= meg, es seien ferner 
die unteren Grenzpunkte y als die Nullstellen irgend einer algebraischen 
Form 9" Grades T., gewdhit. Wir wollen dies andeuten, indem wir 
schreiben : 


™m, 


2" 2" 2 @ 
(80) Va = | dv, +f dv. +.-- +f ave. 
(Fo = 0) 


Die so bestimmten vg wollen wir dann in ein beliebiges 90 als Argu- 
h 





mente substituiren. 

In den beiden hiermit bezeichneten Fallen lasst sich nun in der 
That der Werth der Thetafunction vorbehaltlich einer unbestimmt 
bleibenden multiplicativen Constanten in einfachster Weise durch ge- 
schlossene Formeln der von uns gewollten Art darstellen. Ich gebe 
hier diese Kormeln vorweg ohne Beweis an. In denselben bedeuten 
Q, uw diejenigen Primformen, bez. Mittelformen, die man erhdlt, indem 
man das bei threr Definition zu benutzende Integral dritter Gattung 
mit dem transcendent normirten Integral Tz; zusammenfallen lisst. Die 
verschiedenen neben einander stehenden Factoren Q und uw sind natiirlich 
in ihrer Vieldeutigkeit an einander gebunden, widrigenfalls man ein 
falsches Resultat erhalten wiirde; da ich auf die Einzelheiten der dies- 
beziiglichen Verhiiltnisse hier unmdglich eingehen kann, will ich vor- 
weg bemerken, dass die analogen Fragen des hyperelliptischen Falles 
mit aller Ausfiihrlichkeit in Bd. 32 der Annalen von Hrn. Burkhardt 
in seiner bereits in der Einleitung genannten Arbeit zur Discussion 
gebracht worden sind*), 

Im ersten Falle (Formel (79)) seien 9,',... 9% die Werthe, welche 
die Formen 9,,...@p, an den Stellen 2’,...#? annehmen. Dan hat 
dann folgende Formel: 





lor ---9R| oe ! 
is fif a(aiP 
Q(aa’)... 2(xx”) Pp +--+ 9, 1 
81 a, 0,tf =C. — on 
ies i 9 a (wp 2, of 
fi] [:] Q(x x*) 
1 ¢4 


, . — g 
Im zweiten Falle haben wir das zur Primcharakteristik | 4 ge- 
hdrige System von Wurzelformen zweiter Stufe (29 + d)'* Ordnung 
*) Beitriige zur Theorie der hyperelliptischen Sigmafunctionen, — Ich hiitte 


den § 22 dieser Arbeit schon oben citiren sollen, als von Weierstrass’ Beweis fiir 
die Lésbarkeit des Umkehrproblems bei » > p die Rede war. 
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in Betracht zu ziehen. Es sind hier zwei Méglichkeiten auseinander 
zu balten. Es kann sein — und es ist fiir alle @ > = nothwendig 
der Fall — dass in den Nullpunkten einer solchen Wurzelform keine 
einzige Linearverbindung der @ verschwindet. Dann setzen sich nach 


dem Riemann- Roch’schen Satze die siimmtlichen Wurzelformen des 
Systems aus me linear unabhingigen zusammen, die ich 


VM, V%, ~~. VOng 
nennen will. Es kann aber auch sein, dass in den Nullpunkten der 
einzelnen Wurzelform t linear unabhiingige Linearverbindungen der 
verschwinden. Dann ist die Zahl der linear unabhingigen WP um tr 


grosser. Bei ersterer Voraussetzung wird das der Formel (80) ent- 
sprechende 92 | (v, t) folgenden Werth haben: 
h 


Vor ... Vore| me : 
| Von. __|- Jif u(y 
| [V®me--- VOng| 3 
(82) WH (0,4) =o. tT net ; 
h . 
[i] J: Q (a! x*) 
1 ¢H 


bei letzterer Voraussetzung wird es identisch verschwinden und zwar 
t-fach verschwinden, d. h. mit seinen ersten, zweiten, ...(t — 1) 
mach den v,, V2, +--+ Up genommenen Differentialquotienten. 


Dabei bedeuten in Formel (82) die Vo, oe Vom? die Werthe, 


welche die Wurzelformen /,, ... /®ng an den Stellen 2’,... we 
annehmen. 

Man sieht: die beiden Formeln (81), (82) stehen in einem ge- 
wissen Gegensatze: bei (81) sind die Argumente v in geeigneter Weise 
(durch Vermittelung der Punkte ¢,,... ce?) von der Charakteristik 


g 
h 


Charakteristik unabhingig; bei (82) ist es genau umgekehrt. 





abhingig gemacht, dafiir ist die rechte Seite von (81) von der 


§ 14, 


Beweis der aufgestellten Formeln nebst weiteren auf sie beziiglichen 
Bemerkungen. 


Ueber den Beweis der Formeln (81), (82) werde ich hier nur 
solche Andeutungen machen, welche geeignet sind, das Bildungsgesetz 
der rechter Hand stehenden Ausdriicke verstiindlich zu machen. Dabei 
sei es der Kiirze halber gestattet, die Argumente der v als Summen 
von Integralzeichen einzufiihren. 
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Formel (81) ruht durchaus auf dem bekannten Satze, dass 


ef oe 
Y © oP 
y 


G 


y 


nur dann verschwindet, wenn entweder x mit einem der Punkte 
“v,... 2” zusammenfillt oder die 2’,... a? Nullpunkte einer und der- 
selben Linearverbindung der gm sind. Indem die rechte Seite von (81) 
einerseits die Primfactoren Q(#z’),...Q(#x”), andererseits die Deter- 
minante 2 + ,'...@? enthilt, verschwindet sie in den angegebenen 
Fallen jedenfalls auch. Aber die genannte Determinante ist auch Null, 
wenn es die Thetafunction keineswegs ist, wenn niimlich irgend zwei 
der Punkte 2’, 2’, ...2” zusammenfallen. Dies nun wird gerade 
durch das der Determinante als Nenner beigefiigte Product von Prim- 
formen Q(a*a*) compensirt. Man beachte sodann, dass die Thetareihe 
eine Junction der Stellen wv, w,...x” ist, d. h. von den homogenen 
Coordinaten dieser Stellen im nullten Grade abhiingt. Um das Gleiche 
auf der rechten Seite unserer Gleichung zu erzielen, eben dazu dienen 
die verschiedenen daselbst im Zihler und Nenner als Factoren bei- 
gesetzien Mittelformen. 

In ganz ihnlicher Weise kénnen wir uns jetzt von dem Aufbau 
der Formel (82) und den zugehérigen Bemerkungen iiber den Fall 
t > 0 Rechenschaft geben. Soll die in (82) betrachtete Thetafunction 
verschwinden , so wird man nach dem gerade benutzten Satze schreiben 
diirfen, unter 2’, ...2?—! irgendwelche (py — 1) Punkte unserer Curve 
verstanden : 


Lhe -sf--f-[---fg 





1 
y 


Wir fihren se solche (m—1) Punkte y’,... yy in die Be- 
trachtung ein, welche mit y durch eine lineare Gleichung «, = 0 
verbunden sind, und die also mit den cy,...¢? zusammen die Ver- 
schwindungspunkte einer Wurzelform zweiter Stufe der Ordnung 
2-+d) sind. Indem wir dann vorstehende Gleichung so schreiben: 


y\ m—1) 


: + frfe fed fs f+. +f =0, 


“(m—1) 
y 





testi wir, dass unsere Thetafunction (82) dann und nur dann 
verschwindet, wenn die Punkte x’, ...«a™@ zusammen mit irgend (p—1) 
belicbig anzunehmenden Punkten 2, ... 2?- die Nullstellen einer cur 
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gehirigen Wurzelform zweiter Stufe der (2 @-+- dj" 





Primcharakteristik . 


Ordnung sind. Dies ist aber, wenn t > 0, immer der Fall, daher 
unser Satz von dem identischen Verschwinden, Andererseits wird im 
Falle t = 0 die rechte Seite von (82) dem so formulirten Satze genau 


entsprechen. Denn wenn die Determinante za +79, --- Vong 


iiberfliissiger Weise auch dann verschwindet, wenn irgend zwei der 
Stellen w’,...a”¢€ zusammenfallen, so wird dies wieder durch das dem 
Nenner zugefiigte Primformproduct compensirt. Die Mittelformen aber, 
welche als Factoren beigesetzt sind, haben wieder den Zweck, den Grad 
des auf der rechten Seite stehenden Ausdrucks in den homogenen 
Coordinaten der einzelnen Stelle 2’,...2”¢ auf Null herabzudriicken. — 

Ich fiige nun noch einige Bemerkungen hinzu, welche bestimmt 
sind, die Formeln (81), (82) mit anderweitig bekannten Resultaten 
in Verbindung zu setzen. 

Die in (81), (82) auftretenden Formen Q und w waren, wie wir 
ausdriicklich hervorhoben, unter Zugrundelegung des Integrales dritter 
Gattung TT#? gebildet. Setzen wir an seine Stelle nach (8) irgend 
ein P: 

fy = TE + Zap va” v5, 


so wird sich die linke Seite (81), (82) in die allgemeine Thetafunction 


i 
a * fap "a B 
€ »B) (v, 2) 
1A | 


verwandeln, die wir natiirlich, der in unseren Formeln vorkommenden 
unbestimmten Constanten C entsprechend, auch noch mit irgend einem 
constanten Factor multiplicirt denken kénnen. Nun sind die Sigma- 
functionen des hyperelliptischen Gebildes, die ich in den Banden 27, 
32 dieser Annalen behandelte, in die hiermit bezeichneten Functionen 
mit eingeschlossen; bei ihnen ist das Integral dritter Gattung P durch 
das unter (45) genannte Normalintegral Q ersetzt. In der That wird 
fir m=2 nach Einfiihrung des Q unsere Formel (82) mit der in 
Bd, 32 pag. 368 unter (53) gegebenen Definition der hyperelliptischen 
Sigmafunction ohne Weiteres identisch. Man hat sich nur vor Augen 
zu halten, dass die dort betrachteten Integralsummen 


grog 


vermége der Kigenart der hyperelliptischen Gebilde auch so geschrieben 
werden kénnen: 
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f+---4 Fated 
y= 0 
dass beim hyperelliptischen Gebilde die Mittelform w(a#) der einfachen 
Definition (47) unterliegt, und dass man beim hyperelliptischen Gebilde 
die siimmtlichen Wurzelformen zweiter Stufe (2v + d)'* Ordnung 
kennt, sobald man die simmtlichen Zerlegungen des fundamentalen 
fop42 in zwei Factoren @pii—ou > Yp4i+2. beherrscht; diese Wurzel- 
formen sind dann nimlich durch 





(83) Yr—14 (24) Zq) + VPppi—eu + Yv—1—u (4, Vo) « V bpts+2u 
gegeben, unter y,(x,, 7) eine beliebige rationale ganze Form A‘ 
Grades der 2,, x, verstanden. Zugleich subsumirt sich das, was l. c. 
in § 10 tiber das identische Verschwinden der hyperelliptischen Sigma 
gesagt wurde, unter die allgemeine fiir das identische Verschwinden 
der Theta im vorigen Paragraphen aufgestellte Regel. 

Wir wollen ferner jenes bekannte Umkehrtheorem zu Hiilfe nehmen, 
welches sich tiber die Siitze des § 10 hinaus in bekannter Weise aus 
dem Verschwinden der ungeraden Thetafunctionen fiir die Nullwerthe 
der Argumente ergibt. Dasselbe besagt, dass jeder ungeraden Charak- 


teristik h entsprechend mindestens eine in den » lineare Beriihrungs- 
form zweiter Stufe Pe existirt; eventuel kann es deren eine ganze 
h| 


Schaar geben*), was wir aber der Kiirze halber hier ausschliessen 
wollen. Von den p einem Punkte y vermége der Charakteristik 


: zugeordueten Punkten ¢,’,.. CP, fillt dementsprechend einer, etwa c? , 

in den Punkt y zuriick, wiihrend die tibrigen p — 1 in die Beriihrungs- 

punkte der zugehdrigen | » | riicken. Wir wollen jetzt Formel (81) 
h 





heranziehen, indem wir unter Voraussetzung eines ungeraden 


die 2’,... a? mit den so bestimmten ¢,,...c? zusammenfallen lassen. 
Wir erhalten dann nach leichter Umformung: 


@)—)( f) =0-/my =H, W- Ben 


lh 7 ja | 


Ks ist dies dieselbe Formel, welche fiir den Fall ebener Curven ohne 
Doppelpunkt Hr. Pick in Bd. 29 der Annalen aufgestellt hat (wobei 





*) Weber, Ueber gewisse in der Theorie der Abel ’schen Functionen auf- 
tretende Ausnahmfiille, Math. Ann. t. 13 (1878) 
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er sich nur das Q nicht mit dem Integral TT, sondern mit dem unter 
(52) angegebenen Q gebildet denkt, wesshalb er auch den Buchstaben 
@ durch den Buchstaben 6 ersetzt*)). Dass sich die ungeraden 


4 9 | ( | ) wie die mit geeigneten Constanten multiplicirten Quadrat- 
lal \y 

wurzeln aus 9, , | (x) - 9, 2 | (y) verhalten, ist ein bekannter Satz von 

| h| |h | 

Riemann (Ueber das Verschwinden der Thetafunctionen, 1865). 
Uebrigeus kann man, wenn man mit der Definition der Thetafunctionen 
beginnen will, (84) als Definition der Primform Q(xy) ansehen. Man 
wird mit Hiilfe derselben Q in viele Untersuchungen einfiihren kénnen, 
in denen man sich bisher mehr oder minder elegant mit Hiilfe der 
Thetafunctionen zurecht gefunden hat. 

Ueberhaupt werden wir die mannigfachen Formeln, die man fir 
die Darstellung der Quotienten verschiedener # am algebraischen Ge- 
bilde aufgestellt hat, mit Leichtigkeit aus (81), (82) ableiten. 

Aus Formel (81) schliessen wir z. B. [ich unterdriicke dabei der 
Kiirze halber linker Hand die Charakteristikenbezeichnung]: 


tf — f- £-f) 
(ff): Uf Ss) 


_) Qwe’). 268) ee ny 
log gee) aay 1 t18 Oe?) ea?) 


Hier ist nun jeder der rechter Hand stehenden Logarithmen nach (27) 
(30) ein Integral dritter Gattung Tr*é a Wir haben also die wohl- 





bekannte und vielfach benutzte Formel vor uns: 





*) Die simmtlichen Entwickelungen des Hrn. Pick finden durch die Formeln 
(81), (82) ihre naturgemiisse Erweiterung. Es ist besonders interessant, dabei 
den Siitzen tiber das identische Verschwinden der Theta nachzugehen. Wir haben 
bei der singularitiitenfreien ebenen Curve das d der Formel (82) gleich m—3 zu 
nehmen. Daher wird (worauf mich Hr. Pick gelegentlich aufmerksam machte) bei 
ungeradem m von den dort in Betracht kommenden Wurzelformen (29-+ d)'*" Ordnung 
ein seg rational; dasselbe besteht aus der Gesammtheit der rationalen Formen 


(o <= ma er Ordnung. Die zugehdrige ausgezeichnete Thetafunction ver- 


m— 3 (m — 20)?—1 


schwindet fiir @< -fach. 
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(Sf ¥) f) Lf whe f 


‘ep 


° J ff) (fet 


a §' xP EP 
=I: + Ee e 


Wir wollen ferner in (82) d=1, also m = 2p — 2 setzen und 
o=1 nehmen. Indem wir die Quotienten der den verschiedenen 
Charakteristiken j | entsprechenden Ausdriicke bilden, sehen wir, 

¢ | 
dass sich an der Normaleurve der g die @ mit den Argumenten 


ff +f 


wie (2p — 2)-gliedrige atheist aus Wurzelformen zweiter Stufe 
der dritten Ordnung verhalten, Dieses Resultat ist fiir p—3 von 
Hrn, Weber*), fiir beliebiges p von Hrv, Nother*) abgeleitet 
worden. 


Ss 





Zweiter Abschnitt. 
Specielle Theorie des Falles p = 3. 


§ 15. 
Die ebene Curve vierter Ordnung. Algebraische Moduln der ersten 
Stufe und transcendente Moduln. 


Wir wenden uns jetzt zu neuen Fragestellungen, auf deren all- 
gemeinen Charakter bereits in der Einleitung verwiesen wurde. Ks 
soll sich nicht mehr darum handeln, nach functionentheoretischen 
Grundsiitzen auf gegebener Riemann’scher Fldche zu operiren, vielmehr 
sollen fortan die Constanten der Riemann’schen Fliche (ihre Moduln) 
als Veriinderliche gelten und als solche der functionentheoretischen 
Betrachtung unterworfen werden. Hier lassen wir nun von vorne- 
herein die bereits in Aussicht genommene Beschriinkung auf den Fall 
p = 3 eintreten. Dass p = 3 einfacher ist, als der Fall der hébheren p, 
kann von vorneherein vorausgesetzt wwke, iiberdies aber ist es sehr 





*) Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin 1876. 
**) In der wiederholt genannten Arbeit in Bd. 28 der matkemat. Annalen, 
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viel zugiinglicher, weil wir gerade bei p = 3 noch eine gréssere Zahl 
von Untersuchungen anderer Mathematiker als Vorarbeiten werden 
benutzen kénnen. Die Weiterfiihrung unserer Untersuchungen fiir 
héhere p bleibt anzustreben; vielleicht dass dabei neve Hiilfsmittel 
werden herangezogen werden miissen. 

Die Normalcurve der ist fiir p = 3 (vom hyperelliptischen Falle 
abgesehen, den wir um so lieber bei Seite lassen kénnen, als er mit 
Riicksicht auf die hier vorliegende Fragestellung bereits erledigt ist) 
eine ebene Curve vierter Ordnung allgemeiner Art: 

(86) f(®,%_%3) = 0. 

Eine solche soll der Untersuchung fortan zu Grunde gelegt sein. Als 
fundamentale Moduln des algebraischen Gebildes betrachten wir conse- 
quenterweise die Coefficienten von f, sie sind uns, im Gegensatz zu 
anderen bald einzufihrenden Modulsystemen, die ,,algebraischen Moduln 
erster Stufe“*). Eine geometrische Deutung finden vermége unserer 
C, natiirlich nur die Verhiltnisse dieser Coefficienten. Die geometrische 
Auffassung, mit der wir arbeiten, wird also wieder nur solchen 
homogenen Functionen der Verinderlichen gerecht, die homogen 
nullter Dimension sind (vergl. oben § 2); dies hindert uns aber nicht, 
allgemein homogene Verbindungen derselben, d. h. Formen, in die 
analytische Untersuchung einzufiihren, Daneben haben wir uns fort- 
gesetzt vor Augen zu halten, dass es sich bei unseren Untersuchungen 
nur um soleche Eigenschaften der C, oder Constructionen an der C, 
handeln kann, welche gegeniiber projectiven Umformungen invariant 
sind. Es kommt dies darauf hinaus, dass wir fortgesetzt mit In- 
varianten, bez. Covarianten von f zu thun haben. 

Neben die hiermit festgelegten fundamentalen Moduln treten nun 
vor allen Dingen die ,,transcendenten“ Moduln. Es sind dies zuniichst 
die 3.6 Perioden 

y11 yoy - >> Me, 
(87) @o1 > Won, -. +» Dog, 
@317 @go, +++ Dy6, 
welche die iiberall endlichen Integrale 
w, -{ “,do, WwW, =f do, W, -{ x, da 
an den Querschnitten A, B der von uns gewihlten kanonischen Zer- 
schneidung besitzen**), es sind dann insbesondere die invarianten 


*) Vergl. hier und in der Folge iiberall die allerdings auf p= 2 beziig- 
lichen Erliuterungen in den von Hrn. Burkhardt publicirten ,,Grundziigen einer 
allgemeinen Systematik etc.‘‘ in Bd, 35 dieser Annalen. 

**) Zwischen den 18 Gréssen w,, bestehen bekanntlich drei linear unabhingige 
Bilinearrelationen, so dass wir 15 unabhiingige Grissen behalten, was mit der 
Zahl der Coefficienten von f genau iibereinstimmt, 
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Verbindungen derselben, d. h. die aus den @,;, gebildeten dreigliedrigen 
Determinanten. Unter den letzteren greifen wir insbesondere die 
folgende heraus 


G4, Dy Wy | 
Pi23 = | @o1 Dqq Gog |, 


@3, @go Wy 


(88) 


mit ihrer Hiilfe lassen sich die iibrigen aus den sechs Thetamoduln 
(89) 


zusammensetzen, Hier ist p,,., eine Invariante vom Grade (— 3) in 
den Coefficienten von f, die t;, aber sind absolute Invarianten. Jede 
Invariante von f verwandelt sich dementsprechend durch Multiplication 
mit einer geeigneten Potenz von p,,, in eine Function der t;,. 

Indem bei gegebener C, auf der zu ihr gehérigen Riemann’schen 
Flache unendlich viele kanonische Querschnittsysteme zur Definition 
der Perioden construirt werden kénnen, treten neben die von uns 
zuerst gewahlten o;, (87) unendlich viele andere Periodensysteme @;,, 
welche mit den @,, durch die schon oben, unter (74), angegebenen 
Formeln der linearen Transformation zusammenhiingen: 


Tits Tyo» To2y Tig> Teg. Tg 


@, = a, @, + b,@, + ¢,@, + d,a@, + e,@, + f,a,, 
@, = 4,0, +b,@,- + + + © © ee ee 


ao, = . . 7 . 7 . . . . . . . . 


? 


] 


. . . . . . . . . . . . . . 


Umgekehrt ist bekannt, dass jeder linearen Transformation der 
Perioden der Uebergang von dem urspriinglich gewiihlten Querschnitts- 
system zu irgend einem anderen Systeme kanonischer Querschnitte 
entspricht*). Sind alle so entstehenden Periodensysteme gegeniiber 
de: C, gleichberechtigt oder zerfallen dieselben in verschiedenwerthige 
lategorieen? Das ist die fundamentale Frage, tiber die wir uns vor 
allen Dingen klar werden miissen. Ich sage, dass die sédémmtlichen 
Periodensysteme in der That gleichberechtigt sind. Man kann néiimlich 
die Coefficienten von f von irgend welchen Anfangswerthen beginnend 
durch stetige Aenderung so zu ihren Anfangswerthen zuriickfiihren , dass 
dabei das irgend ciner urspriinglichen Zerschneidung der zugehdrigen 
Ltiemann’schen Fliche entsprechende Periodensystem der @ in das irgend 
einer anderen Zerschneidung der Fliiche entsprechende Periodensystem 
der ow tibergeht. 

Was den Beweis der so formulirten Behauptung angeht, so er- 
bringt man denselben wohl am einfachsten, indem man eine Ueber- 

*) Dies ist zuerst von Hrn. Thomae gezeigi worden, vergl. dessen ,,Beitrag 
zur Theorie der Abel’schen Functionen“ in Bd, 75 des Journals fiir Math. (1872). 
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legung zu Hiilfe nimmt, welche Riemann in Nr. 12 seiner Abel’schen 
Functionen entwickelt. Man interpretire die complexen Werthe irgend 
eines an der C, hinerstreckten tiberall endlichen Integrals, etwa des 
w,, in einer Ebene. Sodann bilde man die zur C, gehdrige Rie- 
mann’sche Fiche vermége w, zweimal auf diese Ebene ab, das eine 
Mal, nachdem wir sie vermége des ersten Querschnittsystems, das 
andere Mal, nachdem wir sie vermége des zweiten Querschnittsystems 
zerschnitten haben. Wir erhalten dann in der Ebene w, zwei Figuren, 
welche je aus drei iibereinander geschichteten Parallelogrammen be- 
stehen, die durch vier Verzweigungspunkte an einander geheftet sind. 
Und nun ruht der ganze hier zu erbringende Beweis darauf, dass man 
jede solche Figur in jede andere derselben Art solcherweise iiberfiihren 
kann, dass alle Zwischenlagen von Figuren der gleichen Art gebildet 
werden, d, h. selbst aus Tripeln tibereinandergelegter und durch vier 
Verzweigungspunkte verbundener Parallelogramme bestehen. Liner 
jeden solchen Figur entspricht namlich riickwiirts*) ein algebraisches 
Gebilde p= 3, d. h. eine C,; wir kénnen also der continuirlichen 
Reihenfolge der Figuren eine continuirliche Aufeinanderfolge von Curven 
vierter Ordnung entsprechend setzen: vermége dieser Reihenfolge wird 
also gleichzeitig das Periodensystem der m in das der w’ und die 
urspriingliche C, in sich selbst tibergefiihrt, was zu beweisen war. 

Es ist interessant, und ich ergreife gern die Gelegenheit, hieriiber 
einige Angaben zu machen, dass der in Rede stehende Satz keines- 
wegs mehr richtig bleibt, wenn man sich durchweg auf hyperelliptische 
Gebilde p = 3 beschriinkt: lisst man die acht Verzweigungspunkte 
einer zweibliittrigen Fliche des Geschlechtes 3 (also die Moduln eines 
hyperelliptischen Gebildes p = 3) irgendwelche Wege beschreiben, 
durch die sie, einzeln oder in ihrer Gesammtheit, zu ihren Anfangs- 
lagen zuriickgefiihrt werden, wiihrend sie eine ein fiir alle mal auf der 
Fliche angebrachte Zerschneidung vor sich her schieben, so kann man 
dadurch keineswegs jede lineare Transformation der Perioden er- 
zielen**), Vielmehr gelingt dies nur hinsichtlich derjenigen linearen 
Transformationen, die in bestimmter Weise modulo 2 zu kennzeichnen 
sind. Hierdurch zerfallen die linearen Transformationen, die es 
iiberhaupt gibt, in 36 modulo 2 unterschiedene Kategorieen. Wir 
schliessen daraus, dass es auf der hyperelliptischen Fiche des Ge- 
schlechtes 3 36 verschiedene (hinsichtlich des hyperelliptischen Gebildes 
nicht gleichberechtigte) Arten kanonischer Querschnittsysteme giebt. Auf 
meinen Wunsch hat sich Hr. H. D. Thompson im Frihjahr 1888 


*) Vergl. hierzu auch p. 149—150 meiner Arbeit in Bd. 21 der math. Annalen: 
»Neue Beitriige zur Riemann’schen Functionentheorie“ (1882). 

**) Dies bemerkt bereits Hr. Camille Jordan auf p. 364—65 seines Traité 
des substitutions (1870). 





ea ae 





— 


‘ aE 


Wr 


ron 











E 





Abel’sche Functionen. 


49 


damit beschiftigt, bei gegebener hyperelliptischer Flaiche auf der von 
derselben doppelt itiberdeckten Ebene Zeichnungen fiir zweckmissig 
gewihlte Repriisentanten eines jeden dieser 36 Fille herzustellen. 
Diese Zeichuungen werden ganz iibersichtlich; man hat in der Haupt- 
sache nur zu unterscheiden, ob in der Ebene der Zeichnung durch 
den einzelnen Querschnitt die 8 Verzweigungspunkte des hyperellip- 
tischen Gebildes in 2 + 6 oder in 4 + 4 zerlegt werden. Analytisch 
ist jede der hier unterschiedenen 36 Arten von Querschnittsystemen 
durch die Charakteristik gekennzeichnet, welche, bei Zugrundelegung 
derselben, der im vorliegenden Falle vorhandenen ausgezeichneten 
geraden Thetafunction, deren Nullwerth verschwindet, zu Theil wird: 
je nach der Wahl des Querschnittsystems kann niamlich diese Theta- 
function jede beliebige der 36 tiberhaupt vorhandenen geraden Charak- 
teristiken erhalten. 


§ 16. 
Adjunction von Wurzelformen und zugehérigen Moduln der zweiten Stufe. 


Wir fiihren jetzt neben die algebraischen Moduln erster Stufe (die 
Coefficienten von f schlechthin) algebraische Moduln zweiter Stufe ein, 
indem wir gewisse auf der C, existirende Wurzelformen und die Rela- 
tionen, durch welche dieselben mit einander verkniipft sind, in Be- 
tracht ziehen. : 

Die allgemeine Theorie der auf einer kanonischen Curve existirenden 
Wurzelformen wurde bereits in § 11 skizzirt. Wir haben derselben 
zufolge bei Wurzelformen zweiter Stufe zwischen solchen von gerader 
und ungerader Ordnung zu unterscheiden. Von jeder Art gibt es 2??, 
bei der C, also 64 Systeme. Die 64 Systeme gerader Ordnung sind 
durch Elementarcharakteristiken, die Systeme ungerader Ordnung durch 
Primeharakteristiken festzulegen (§ 12). Entsprechend dem verschieden- 
artigen Verhalten dieser Charakteristiken gegeniiber linearer Trans- 
formation (ebenda) spalten sich die 64 Systeme gerader Ordnung in 
1 + 63, die 64 Systeme ungerader Ordnung in 28 + 36. Wir lesen 
ferner aus dem soeben (§ 15) entwickelten Satze von der Gleich- 
berechtigung aller kanonischen Querschnittsysteme ab, dass die 63 
Systeme, wie die 28, und die 36, je unter sich der C, gegeniiber 
gleichberechtigt sind*). Wenn wir also in der Folge irgend eines der 
63 Systeme, oder eines der 28, bez. der 36, adjungiren, so brauchen 
wir nicht zu unterscheiden, welches wir gewihlt haben. 


*) Mit dem algebraischen Nachweise dieser Gleichberechtigung beschiiftigt 
sich neuerdings Hr. Néther in den Abhandlungen der Miinchener Academie 
(Bd. XVI1, 1889: Zur Theorie der Beriihrungscurven der ebcaen Curve vierter 
Ordnung). 


Mathematische Aunalen. XXXVI, 4 
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Ich werde den hiermit in abstracter Gestalt mitgetheilten Sitzen 
weiterhin, wo es ohne Missverstiindnisse geschehen kann, die iibliche 
geometrische Form geben. Ich werde also nicht von Beriihrungsformen 
sprechen (durch die die Wurzelformen definirt sind) sondern von 
Beriihrungscurven. Dabei sollen die typischen Reprisentanten der 
Beriihrungscurven gerader Ordnung die Beriihrungskegelschnitte sein. 
In Uebereinstimmung mit den allgemeinen Sitzen des § 11 besteht 
das eine System derselben aus den doppelt zahlenden geraden Linien 
der Ebene, ist also zweifach unendlich; die anderen 63, unter sich 
gleichberechtigten Systeme sind je einfach unendlich. Als Repriisen- 
tanten der Beriihrungscurven ungerader Ordnung werden zumeist die 
Beriihrungscurven dritter Ordnung dienen. Ibre simmtlichen 64 Systeme 
sind dreifach unendlich. Ich nenne die 28 Systeme mit ungerader 
Charakteristik Systeme der ersten Art, die 36 Systeme gerader Cha- 
rakteristik Systeme der zweiten Art. Beriihrungscurven erster Ordnung, 
d. h. Doppeltangenten, giebt es auf Grund des in § 14 beriihrten speciellen 
Umkehrtheorems nur im Falle ungerader Charakteristik. Die 28 dem- 
entsprechend zu unterscheidenden Doppeltangenten sind den 28 Systemen 
von Beriihrungscurven dritter Ordnung erster Art in der Weise einzeln 
zugeordnet, dass jedesmal die Doppeltangente zusammen mit einer 
beliebigen doppeltzihlenden Geraden der Ebene eine Curve dritter 
Ordnung des zugehérigen Systems bildet. 

Zwecks Definition geeigneter Moduln zweiter Stufe werden wir 
ausschliesslich Beriihrungcurven ungerader Ordnung betrachten. Wir 
denken uns zu dem Zwecke eines ihrer 28 oder 36 Systeme adjungirt 
und die Gleichung der Curve vierter Ordnung dementsprechend in die 
eine oder andere charakteristische Form gesetzt. Die Moduln zweiter 
Stufe, welche wir weiterhin gebrauchen, sind nichts Anderes als die in 
diesen Gleichungsformen vorkommenden Constanten. Dabei ist es viel- 
fach niitzlich, das geometrische Bild zu wechseln. Den dreifach un- 
endlich vielen Curven entsprechend, welche in dem einzelnen Systeme 
von Beriihrungscurven dritter Ordnung enthalten sind, giebt es unter 
den zugehérigen Wurzelformen zweiter Stufe vier linear unabhiingige. 
Als solche wihle ich 

V%,, V%,, V%;, VY, 
und setze nun 


(90) By 2 2_1 82%, = VO,:/%,:/O,: V9. 

Wir beziehen dadurch unsere C, auf eine Rawmcurve sechster Ordnung. 
Je nach der Art des benutzten Systems unterscheiden wir Raumcurven 
sechster Ordnung der ersten oder der zweiten Art. An dieser Curve 
sechster Ordnung werden sich dann die zuerst in der Ebene zu 
betrachtenden Constructionen in riumliche Constructionen umsetzen. 
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Algebraisch entspricht dem, dass wir von ternaren Invarianten zu 
quaterniren schreiten. 

Ich werde jetzt in dem hiermit bezeichneten Sinne die zweierlei 
Arten von Beriihrungscurven dritter Ordnung einzeln in Betracht ziehen. 


§ 17. 
Von den Beriihrungscurven dritter Ordnung erster Art. 


Sei D =O eine Doppeltangente unserer C,. Indem wir durch 
ibre Beriihrungspunkte einen Kegelschnitt Q = 0 legen, kénnen wir 
die Gleichung der C, in folgende Gestalt setzen: 

(91) Do —& =0; 

® = 0 ist dabei, wie man sofort erkennt, eine Bertihrungscurve dritter 
Ordnung des zu D gehdrigen Systems. Wir erhalten die siimmtlichen 
Beriihrungscurven des Systems, indem wir schreiben: 


(92) © + 2u,.2+uD=0, 


WO Ur = U, 2, + Ux, + Uy, und die uw beliebig. Zum Beweise geniigt 
es, (91) in die Gestalt zu setzen: 
(93) D(® + 2uzQ+ uz D) — (Q + uzD)? = 0. 
Vermige (91) ist also das ganze zu D gehérige System von Beriihrungs- 
curven dritter Ordnung rational. Daher ist (91) eine der beiden 
charakteristischen Gleichungsformen der C,, die fortan festzuhalten 
sind: Die Coefficienten von D, 2, D-sind die Moduln zweiter Stufe, 
welche, dieser Gleichungsform entsprechend, als adjungirt gelten sollen. 
Die Zahi der so eingefiihrten Moduln ist 19, entgegen der Zahl 15 
der Coefficienten von f. Die erste Frage, iiber die wir uns bei Be- 
nutzung der neuen Moduln klar zu werden haben, ist daher die, 
welche Functionen derselben iiberhaupt als Functionen der Coefficienten 
von f anzusehen sind. Es sind dies offenbar diejenigen, welche bei 
allen continuirlichen Aenderungen der D, 2, ®, die f ungeindert 
lassen, selber ungeiindert bleiben. Nun sind diese Abinderungen in 
Uebereinstimmung mit (92), (93) durch folgende Formeln gegeben: 


D —aD, 
(94) Q = Q 4 u,D, : 
o’ = o+20,2+4,D 


i ? 


wo A, u,, U, Us beliebig. Wir mégen hier insbesondere 4 unendlich 

wenig verschieden von 1 und u,, u., wu, unendlich wenig verschieden 

von Null nehmen. Indem wir ausdriicken, dass eine Function der 

Coefficienten von D, 2, ® bei den solchergestalt gewonnenen unendlich 
4° 
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kleinen Transformationen ungedindert bleibt, erhalten wir ein System 
von vier linearen partiellen Differentialgleichungen, durch welches die 
von uns gesuchten Functionen charakterisirt sind. Unter diesen Func- 
tionen werden uns insbesondere solche interessiren, welche gegeniiber 
linearen Transformationen der 2, 2, 2, Invarianteneigenschaft besitzen. 
Ich bezeichne dieselben als die, der Gleichwngsform (91) entsprechenden, 
irrationalen Invarianten, bez. Covarianten von f. 

Von (92) ausgehend haben wir jetzt folgende vier linear unab- 
hangige Wurzelformen unseres Systems 


(9%) VY%—=2VD, V%,—2,VD, ~%,=4,/D, 7%,=/9. 


Indem wir dieselben der Formel (90) entsprechend mit 2, 2, 2,2, pro- 
portional setzen, erhalten wir im Raume der ¢ eine Curve sechster 
Ordnung, fiir welche die Gleichungen bestehen: 


(96) Dé, 2,23) + O(2,2,2,) — Q(2, 2,23)? = 0, 
(97) (2, 2,23) — 2Q2(4, 2,25) + 2, + D (4, 2,25) - 27° = 0. 


Hier stellt (97) eine Flache dritter Ordnung vor, welche nur insofern 
particularisirt ist, als sie durch die vierte Ecke des Coordinatentetraeders 
der g hindurehlauft; (96) ist der Umbhiillungskegel vierter Ordnung, 
welcher sich von besagter Ecke an die Fliiche legen lisst. Indem wir 
das hierin liegende Resultat von dem speciellen bei uns benutzten 
Coordinatensystem ablésen, haben wir: Unsere Rawmcurve sechster 
Ordnung kann definirt werden als die Beriihrungscurve, welche eine 
beliebige F’, mit dem an sie von einem beliebigen ihrer Punkte aus- 
laufenden Umhiillungskegei vierter Ordnung gemein hat.*) 

Wir fragen, wie bei der so gewonnenen Raumfigur die 28 Doppel- 
tangenten der C, zur Geltung kommen. Eben diese Frage hat 
Herr Geiser in Bd. I der Mathematischen Annalen untersucht (Ueber 
die Doppeltangenten einer ebenen Curve vierten Grades, 1868). Es 
handelt sich um die 28 Doppeltangentialebenen des Kegels vierter 
Ordnung (96). Eine derselben ist von vornherein bekannt, das ist 
D (2,2.2,) = 0, die Tangentialebenc der Fliche dritter Ordnung in der 
Kegelspitze. Wie anderen werden nach Geiser durch die 27 Geraden 
der Fliche dritter Ordnung gegeben: sie fallen mit denjenigen Ebenen 
zusammen, welche die Kegelspitze bezichungsweise mit den 27 Geraden 
der F’, verbinden. Von hieraus ergeben sich Vergleichspunkte zwischen 
der Theorie der 28 Doppeltangenten und derjenigen der 27 Geraden, 
auf die wir zum Theil noch weiter unten zuriickkommen. 


*) Diese Beriihrungscarve liegt natiirlich auf einer Fliiche zweiten Grades; 
aus (96), (97) findet sich fiir dieselbe Q(2,2_23) — D (212,25) - 240. 
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Wir fiihren jetzt die z in die Formeln (94) ein und erhalten: 
2, == As,, 8 =As,, 8, = Ads, 
at a By Uy By TE Ugdy Ug zy 
= 1 i Gis ie 


Combinirt man diese Formeln mit einer beliebigen linearen Transfor- 
mation der 2, 22,, 80 hat man die allgemeinste quaterniire lineare 
Transformation der ¢2,2,2,2,. Wir schliessen daraus, dass wir die 
erwihnten irrationalen Invarianten, bez. Covarianten der C, schlecht- 
weg definiren kénnen als Invarianten, bez. Covarianten des von der 
Fliche dritter Ordnung und dem auf ihr gegebenen Projectionspunkte 
gebildeten quaterndren Systems. — 

Dies sind, was die Beriihrungscurven dritter Ordnung erster Art 
angeht, die Elemente, mit denen wir spiiter zu arbeiten haben werden. 


§ 18. 
Von den Beriihrungscurven dritter Ordnung zweiter Art. 


Unsere Kenntniss der Beriihrungscurven dritter Ordnung zweiter 
Art geht bekanntlich auf Hesse zuriick (Ueber Determinanten und 
ihre Anwendung in der Geometrie, insbesondere auf Curven 4‘ Ord- 
nung, Journal fiir Mathematik Bd. 49, 1855; Ueber Doppeltangenten 
der ebenen Curven 4'** Ordnung, ebenda). Ich reproducire sein Haupt- 
resultat zuniichst folgendermassen (indem ich durchaus in der Ebene 
operire): 
Seien = 
V%,, VP, VO, VO, 
vier linearunabhiingige Wurzelformen ¢ines Systems zweiter Art. Es 
ergiebt sich dann der Satz, dass auch die Quadrate und Producte 


dieser Formen, die wir, vermége f=0, rationalen Formen dritten 
Grades gleich setzen kénnen: 


(VY) = ¥i;5 VO, VO, = ¥y2,. 7° 
linear unabhiingig sind. Daher ist es méglich, die drei Polaren 
ef 4a of 


aus den ¥ linear zusammenzusetzen, was durch folgende Formeln ge- 
schehen mag: 


OX, Ou 


Mit den solchergestalt gewonnenen Constanten «;,, Bix, yix bilde man 
jetzt die Linearformen 


(99) Mig = Hin X, + Bin Ly + Vie Ty. 


(98) i = Lax Vix, OF a DB Vir, fE= Lyiz Vir. 
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Dann lisst sich die Gleichung der C, in Gestalt folgender symmetrischer 
Determinante schreiben: 


| 
My * rd 





(100) |= 0; 


| ? 





ie Ty, | 


die Vi, aber werden den dreigliedrigen Unterdeterminanten dieser Deter- 
minante proportional, so dass das zugchdrige System von Beriihrungs- 
curven dritier Ordnung, unter c, c, ¢, c, willkiirliche Constante verstan- 
den, durch die rationale Gleichung gegeben ist: 





| 11 My % | 
| ‘ . ° Co 

(101) i) 2s ea 
(My +t My ey 





1m G@ & @& QO} 


Hier sind nun die 30 durch (98) eingefiihrten Grossen ax, Bix, Vix 
die von uns in Betracht zu ziehenden Moduln der zweiten Stufe. Wir 
fragen uns wieder vor allen Dingen, welchen Bedingungen eine Func- 
tion der neuen Moduln geniigen muss, um eine Function der Coef- 
ficienten von f zu sein. Diese Bedingungen ergeben sich fast unmittelbar 
aus (100) und lassen sich in folgender Weise formuliren: Man denke 
sich die urspriinglich gewahlten vier Wurzelformen /®,,.., /%, 
irgendwie durch vier ihrer linearen Verbindungen, deren Determinante 
gleich Eins sein soll, ersetzt. Dann erleiden ebenfalls die zehn Gréssen 
Yi, und also, nach (98), die ox, Bix, yix (jede dieser drei Gréssenreihen 
fiir sich genommen) eine bestimmte lineare Substitution. Nur diejenigen 


*) Ich schliesse hier, weil sich in gegenwiirtiger Abhandlung keine andere 
passende Stelle findet, eine Formel fiir die auf die Curve vierter Ordnung be- 


x 
zogene unserem Beriihrungssysteme entsprechende gerade Thetafunction * o| ( J ) 
h\ ‘y 


an, — eine Formel, welches das Seitenstiick uu der unter (84) gegebenen fiir 
ungerade Thetafunctionen geltenden ist, sofern man letztere auf den Fall der 
ebenen Curve vierter Ordnung einschriinken will. Die neue Formel lautet: 


, (f Wy Day VO; (&) f(y) he DB, VP ;(@) VM (y) + qa’ 
\W )- Vesen%a OF) Glen¥agt >) 

Hier bedeutet h,h,h, irgend welchen Hiilfspunkt der Ebene und die Summation 
im Exponenten ist iiber diejenigen Punkte 2’, x’, x’, bez. y’, y”, y”” der Curve 


zu erstrecken, welche, von x und y verschieden, der Verbindungslinie des h mit x, 
bez, y angehéren. 
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Functionen der ax, Bix, yix sind Functionen der Coefficienten von f, 
welche bet den stimmtlichen solcherweise entstehenden linearen Substitu- 
tionen wngedndert bleiben. Hiernach kann man ein System von 15 
linearen partiellen Differentialgleichungen aufstellen, durch welches 
sich unsere Functionen charakterisiren lassen. — Wieder mdgen wir 
unter den so definirten Functionen solche heraussuchen, welche gegen- 
iiber linearen Transformationen der x,, x,, 2, Invarianteneigenschaft 
besitzen. Wir werden dieselben als die zur Gleichungsform (100) ge- 
hirenden irrationalen Invarianten, bez Covarianten von f bezeichnen. 

Alle diese Beziehungen werden nun um Vieles durchsichtiger, 
wenn wir der Formel (90) entsprechend, wie dies im vorliegenden 
Falle Hesse selbst bereits that, raumgeometrische Vorstellungen ein- 
fiihren, Statt (90) kénnen wir hier schreiben: 


£72 8,8,:°°-: 82 = ¥,, : Fiat: 773 Vy. 
Die Gleichungen (98) also ergeben die drei Flichen zweiten Grades: 


(102) im 04%; % =O, > Bin 2: = 0, > Vir 2%, = O; 


das Flichennetz, welches sich aus denselben zusammensetzen liisst, 
entspricht dem Netz der aus den Ausdriicken (98) zusammenzusetzen- 
den Polaren der Curve vierter Ordnung. Daher entspricht der Curve 
vierter Ordnung im Raume die Kegelspitzencurve sechster Ordnung des 
durch (102) gegebenen Fliichennetzes. Besonders einfach wird, was wir 
iiber die zu (100) gehérigen irrationalen Invarianten und Covarianten 
der C, gesagt haben. Man betrachte die gemischt terniir-quaterniire 
Form: 


(103) 2, > ein 2 Ze - tt, > Bis 2j 2 + 5 >) vis Rize. 


Es wird sich bei unseren Invarianten und Covarianten um solche von 
(103) abhdngige Ausdriicke handeln, welche bei beliebigen linearen Sub- 
stitutionen der x wie der 2 Invarianteneigenschaft besitzen, d. h. wm 
Combinanten des Flichennetzes im allgemeinsten Sinne. Beschriinken 
wir uns dabei auf gewodhnliche Invarianten oder Covarianten von /, 
so miissen wir natiirlich hinzufiigen, dass in den betreffenden Aus- 
driicken keine ¢ mehr vorkommen sollen. 

Es eriibrigt, dass wir zur Sprache bringen, wie sich die 28 Doppel- 
tangenten unserer C, an der C, darstellen. Zu dem Zwecke miissen 
wir, mit Hesse, die acht Punkte, in denen sich die Flaichen (102) 
schneiden, einzeln einfiihren. Die 28 Verbindungslinien dieser 8 Punkte 
sind in gewissem Sinne das Bild der 28 Doppeltangenten. Jede dieser 
Verbindungslinien erweist sich niimlich als eine Sekante der C,, welche 
die C, in solehen zwei Punkten trifft, die vermége (90) den Beriihrungs- 
punkten der ebenen C, mit einer ihrer Doppeltangenten entsprechen. 
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g§ 19. 


Von der Discriminante der C, und ihrer Darstellung in den 
Rationalitatsbereichen erster und zweiter Stufe. 


Eine ganz besondere Rolle spielt im Folgenden die Discriminante 
der C,, d. h. diejenige Function ihrer Coefficienten, deren Verschwin- 
den das Auftreten eines Doppelpunktes der Curve vierter Ordnung 
anzeigt. Wir miissen uns hier mit den Darstellungen beschiiftigen, 
welche dieselbe in den von uns unterschiedenen Rationalitiitsbereichen 
erster und zweiter Stufe findet. 

Im Bereiche erster Stufe ist die Discriminante definirt als die- 
jenige rationale, ganze, homogene Function 27'*" Grades der Coef- 
ficienten von /, die sich als Resultante der drei Gleichungen 

of 9g T 6 of 

Oxy ‘ OX, 7 OX; 
bei Elimination der 2, 2,2, ergiebt. Dieselbe ist eine Invariante vom 
Gewichte 36. Ich fiihre dabei gern an, dass es Herrn Gordan, einer 
brieflichen Mittheilung zufolge, neuerdings gelungen ist, die hier 
geforderte Elimination wirklich durchzufiihren, Sei f voriibergehend 
symbolisch = aj=bBie¢. So geht Hr. Gordan von der Bemerkung 
aus, dass die folgende, von uns schon oben (in der Anmerkung zu 
Formel (52)) benutzte Covariante: 


(abe Sait Ut xt ay €, 
xA+u=2 

unter x die Coordinaten eines Doppelpunktes der C, verstanden, fiir 
siimmtliche Werthe der y verschwindet. Dies giebt, indem wir die 
Coefficienten y,?, y, y.,... einzeln gleich Null setzen, sechs Gleichungen 
vierten Grades fiir die z,, 2, x,, d. h. sechs lineare Gleichungen fiir 
die 15 Glieder 4'** Dimension 2,', 2,>x,,.... Weitere 9 Gleichungen 
derselben Art erhilt man aber, wenn man eine jede der drei bereits 
bekannten Gleichungen 

of 9 of of 0 


Ox, : OX, Os 


== (0) 





der Reihe nach mit 2,, 7, x, multiplicirt. Aus den so gewonnenen 
15 Gleichungen kénnen wir jetzt die z,*, x,3a,, ... als linear vor- 
kommende Gréssen in elementarer Weise eliminiren. Das Resultat ist 
eine fiinfzehnreihige Determinante, deren erste 6 Zeilen je dritten 
Grades in den Coefficienten von f sind, wihrend die neun folgenden 
in den Coefficienten linear sind. Die Determinante ist also im Ganzen 
27's Grades in den Coefficienten von f: sie ist mit der gesuchten 
Discriminante ohne weiteres identisch, oder weicht doch nur, wenn 
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wir letztere ihrem absoluten Werthe nach bereits auf andere Weise 
definirt haben, von ihr um einen Zahlenfactor ab, der uns hier gleich- 
giiltig ist. — 

Wir wenden uns jetzt zu den beiden Rationalitiitsbereichen der 
§§ 17 und 18. 

Um mit dem ersten derselben- zu beginnen, wollen wir unsere 
Untersuchung in der Weise geometrisch einleiten, dass wir fragen, 
wie man das von der Fliiche dritter Ordnung und dem auf ihr liegen- 
den Projectionspunkte gebildete System particularisiren muss, damit 
der von dem Projectionspunkte an die Flache gehende Umhiillungskegel 
vierter Ordnung eine Doppelkante erhilt. Die Geiser’schen Betrachtungen, 
auf welche wir bereits verwiesen, ergeben in dieser Hinsicht zwei und 
nur zwei Méglichkeiten: Entweder muss die Fliche dritter Ordnung 
von der wir ausgehen, selbst einen Doppelpunkt bekommen, oder es muss 
der Projectionspunkt, den wir benutzen, auf eine der 27 Geraden der 
Fliiche riicken. Im ersteren Falle verschwindet ein Ausdruck 2, den 
wir als ,Discriminante der /’,“ benennen kénnen. Im anderen Falle 
wird Null erhalten, wenn wir in diejenige Covariante neunter Ord- 
nung der F,, deren Verschwinden auf der F, die 27 Geraden festlegt, 
die Coordinaten des Projectionspunktes eintragen. Ich will den so 
bestimmten Ausdruck mit T bezeichnen. Wir haben also fiir die 
Discriminante der Curve vierter Ordnung nothwendig eine Darstellung 
folgender Form: 


(104) Diser. = 2° TF, 


unter «, B noch zu bestimmende Multiplicitiiten verstanden*). 

Um «, 6 festzulegen, miissen wir jetzt genauer darauf eingehen, 
wie sich die Ausdriicke 2 und T aus den Coefficienten von D, Q, ® 
aufbauen. Ich will dabei jeden einzelnen Ausdruck als eine Summe von 
Gliedern anschreiben, deren einzelnes in den Coefficienten von D, Q, 
bez. homogen ist: 


l m n 
= S(D, Q, %), 


wo 1, m, m resp. den Grad des einzelnen Gliedes in den Coefficienten 
von D, 2, ® angeben sollen. Wir haben in dieser Hinsicht**): 

1) X ist in den Coefficienten unserer F, (97), deren Gleichung 
wir noch einmal hersetzen: 


© —2Q2,+ Dz? =0, 


*) Ich werde, um alle Missverstiindnisse auszuschliessen, die Discriminante 
der C, in den Formeln immer ausfiihrlich mit ,,Discr.‘’ bezeichnen. 

**) Vergl. die Angaben in Salmon’s Analytic Geometry of three dimen- 
sions, p. 503 ff. [ich citire auch weiterhin auf die vierte Auflage des Originals 
(vom Jahre 1882), die ich gerade zur Hand habe]. 
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von der 32'" Ordnung. Daher hat man fiir jedes einzelne Glied der 
= entsprechenden Summe S: 


L+m-+n= 32. 
Ferner hat 2 das Gewicht =. 3 24. Setzt man jetzt in die Glei- 
chung der F, fiir 2, 42,, wahrend 2, 2, 2, ungeindert bleiben, so 
kommt dies darauf fir ©, 2, D beziehungsweise ©, 42, 47D zu 
schreiben. Hierbei soll 2 seinem Gewicht entsprechend den Factor 
4** erhalten. Dies giebt fiir jedes Glied unseres S: 





21+ m = 24. 
Wir erhalten also fiir & folgende Darstellung: 
t 24-22 8H 
(105) Z=S(D, 2, ®). 


2) T ist der leitende Coefficient einer Covariante unserer F,, d. h. 
der Coefficient der héchsten in dieser Covariante auftretenden Potenz 
von Z,. Diese Covariante hat in den Variabeln den Grad 9, in den 
Coefficienten den Grad 11. Hiernach erhalt man ftir die in der Ent- 
wickelung von T auftretenden Glieder: 


l+mtn=11, 2l+m=—=>—* +9=15. 
Daher ist: 
t 15-22 —4+2 
(106) T=S(D, 2, %). 


3) Die Discriminante von f = Dd — Q? ergiebt als Function 


27'= Grades der Coefficienten von f eine Darstellung der folgenden 
Form: 


t 54—22 1 
(107) Discr. = S(D, Q, 9). 

Der Vergleich der Formeln (105)—(107) mit (104) ergiebt jetzt 
mit Nothwendigkeit fiir die in (104) noch unbestimmten Constanten 
a—=1, 8B =2. Wir haben also: 

Im Rationalititsbereiche zweiter Stufe der ersten Art setzt sich die 
Discriminante der C, aus den in (105), (106) néiher definirten Bestand- 
theilen &, T vermidge der Formel zusammen: 

(108) Diser. = 2 T?. 

Hierbei sind, wie man beachten mag, 2 und T allein genommen 
keineswegs Functionen der Coefficienten von f. Sie bleiben allerdings, 
vermodge ihrer quaterniiren Invarianteneigenschaft, bei denjenigen Opera- 
tionen (94) ungeiindert, welche 4 = 1 entsprechen; setzt man aber, 
um zu den allgemeinen Operationen (94) aufzusteigen, hinterher 


D=ijAD, Y=2, 0 = *, so wird J den Factor A—*, T den Factor 


At+* erhalten; erst das Product XT? ist eine Function der Coefficien- 
ten von f. — 
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Wir betrachten ferner die Raumcurven sechster Ordnung zweiter 
Art. Dabei kénnen wir uns etwas kiirzer fassen, weil das Resultat, 
um welches es sich handelt, schon anderweitig bekannt ist.*) Soll 
unsere Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt erhalten, so zeigt 
sich, dass die 8 Grundpunkte des die Raumcurve sechster Ordnung 
definirenden Netzes von Flaichen zweiter Ordnung eine von zwei be- 
sonderen Lagen annehmen miissen: es miissen entweder zwei der acht 
Punkte zusammenfallen (worauf die C, selbst einen Doppelpunkt erhilt), 
oder es miissen sich die Punkte zu vier und vier auf zwei Ebenen ver- 
theilen (es muss im Flichennetz ein Ebenenpaar vorhanden sein, worauf 
die C, in die Durchschnittskante der beiden Ebenen und eine C, zer- 
fallt). Beide Vorkommnisse werden durch das Verschwinden von In- 
varianten der ternir-quaterniren Form (103) (von Combinanten des 
Flichennetzes) ausgedriickt. Im ersteren Falle ist die betreffende 
Combinante nichts anderes als die sogenannte Tactinvariante des Netzes; 
sie ist als solche in den a, Bix, yix Je vom 16" Grade; wir wollen 
sie hier mit S bezeichnen. [m zweiten Falle haben wir eine Combi- 
nante 10'" Grades in den «@,, wie in den B;, und den y;,,; sie soll 
T genannt werden. Nun ist die Discriminante unserer C,, mit Riick- 
sicht auf die unter (100) gegebene Gleichungsform derselben, in den 
Giz, Bix,» Yix ZUSAMMEengenommen vom 108'*" Grade, also in den ax, 
wie in den #;, oder in den y,;, einzeln genommen vom Grade 36. Wir 
sprechen sofort das Resultat aus: 

Im Rationaiititsbereiche zweiter Stufe der sweiten Art hat man 
eine ganz dhnliche Zerlegung der Discriminante der C,, wie oben unter 
(108); es ist: 

(109) Discr. = ST?. 

Nur sind jetzt hier die beiden Factoren S und 7 einzelu genom- 
men bereits als Functionen der Coefficienten von f anzusehen. Denn 
hierzu ist es nach § 18 nicht nur erforderlich sondern auch hin- 
reichend, dass man es mit Combinanten des Flichennetzes zu thun hat. 
Als Function der Coefficienten von f hat S den Grad 12, 7’ den Grad 7'/,. 


§ 20. 


Ueber das Verhalten der Beriihrungscurven dritter Ordnung beim 
Auftreten eines Doppelpunktes. *) 


Wir bestitigen die Formeln (108), (109) und gewinnen zugleich 
die Grundlage fiir spiitere Folgerungen, indem wir zusehen, wie sich 

*) Vergl. Salmon l, c, p. 208 ff., insbesondere p. 213. 

**) Vergl. bei diesem und den beiden folgenden Paragraphen die demnivist 
in diesen Annalen erscheinenden ,,Untersuchungen aus dem Gebiete der hyper- 
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die einzelnen Systeme von Beriihrungscurven dritter Ordnung der C, 
verhalten, wenn die C, einen Doppelpunkt bekommt. Zu dem Zwecke 
werden wir zunichst untersuchen, welchen Einfluss die Entstehung des 
Doppelpunktes auf die Thetamoduln 1, hat, wobei uns aber gestattet 
sein wird, zwecks Definition der t.g auf der zur C, gehérigen Rie- 
mann’schen Fliche ein méglichst einfach gewihltes Schnittsystem zu 
Grunde zu legen. In der That gewinnen wir auf dem hiermit an- 
gedeuteten Wege in einfachster Weise nicht nur die in Betracht kom- 
menden Siitze iiber das Verhalten der Beriihrungscurven sondern 
zugleich die Grundlage fiir unsere spiiteren die Thetafunctionen be- 
treffenden Entwickelungen. 

Um jetzt zunichst das in Rede stehende Schnittsystem zu definiren, 
denken wir uns die Riemann’sche Fliiche aus der Curve vierter Ordnung 
durch Projection von irgend einem der Curve selbst nicht angehdérigen 
Punkte der Ebene aus abgeleitet, so dass wir eine vierblittrige Flache 
mit 12 Verzweigungspunkten vor uns haben. Da sieht man denn 
ohne Weiteres, wie das Entstehen eines Doppelpunktes der C, auf die 
Riemann’sche Fliche wirkt. Der Erfolg ist der, dass zwei auf der 
Riemann’schen Fliche durch einen Verzweigungsschnitt verbundene 
Verzweigungspunkte zusammenriicken und sich dadurch compensiren. 
Ich will die Stelle, an der sich die beiden Verzweigungspunkte ver- 
einigen, insofern sie dem einen der beiden urspriinglich verbundenen 
Blatter angehért, mit &, insofern sie dem anderen der beiden Blitter 
angehért, mit 9 bezeichnen. Durch das Zusammenriicken der beiden 
Verzweigungspunkte ist das p unserer Fliche auf Zwei herabgesunken. 
Wir werden jetzt die so erhaltene Fliche kanonisch zerschneiden, 
indem wir auf ihr nach den bekannten Regeln zwei Paare von Quer- 
schnitten: A,, B, und A,, B, herstellen, von denen indess keiner durch 
— oder » hindurchiaufen soll. Ist dies geschehen, so fiihren wir noch 
zwei Schnitte A,, B,, die folgendermassen definirt sein sollen: A, fiihrt 
vom Punkte 4, ohne den A,, B,, A,, B, irgendwie zu begegnen, zum 
Punkte §, B, umgiebt den Punkt § (oder auch 9, wenn wir es vor- 
ziehen sollten) in kleinem Kreise. Wir betrachten jetzt, was offenbar 
gestattet ist, dieses Schnittnetz A,, B,, A,, B,, A;, B, als Grenzlage 
einer eben hierdurch definirten kanonischen Zerschneidung der wrspriing- 
lichen Fliche p= 3. Hinsichtlich der so gefundenen Zerschneidung 
fiihren wir dann auf der Fliche p = 3 Normalintegrale erster Gattung 
ein, die uns bestimmte Thetamoduln tz, liefern. Dann gehen wir wieder 
zur Fliche p= 2 zuriick und sehen, was dabei aus den Integralen 
erster Gattung und den t,, wird. 


elliptischen Modulfunctionen“ von Hrn. Burkhardt. Es sind dort Ueberlegungen 
iihnlicher Art, wie die im Texte fiir p= 3 gegebenen, fiir den Fall p=2 mit 
grosser Sorgfalt durchgefiihrt. 
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Ich setze das allgemeine Schema der Formel (4) noch einmal her: 





| A, A, A;| B, B, B, 
y%,| 1 O 7 | T11 Ty Tyg 
v%| 9 1 0 | Ta, T2q Tag 
v,| 0 O a Tz, T32 Tg 


Hier andert sich nun, was die Integrale v angeht, beim Grenziiber- 
gang zur Fliche p—2 nur das, dass v, in &€ und » logarithmische 
Unstetigkeitsstellen erhilt und also in ein Integral dritter Gattung 
iibergegangen ist. In der That liefert die Ueberschreitung von A,, 
d. h. die Umkreisung von &, fiir v, den’ Schema entsprechend den 


Betrag 1; wir haben also az als das zum Punkte & gehdrige logarith- 
mische Residuum von v, anzusehen. Aver unser Schema schreibt 


gleichzeitig als Perioden von v, an A,, A, 0, 0 vor. Nehmen wir 
Beides zusammen, so werden pe in der Grenze, 


— 3i5 (Ts), 


setzen diirfen, unter (TT) ein zur Fliche p = 2 gehériges im gewohn- 
lichen Sinne transcendent normirtes Integral dritter Gattung verstan- 
den*), Dabei gehen nun, in Uebereinstimmung mit. Formel (6), 
T,3 = T;, und t,. = T,, beziehungsweise in die wohlbestimmten Groéssen 


v.57 und v,§" tiber. Anders aber das t,,. Es ergiebt sich, dass 
T,;, = tco wird. Wir wollen in der Folge schreiben: 

(110) Q33 = ef*™, 

Wir haben dann: ’ 


Erhélt die Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt, so wird fiir 
das von uns gewihlte Schnitisystem q,, zu Null. 

Wir fragen jetzt nach dem zugehérigen Verhalten der Beriihrungs- 
curven, gerader und ungerader Ordnung, die wir hier beide brauchen**). 
Wir wollen dabei, um médglichst einfache Siitze zu erhalten, dem ge- 
wohnlichen Sprachgebrauche entgegen nur solehe Curven zur Curve 
vierter Ordnung adjungirt nennen, welche eine ungerade Anzahl von 


*) Ich habe dies zum ersten Male vorgetragen, als ich im Sommer 1874 
iiber Abel’sche Functionen las. 

**) Vergl. insbesondere Brill ,,Ueber die Anwendung der hyperelliptischen 
Functionen in der Geometrie“, Journal fiir Mathematik Bd. 65 (1864), sodann die 
Erliuterungen, welche Herr Lindemann in Clebsch’s Vorlesungen iiber Geo- 
metrie auf pag, 879, 880 des Bd. I giebt. Die im Texte gegebenen Theoreme 
scheinen in ihrer vollstiindigen Form neu zu sein. 
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Malen durch den Doppelpunkt der letzteren hindurchlaufen; alle andereu 
Curven heissen nicht-adjungirt. 

Um mit den Beriihruugskegelschnitten zu beginnen, so ist deren 
Theorie besonders zuginglich, weil wir das einzelne System derselben durch 
eine Elementarcharakteristik | 4 | festlegen kénnen (§ 12). Seien a,a,a,a, 
die vier Schnittpunkte der C, mit einer geraden Linie, b,b,b,b, die 
Beriihrungspunkte eines dem System angehdrigen Kegelschnittes, 
@,@,...@, die Perioden eines beliebigen Integrals erster Gattung, 


so ist die betr. Charakteristik i. 
| a 


durch folgende Gleichung gegeben: 


ba by by by 
yy + egg + lig + 91.4 + Jos + Ja | 
Pfft 1% 2 Do 2Or NOs 3 
aq a a ay 


g 
h 








Dabei kommen von den méglichen Werthsystemen allein die 63 


000 








in Betracht, welche von | verschieden sind. — Wir schliessen 








jetzt, mit Riicksicht auf den angegebenen Werth von 1,,: 


Von den 63 Systemen von Beriihrungskegelschnitten, die bei der 
allgemeinen C, zu unterscheiden sind, erweisen sich, sobald die C, einen 
Doppelpunkt erhdlt, diejenigen 32, deren g, = 1 ist, als adjungirt, die 
anderen 31 (mit g, =) als nicht adjungirt. 

Die nahere Untersuchung zeigt ferner, dass von den Kegelschnitt- 
systemen der ersten Art immer diejenigen zwei identisch werden, deren 
Charakeristiken sich nur durch das h, unterscheiden; es giebt also bei 
der C, mit Doppelpunkt nur 16 getrennte Systeme adjungirter Be- 
riihrungskegelschnitte. 

Die Kegelschnittsysteme der anderen Art bleiben getrennt. Aber 
unter ihnen ist eines, welches unsere ganz besondere Aufmerksamkeit 
auf sich zieht. Es ist dies das System mit der Charakteristik 





00 0 
001)" 


Wahrend némlich die 30 iibrigen nicht adjungirten Kegelschnittsysteme 
allgemein zu reden aus eigentlichen Kegelschnitten bestehen (unter denen 
sich nur einzelne Linienpaare finden), so ist dieses System in das Biischel 
der doppeltzdhlenden durch den Doppelpunkt laufenden Geraden aus- 
geartet. Insbesondere vertreten bei ihm die sechs vom Doppelpunkt 
an die Curve auslaufenden Tangenten, jede dieser sechs Tangenten 
doppeltgeziahlt, die sechs Doppeltangentenpaare, welche der allgemeinen 
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Theorie zufolge unter den Kegelschnitten jedes Beriihrungssystems 
vorhanden sein sollen. 

Wir beschiftigen uns jetzt des Niheren mit den 28 Doppeltan- 
genten. Jede einzelne derselben wird uns im allgemeinen Falle durch 
eine Primcharakteristik H festgelegt, die ungerade ist, d. h. fiir die 
hy + Goh + G3hy =1 (mod. 2). Erhilt jetzt die C, einen Doppel- 
punkt, so miissen wir diejenigen 12 Doppeltangenten, fiir welche 
gs, = 0 ist, von den anderen 16, fiir die g, = 1 ist, abtrennen. Wir 
finden : 

Von den 12 Doppeltangenten mit g, = fallen jedesmal diejenigen 
zwei, deren Charakteristiken sich nur durch das h, unterscheiden, mit 
einander zusammen und gehen dabei, indem sie adjungirt werden, in 
die 6 soeben genannten vom Doppelpunkte auslaufenden Tangenten 
tiber. — Die 16 Doppeltangenten mit g, = 1 verlaufen getrennt und 
nicht adjungirt. 

Man beweist diese Sitze, indem man bemerkt, dass die Prim- 
charakteristiken irgend zweier Doppeltangenten zusammenaddirt die 
Elementarcharakteristik gerade desjenigen Kegelschnittsystems ergeben 
miissen, unter dessen Kegelschnitten das von den beiden Doppeltan- 
genten gebildete Linienpaar als specieller Fall enthalten ist. 

Auf dieselbe Weise weiter schliessend, sieht man, dass man allgemein 
bei den Beriihrungscurven ungerader Ordnung die Fille g, = 0 und 
93 = 1 auseinanderzuhalten hat: 

Von den Systemen mit g,=0 fallen immer diejenigen zwei, die 
sich nur durch das h, unterscheiden , zusammen; die Systeme mit g,—=1 
verlaufen getrennt. 

Die stimmtlichen Curven der Systeme mit g, =O sind adjungirt, 
diejenigen der Systeme mit g, = 1 sind nicht adjungirt*). 

Betrachten wir insbesondere Beriihrungscurven dritter Ordnung, 
so haben wir 32 Systeme mit g, =O und ebensoviele mit g, = 1. 
Wir unterschieden oben die Systeme mit ungerader und gerader 
Charakteristik als solche der ersten und der zweiten Art. Von den 
Systemen erster Art finden sich unter den 32 mit g, = 0 12, unter 
den 32 mit g, = 1 16. Die entsprechenden Zahlen fiir Systeme zweiter 
Art sind 20 und 16. Unter den Systemen mit g, = 0 fallen selbst- 


verstindlich immer nur solche zwei zusammen, die derselben Art an- 
gehéren. — 


*) Das ist also genau umgekehrt wie bei den durch Elementarcharakteristiken 
festgelegten Systemen von Beriihrungskegelschnitten (oder von Beriihrungscurven 
gerader Ordnung generell). 
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§ 21. 
Neue Satze iiber das Verhalten der Curvendiscriminante. 


Die im vorigen Paragraphen erhaltenen Siitze gestatten uns vor 
allen Dingen, die Theoreme iiber Discriminantenzerlegung, die wir 
in § 19 erhielten, wesentlich zu vervollstiandigen: 

Wir bemerken zuniichst, dass jedesmal, wenn bei einer C, ein 
Doppelpunkt entsteht, eines der 63 Systeme zugehériger Kegelschnitte 
ausgezeichnet ist. Nun sind, wie wir wissen, alle 63 Systeme an sich 
gleichberechtigt (§ 16). Daher schliessen wir: 

Adjungirt man*) stimmtliche Systeme von Beriihrungskegelschnitten, 
so zerfallt die Discriminante der C, in 63 gleichberechtigte Factoren. 

Wir kénnten diesem Satze weiter nachgehen, indem wir bemerken, 
dass simmtliche Beriihrungskegelschnitte rational bekannt sind, wenn 
man die 28 Doppeltangenten einzeln kennt, dass man aber letzteres 
im Anschlusse an bekannte Untersuchungen von Aronhold erreichen 
kann, indem man von 7 Doppeitangenten als willkiirlich gegeben aus- 
geht, etc. Inzwischen wiirde uns dies zu sehr von dem speciellen 
Gegenstande unserer Untersuchung abfiihren. Vielmehr wende ich mich 
zu den Entwickelungen des § 19 zuriick.**) 

Wir sind in § 19 von den Raumfiguren der § 17, 18 ausgegangen. 
Ich sage jetzt, dass in jeder dieser beiden Raumfiguren die 63 
Factoren der Discriminante, von denen wir gerade sprechen, mit Leichtig- 
keit zu erkennen sind. 

Um mit der Curve sechster Ordnung erster Art zu beginnen, so 
ist von vornherein klar, dass der Factor T der Zerlegung (108) 27 
der 63 Factoren in sich begreift: besagt doch T= 0, dass der auf 
der Flache dritter Ordnung bewegliche Projectionspunkt auf eine der 
27 Geraden der Fliche geriickt ist. Aber ebenso lassen die bereits 
citirten Geiser’schen Entwickelungen erkennen, dass der andere 
Factor der Zerlegung (108), also 2, 36 von den 63 Méglichkeiten 
umfasst. Denn wenn, dem Verschwinden von 2 entsprechend, die 


*) Im Galois’schen Sinne, 

**) Ich muss hier speciell auf die Arbeiten der Herren Schottky und 
Frobenius tiber die Theorie der Curven vierter Ordnung verweisen (Schottky: 
Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen von 3 Variabeln (Leipzig 1880), 
Frobenius in den Binden 98, 99, 103, 105 des Journals fiir Mathematik 
(1885—89)). Es ist nicht zu zweifeln, dass in diesen Arbeiten (wie schon vorher 
in Herrn Weber's Schrift iiber die Theorie der Abel’schen Functionen vom 
Geschlecht 8 (Berlin 1876)) zahlreiche Formeln auftreten, welche mit den von 
mir im Texte gegebenen Entwickelungen, insbesondere auch denjenigen, die 
weiter unten tiber die Thetanullwerthe mitgetheilt werden sollen, auf das Innigste 
zusammenhiingen. Inzwischen scheint es, dass die expliciten Theoreme, zu denen 
ich in einfachster Weise komme, als solche bisher nicht bekannt gewesen sind. 
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Fliche dritter Ordnung, mit der wir operiren, selbst einen Doppel- 
punkt bekommt, so wird dabei von den 36 Schlafli’schen Doppel- 
sechsen, welche die Fliche triigt, immer eine ausgezeichnet, und jede 
dieser Doppelsechsen steht zu einer der Steiner’schen ,Gruppen“ 
von 12 Doppeltangenten der C,, d. h. zu einem der 63 Systeme von 
Beriihrungskegelschnitten der C,, in ausschliesslicher Beziehung, Zusam- 
menfassend wollen wir schreiben: 


(111) 63 = (27) + (36)z. 


In demselben Sinne werden wir jetzt fiir die Curve sechster Ordnung 
zweiter Art erhalten: 


(112) 63 = (35)r + (28)s. 


Hs ist niimlich klar, dass die Bedingung 7’ = 0 (d. h. die Bedingung, 
unter der sich die acht Grundpunkte des Netzes von Fliichen zweiter 
Ordnung zu vier und vier auf zwei Ebenen vertheilen), sofern man die 
Doppeltangenten der C, und also die Grundpunkte des Netzes als 
einzeln bekannt ansieht, auf 35 verschiedene Weisen zu befriedigen ist 


(35 = RS . ots), wiihrend die Forderung S =O (dass zwei von 


den acht Grundpunkten zusammenfallen) genau entsprechend auf 28 


Miglichkeiten fihrt (28 = *~*). 

Wir verbinden diese Resultate jetzt mit den am Schluss des vorigen 
Paragraphen erhaltenen Sitzen. 

Den letzteren zufolge zerfallen die 28 Systeme von Beriihrungs- 
curven dritter Ordnung erster Art, die es giebt, sobald ein Doppel- 
punkt auftritt, im 12, welche adjungirt, und in 16, welche nicht 
adjungirt werden. Man halte jetzt ein einzelnes der 28 Systeme fest, 
lasse dafiir aber den Doppelpunkt der Reihe nach entsprechend jeder 


einzelnen der 63 hierfiir unterschiedenen Méglichkeiten auftreten. Dann 
12-63 





wird —j,— = 27mal der Fall vorliegen, dass das gegebene System 
von Beriihrungscurven adjungirt verliuft, a == 36 mal wird es nicht 


adjungirt sein. Hiermit vergleiche man jetzt (111). Wir schliessen: 
Im ersteren Falle verschwindet das zwm System der Beriihrungs- 
curven gehorige T, im zweiten Falle &. 
Wir machen jetzt die entsprechende Abzihlung fiir die 36 Systeme 
von Beriihrungscurven dritter Ordnung zweiter Art. Von den 63 hin- 
sichtlich der Entstehung des Doppelpunktes zu unterscheidenden Még- 


lichkeiten miissen fiir das einzelne der 36 Systeme * 3 = 35 zur 
16 . 63 


Folge haben, dass das System adjungirt wird, —.,— = 28, dass es nicht 
adjungirt wird, Der Vergleich mit (112) ergiebt also: 
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Das eine Mal verschwindet das zum Systeme der Beriihrungscurven 
gehirige T, das andere Mal das 8S. 

Wir werden diese beiden Ergebnisse jetzt so zu einem Satze zu- 
sammenfassen, dass wir die specielle Zerschneidung der Riemann’schen 
Fliiche heranziehen, die im vorigen Paragraphen benutzt wurde. Wir 
haben dann: 

Erhilt die Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt, so ver- 
schwindet fiir diejenigen ihr zugehirigen Raumcurven sechster Ordnung, 
deren im Sinne von § 20 bestimmte Charakteristik g, =O aufweist, 
T beziehungsweise T'; fiir die anderen Raumcurven, deren Charakteri- 
stiken g, = 1 enthalten, verschwindet X bezichungsweise S. 

Noch wollen wir genauer angeben, wie stark in jedem Falle der 
einzelne Discriminantenfactor, beziehungsweise die Discriminante selbst 
verschwindet. Wir wollen uns dabei auf die bekannten Verhiiltnisse 
des elliptischen Falles beziehen. Ich will letzteren in gewdhnlicher 
Weise durch eine zweibliittrige Riemann’sche Fliiche mit vier Ver- 
zweigungspunkten vorgestellt sein lassen, von denen jetzt, dem Ausatze 
des § 20 entsprechend, zwei zusammenriicken mégen. Wir denken 
uns auf dieser Fliiche das den Vorschriften des § 20 entsprechende 
kanonische Querschnittsystem construirt. Wir finden dann, dass in 
der Grenze das zugehérige t gleich too wird, so dass q = e'** ver- 
schwindet. Nun kennen wir aber von anderer Seite (aus der Theorie 
der elliptischen Functionen) fiir das aus den Argumenten der vier 
Verzweigungspunkte zu bildende Differenzenproduct eine nach Potenzen 
von q fortschreitende Reihe, aus der wir erfahren, dass besagtes 
Differenzenproduct im Grenzfalle ebenso stark wie g selbst verschwindet. 
Wir iibertragen jetzt dieses Resultat auf die vierblittrige, mit 12 Ver- 
zweigungspunkten ausgestattete Riemann’sche Fliche des § 20. Dann 
tritt an Stelle des q das q,, (110), und wir finden, dass das Differenzen- 
product der Argumente der 12 Verzweigungspunkte, sobald die Curve 
vierter Orduung einen Doppelpunkt erhiilt, wie q,, selber verschwindet. 
Jetzt erheben wir unser Differenzenproduct in’s Quadrat und erhalten 
so einen Ausdruck, dessen wesentlicher, hier allein in Betracht zu 
ziehender Factor die Discriminante der Curve vierter Ordnung ist. 
Daher haben wir den wichtigen Satz: 

Erhiilt die Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt, so verschwindet 
die zugehdrige Discriminante bei Zugrundelegung des in § 20 definirten 
Schnittsystems wie q.. 

Dieses Resultat iibertrigt sich dann sofort, vermége (108), (109) 
auf die einzelnen Discriminantenfactoren 2, T, bez. S, 7. Insbesondere 
werden X und S, wenn sie verschwinden (d. h. wenn das g, der im 
Sinne von § 20 in Betracht kommenden Charakteristik gleich 1 ist) 
immer auch verschwinden wie q;.. 
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§ 22. 
Erneute Inbetrachtnahme der Thetafunctionen. 


Wir haben jetzt alle Hiilfsmittel, um bei der Curve vierter Ordnung 
die in § 13 aufgestellten Formeln weseuntlich zu vervollstindigen. Bei 
der Werthbestimmung der Theta sind damals die multiplicativen Con- 
stanten durchaus unbestimmt geblieben. Wir nehmen uns jetzt vor, 
dieselben bei der Curve vierter Ordnung jedenfalls so weit festzulegen, 
als sie von den Coefficienten der Curve abhingen: der numerische 
Bestandtheil, der dann noch zu bestimmen bleibt, wird durch Grenz- 
iibergang zu niederen Fiillen zu eruiren sein. Und zwar werden wir 
die Frage in der Weise anfassen, dass wir geradezu das Glied niederster 
Dimension in der nach Potenzen der v,v,v, (oder, was dasselbe ist, 
in der nach Potenzen der w,w,w,) fortschreitenden Reihenentwickelung 
der Thetafunctionen zu bestimmen suchen. Hieran reiht sich dann 
uaturgemiiss als letzte von uns zu behandelnde Aufgabe die Frage nach 
den Gliedern héherer Dimension dieser Entwickelung. Und hier, zum 
Schluss der gegenwiirtigen Abhandlung, wird es von Vortheil, fiir den 
allgemeinen Fall p = 3 diejenigen Functionen in die Betrachtung ein- 
zufiihren, die man nach Analogie des elliptischen und des hyperellip- 
tischen Falles als Sigmafunctionen bezeichnen wird. 

Es handelt sich, wie man sieht, in den folgenden Paragraphen 
um dieselben Fragestellungen, die ich fiir hyperelliptische Functionen 
in den §§ 11— 14 meiner Arbeit in Bd. 32 behandelt habe. Inzwischen 
ist der Ausgangspunkt hier und dort ein wesentlich verschiedener. Ich 
hatte mir damals die Aufgabe gestellt, vom algebraischen Gebilde be- 
ginnend auf synthetischem Wege zu den Sigmafunctionen und deren 
Reihenentwickelung zu gelangen; der Uebergang zu den @ geschah 
erst hinterher und mehr beiliiufig. Hier dagegen erscheinen die @ als 
das von vorneherein Gegebene; es sind ganz wesentlich ihre Eigen- 
schaften, die uns interessiren; die 6 erscheinen nur zum Schlusse bei 
der Durchfiihrung der Potenzentwickelung. Hiermit hingt zusammen, 
dass ich damals den Werth der bei den @ auftretenden multiplicativen 
Constanten C kurzweg ohne Beweis angab (I. c. pag. 376, 377), wihrend 
die Festlegung dieser Constanten jetzt als. ein Hauptpunkt der Ent- 
wickelung erscheint, dem wir die niichsten beiden Paragraphen aus- 
schliesslich widmen, 

Was Untersuchungen anderer Mathematiker angeht, die hier in 
Betracht kommen, so hat Riemann bekanntlich in der schon oben 
genannten Nr. 25 seiner Abel’schen Functionen darauf hingewiesen, 
dass die Bestimmung der fraglichen Constanten auf rechnerischem 
Wege durch Umformung derjenigen Differentialgleichungen muss ge- 
funden werden kénnen, denen die @ beziiglich der v und der t ge- 
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niigen. Dieser Weg ist dann fiir den Fall der hyperelliptischen Func- 
tionen von Hrn. Thomae wenigstens betreffs der einfachsten bei den- 
selben in Betracht kommenden Thetafunctionen durchgefiihrt worden *), 
und ich fiige gern an, dass in seiner demniichst erscheinenden Géttinger 
Dissertation Hr. Schréder die analogen Betrachtungen fiir die héheren 
hyperelliptischen Theta zum Abschluss bringt. Es haben sich ferner 
die Herren Thomae**) und Fuchs***) mit der Aufgabe beschiftigt, 
bei allgemeineren algebraischen Gebilden den von Riemann gefor- 
derten Ausdruck fiir dlog#(00...0) zu berechnen. Hr. Thomae 
hat spiter auch die Integration dieses Ausdrucks in Betracht ge- 
zogen}), wobei er sich eines functionentheoretischen Ansatzes be- 
dient, der, allgemein gesagt, darauf hinauskommt, die Constanten der 
Riemann’schen Fliche als veriinderliche Gréssen zu betrachten. Letzteres 
ist, wie man bemerkt, derselbe Gedanke, der dem ganzen zweiten 
Abschnitte der gegenwirtigen Abhandlung zu Grunde liegt und der 
uns nun in der That bei der hier vorliegenden Frage, was den all- 
gemeinen Fall »=—3 angeht, zu einfachen Schlussresultaten leiten 
soll. Mein Ansatz ist dabei insofern einfacher als der von Hrn. Thomae, 
als ich mich iiberhaupt nicht mit der Differentialformel fiir dlog #(000) 
beschiiftige, sondern die Werthbestimmung des #(000), bez. der 
anderen, neben #(0 00) in Betracht kommenden Constanten direct in 
Angriff nehme (so dass also mit meinen Entwickelungen zugleich eine 
vereinfachte Bestimmung der betreffenden Constanten der hyperellip- 
tischen und elliptischen Theorie gegeben ist), Aber der wesentliche 
Unterschied liegt in der Wahl der veriinderlichen Gréssen, durch die 
wir die einzelne Riemann’sche Fliche festlegen. Wihrend ich niimlich 
als solche durchweg die Coefficienten der C,, beziehungsweise die in 
§ 17, 18 definirten Moduln zweiter Stufe verwende, benutzt Hr. Thomae 
die complexen Argumente der Verzweigungspunkte, die bei der von 
ihm zu Grunde gelegten Riemann’schen Fliche auftreten, An dieser 
Wahl geeigneter Variabelen, die sich genau dem jeweils in Betracht 
kommenden Rationalitiitsbereiche anpassen, hingt der ganze Erfolg 
der weiterhin zu gebenden Entwickelungen. Dabei bewihrt sich wieder 
das Princip der homogenen Verinderlichen. Denn die Schlussformeln, 
um die es sich handelt, wiirden sich unnéthig complicirt darstellen, 


*) Journal fiir Mathematik, Bd. 71 (1870): Beitrag zur Bestimmung von 
#(00...0) durch die Classenmoduln algebraischer Functionen. 

**) Journal fiir Math. Bd. 66 (1866): Bestimmung von d log #(0,0,...0) 
durch die Classenmoduln. 

***) Journ. fiir Math. Bd. 73 (1871): Ueber die Form der Argumente der 
Thetafunctionen und tiber die Bestimmung von d log #(0,0,...0) als Function 
der Classenmoduln. 

+) Journ, fiir Math. Bd. 75 (1873): Beitrag zur Theorie der Abel’schen 
Functionen. 
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wenn man nicht die bei uns vorkommenden Coefficienten selbst, sondern 
irgendwelche aus ihnen zu bildende Quotienten als Variable zu Grunde 
gelegt hiitte*). 

Ich will doch, ehe ich weiter gehe, das Princip der in Rede 
stehenden functionentheoretischen Schlussweise klar formuliren, und 
dies um so mehr, als ich mich weiterhin, bei den einzelnen An- 
wendungen, der Kiirze halber gezwungen sehe, immer nur die Primissen 
der einzelnen Schliisse und dann gleich die Resultate zu geben. Man 
denke sich die Gesammtheit der von den 15 Coefficienten der C, an- 
zunehmenden Werthsysteme unter dem Bilde eines fiinfzehnfach aus- 
gedehnten Raumes. Innerhalb desselben werden die Coefficienten solcher 
Curven vierter Ordnung, welche einen gewéhnlichen Doppelpunkt be- 
sitzen, durch eine 14-fach ausgedehnte algebraische Mannigfaltigkeit 
vertreten sein: denjenigen C, dagegen, welche hdhere Singularitiiten 
oder singuliire Punkte in héherer Zahl besitzen, werden algebraische 
Mannigfaltigkeiten von héchstens 13 Dimensionen entsprechen; die 
Zahl der verschiedenen derart in Betracht zu ziehenden Mannigfaltig- 
keiten ist nothwendig endlich, Alle Schliisse iiber die Natur der dar- 
zustellenden Functionen werden nun gemacht, indem wir diese simmt- 
lichen héchstens 13-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten schlechtweg 
bei Seite lassen, in der Weise, dass. wir jedesmal solehe zwei Func- 
tionen identisch setzen, von denen wir wissen, dass sie sich an simmt- 
lichen Stellen, die jenen héchstens 13-fach ausgedehnten: Mannigfaltig- 
keiten nicht angehéren, gleichartig verhalten. 


Es eriibrigt, dass ich die speciellen Grundlagen des angewandten 
Verfahrens angebe. Dieselben werden zuniichst von den Siitzen ge- 
bildet, die Riemann in seiner Abhandlung iiber das Verschwinden 
der Theta gab, beziehungsweise von den Folgerungen, welche Hr. Weber 
aus diesen Siitzen gezogen hat (in der schon oben genannten Ab- 
handlung in Bd. 13 der mathematischen Annalen (1878): Ueber ge- 
wisse in der Theorie der Abel’schen F'unctionen auftretende Ausnahme- 
fille). Aus denselben folgt naimlich, was die Voraussetzung aller 
weiteren Schliisse ist, dass bei keiner der 64 zu einer singularitiiten- 
freien C, gehdrigen Thetafunctionen das erste Glied der nach Potenzen 
der v,¥,0; fortschreitenden Entwickelung identisch verschwinden kann. 
Hieriiber hinaus aber benutzen wir das Verhalten der & gegeniiber 
linearer Periodentransformation. Ich will hier die Fundamentalformel 
fiir die lineare Transformation der # in einer Form hersetzen, in der 
Hr. Thomae dieselbe im 75. Bande des Journals fiir Mathematik (1. ¢.) 


*) Hr. Thomae ist seinerseits neuerdings auf den Fall p = 8 zuriick- 
gekommen (in den Siichsischen Berichten von 1887: Bemerkungen tiber Theta- 
functionen vom Geschlecht 3). 
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entwickelt hat. Es sei p,., die unter (88) eingefiihrte Periodendeter- 
minante; ', t’, piss, g’, h’ seien die transformirten Werthe der v, t, 
Pig» 9, 2; M bezeichne den Quotienten: 


(113) Na <2. 
Pres 
Dann hat man 
a 9"| (v’, t’) 1 (v, t) ~in (O08 M oy. Clog M a -) 
(114) —CL— je er Ot Ot : 
Pigs q if V rvs 


unter Jig) eine von der Charakteristik abhingige achte Einheitswurzel 
jn! 


verstanden, deren besonderer Werth fiir uns nicht in Betracht kommt. 


§ 23. 
Das Product der Nullwerthe der 36 geraden Thetafunctionen. 


Wir betrachten jetzt zuniichst, wieder im Anschlusse an Thomae, 
Bd. 75, das durch p!5, dividirte Product der Nullwerthe der 36 geraden 
Thetafunctionen, oder vielmehr, um Formel (114) bequem anwenden 
zu kénnen, die achte Potenz des so definirten Ausdrucks, d, h. 


36 


baal 


144 
Pry28 


Nach Formel (114) fndert sich dieser Ausdruck bei linearer Trans- 
formation der Perioden iiberhaupt nicht, ist also eine eindeutige Func- 
tion der Coefficienten von f. Die #(000) sind in diesen Coefficienten 
homogen vom nullten Grade, p,., ist vom Grade —3. Der Grad 
unseres Ausdrucks ist also + 432. 

Es handelt sich jetzt darum, diesen Ausdruck, wenn mdglich, als 
rationale Function der Coefficienten von f darzustellen. 

Zu dem Zwecke miissen wir uns zuniichst damit beschiftigen, zu 
untersuchen, wie sich die 36 zu f gehérigen geraden Thetafunctionen 
beim Entstehen eines Doppelpunktes verhalten. Wir dehnen diese 
Untersuchung, da es ohne Miihe geschieht und wir das Resultat spiiter 
doch brauchen, gleich mit auf die 28 ungeraden Thetafunctionen aus, 
Indem wir iiber die Formeln der linearen Periodentransformation ver- 
fiigen , durch welche wir von jedem beliebigen kanonischen Querschnitt- 
system zu jedem anderen tibergehen kénnen, so diirfen wir bei dieser 
Untersuchung irgend welche bequem gewihlte Zerschneidung der Rie- 
mann’schen Fliiche zu Grunde legen. Als solche benutzen wir jetzt 
die in § 20 gegebene, vermége deren die Argumente v, t der Theta- 


(115) 
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‘ 

functionen beim Eintreten des Doppelpunktes keine andere Aenderung 
erlitten , als dass t,, gleich ico wurde, so dass q,, = e'*™ verschwand, 
Wir verfahren hiernach einfach so, dass wir g,, = 0 in die 64 Theta- 
reihen eintragen. So ergiebt sich ein Resultat, dessen Ueberein- 
stimmung mit dem in § 20 (gegen Ende des Paragraphen) fiir die 
Betiihrungscurven dritter Ordnung abgeleiteten auf der Hand liegt. 
Wir finden : 

Diejenigen 32 Theta, deren g, =O ist (die also adjungirten 
Beriihrungscurven dritter Ordnung entsprechen), fallen paarweise zu- 
sammen, indem sie in die 16 Thetareihen des Falles p = 2 iibergehen, 
die anderen 32 (welche den nicht adjungirten Beriihrungscurven dritter 
Ordnung correspondiren) verschwinden identisch, 

Wir werden bei den 32 @ der letzteren Kategorie unter den 
Gliedern der Reihenentwickelung jetzt diejenigen heraussuchen, die am 
schwiichsten verschwinden. Es ergiebt sich, dass dieselben alle den 
Factor qs besitzen. Betrachten wir q,, als unendlich kleine Grdsse, 
so werden wir dementsprechend in erster Anniiherung setzen diirfen: 
(116) ee (v, 1) = Qed 1 | (%» *) 

hy hy ly | hy lig hy 


Hier ist a ein solches Grenztheta, wie es schon in den Unter- 


A 
suchungen von Rosenhain auftritt und spiiter von Clebsch und 
Gordan vielfach bei der Behandlung ebener Curven mit Doppelpunkt 


a wird durch die Reihe 
h 
gegeben: 


gebraucht wurde*). Die Definition dieser @ 
+ +a ‘ hy . hy 
~ itla-+> A —inlo+- ; 
(117) 9, a | (v, T) = n > (« ( :) . E, + e ( ) ° E), 


| fy ha hy 


zZ 2 2 2 
(SESH ooh Deo DCD) at DAA) 
1 1 


? 


wo: 


in 
E,=e 


2 2 " 
45 Di (ret *) (mst eas (at =) Tt >> Ce “e\( yin ) 
1 1 1 


E,=e : 
ich theile dieselbe hier mit, damit man sich iiberzeugt, was wir spiiter 
brauchen werden, dass die @ ebenso wie die # ganze Functionen der 
V,V,v, sind. 

Wir kehren jetzt zu den Nullwerthen der geraden Theta zuriick. 
Beziiglich derselben werden wir sofort sagen: 


*) Abel’sche Functionen, p. 270 ff. (das Capitel vom ,,erweiterten‘‘ Umkehr- 
problem), Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd, I, pag. 867 ff. 
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Sobald die C, einen Doppelpunkt erhilt, werden von den 36 
geraden Thetanullwerthen 16 Null wie qj, die tibrigen 20 bleiben von 
Null verschieden. 

Nun wird, sofern wir an dem besonderen in § 20 eingefiihrten 
Querschnittsystem festhalten, die Periodendeterminante p,,, von dem 
Entstehen eines Doppelpunktes iiberhaupt nicht in Mitleidenschaft ge- 
zogen. Wir haben daher: 

Unser Product (115) verschwindet beim Entstehen eines Doppel- 
punktes wie 33. 

Jetzt ziehen wir den Satz heran, den wir gegen Schluss des § 22 
der Riemann’schen Abhandlung iiber das Verschwinden der Theta- 
functionen entnahmen. Derselbe besagt fiir die hier in Betracht 
kommenden Thetanullwerthe, dass keiner derselben verschwinden kann, 
so lange die Curve vierter Ordnung keinen Doppelpunkt (oder héheren 
singuliren Punkt) bekommt. Das Gleiche wird also auch fiir unser 
Product (115) gelten. 

Hiermit haben wir aber, bei unserem Producte, lauter Eigen- 
schaften, welche gleicherweise der 16'" Potenz der Curvendiscriminante 
zukommen. In der That, die 16’ Potenz der Discriminante ist in 
den Coefficienten von f vom Grade 432, sie verschwindet (nach § 21) 
beim Entstehen eines Doppelpunktes wie g%, sie wird gewiss nicht 
Null, so lange kein Doppelpunkt vorliegt. Und nun tritt die Schluss- 
weise, von der wir im vorigen Paragraphen handelten, in ihr Recht. 

Wir schliessen, dass unser Product bis auf einen constanten Factor 
mit der 16%" Potenz der Discriminante iibereinstimmt. Wir wollen hier 
noch beiderseits die achte Wurzel ziehen. Dann haben wir, unter c 
eine numerische Constante verstanden: 


36 
(118) IT 90 (0.0 0) : p!8, = ¢ - Diser.? 
1 | 


Die Fragestellung, von der wir zu Anfang dieses Paragraphen 
ausgingen, ist damit vollstiindig beantwortet. Nebenbei folgt, dass 
das Product der 36 im (114) definirten, auf gerade Charakteristiken 


i, | beziiglichen achten Einheitswurzeln a allemal der Einheit 
0 h 
gleich ist*). 


*) Formel (118) dehnt sich mit Leichtigkeit auf p=4 aus. Die Normal- 
curve der ist bei p= 4 im dreidimensionalen Raume als Durchschnitt einer 
F, und einer Fy gegeben. Nun sei A die Determinante der F,, T die Tact- 
invariante von F, und F;. Dann kommt fiir das Product der Nullwerthe der 
zugehérigen 136 geraden Thetafunctionen: 

136 


] | MP (0000): piss, =: A®- 7. 
1 h | 
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§ 24. 
Das Anfangsglied in der Reihenentwickelung des ‘einzelnen @. 


Wir haben das Product des vorigen Paragraplien vorab betrachtet, 
weil bei ihm die Schlussweise, auf die es ankommt, innerhalb des 
Rationalititsbereiches erster Stufe zur Geltung gelangt. Indem wir 
uns jetzt dazu wenden, durch entsprechende Betrachtungen das An- 
fangsglied in der Reihenentwickelung der einzelnen @ festzulegen, 
haben wir uns je in einem derjenigen Rationalitiitsbereiche zweiter 
Stufe zu bewegen, die in § 17, 18 eingefiihrt wurden. Uebrigens 
sind die hier zu ziehenden Schliisse durch die Entwickelungen des 
§ 21 auf das Beste vorbereitet. 

Beginnen wir mit dem geraden Theta, Bei ihnen wird es sich 
um die algebraische Bestimmung des einzelnen 


ry (000): V pio 
h 


handeln. Nach Formel (114) ist die achte Potenz dieser Grésse inner- 
halb desjenigen Rationalitiitsbereiches zweiter Stufe, der die gerade 


Charakteristik 








“ triigt, eindeutig. Dabei ist sie (wegen des p,,.3) 
von der 12‘ Dimension in den Coefficienten von f. Und wie ist es 
mit ihrem Verschwinden? Sie verschwindet, dem Riemann’schen Satze 
zufolge, gewiss nicht, so lange die Curve vierter Ordnung keinen 
Doppelpunkt besitzt; erhilt aber die C, einen solchen, so verschwindet 
sie daiiu und nur dann, wenn ihre auf das Querschnittsystem des § 20 
bezogene Charakteristik g, = 1 aufweist; sie verschwindet in einem 
solechen Falle wie das Quadrat des zugehdrigen q,,. Alle diese Eigen- 
schaften kommen aber genau so dem in Formel (109) auftretenden 
Discriminantenfactor ar zu [ wir setzen demselben hier, um uns 
h| 


vollig genau ausdriicken zu kénnen, die Charakteristik als Index 


g 
h 
hinzu]. Wir schliessen also, dass, unter c’ eine geeignete numerische 
Constante verstanden, die folgende Formel statt hat: 

(119) o, 


if | 








- | 8 Y 
(000): V pyoy = € VS, ; 


Hiermit ist der Fall der geraden @ erledigt. 


Wenden wir uns jetzt zu den ungeraden # Um keine Liicke zu 
lassen, will ich zunichst aus (84) die allgemeine Form des ersten 
Gliedes ihrer Reihenentwickelung ableiten, Wir wollen dabei zwecks 
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besseren Anschlusses an die jetzt gebrauchte Bezeichnung das dort 
vorkommende g,, durch D. ersetzen, sodass wir die Formel haben: 


3 | | 


lh | y lal | hl 


Hier schreibe man jetzt x = y+ dy. Dann entsteht rechter Seite, 
indem wir die unendlich kleinen Glieder héherer Ordnung weglassen: 


C- Diy) (y) doy 


Aber die Integrale w,, w,, w, Ls} unter gleicher Voraussetzung: 
W,=Yd@y, W,=Y.d@y, Ws = Ysday. 
Der Anfangsterm in der Reihenentwickelung des ® nach Potenzen 


der w wird also, wie anderweitig bekannt (ich lasse jetzt der Kiirze 


halber die Charakteristik hi 9| in den Formeln weg) : 


C+ D(w) = OD, w, + D,w, + D; ws). 
Dies ist die gesuchte allgemeine Form. Unsere Aufgabe ist damit 
darauf zuriickgefiihrt, die hier vorkommende Constante C festzulegen. 
Wir erhalten eine explicite Definition derselben, indem wir die 
Taylor’sche Entwickelung unserer Thetafunction heranziehen. In der 
That wird vermége derselben: 


(120) CO = Ge ae t+ Ga dooe 
D,w, + D,tw, + Dsws 


Dieses C unterwerfen wir nun einer ganz ihnlichen Betrachtung, wie 
vorhin den Nullwerth des geraden #. Wir bilden uns (ich fiige jetzt 


die Charakteristik 4 wieder zu) den Quotienten 


h 





C.,)? VPi2s 
iz 
und bemerken, dass dessen achte Potenz vermége (114) in dem zur 


gehérigen Rationalititsbereiche des § 17 





ungeraden Charakteristik 


eindeutig ist. Wir untersuchen seine Dimension in den Coefficienten 
der zugehérigen D,®,Q und betrachten die Falle, in denen er ver- 
schwindet. Solcher Weise kommt dann als Gegenstiick zu Formel (119): 
(121) :V Pix = € ‘V2 

“s \h 
unter c” eine geeignete ne tl Constante, unter & den in (105), 
(108) betrachteten Discriminantenfactor verstanden. 
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Abel’sche Functionen. 


§ 25. 
Von den Functionen Th. 


Ehe wir jetzt die héheren Glieder der uns interessirenden Reihen- 
entwickelungen der # aufsuchen, werden wir statt der #, indem wir 
dieselben mit einem geeigneten Exponentialfactor versehen, andere 
Functionen einfiihren, die von den Coefficienten der C, in einfacherer 
Weise abhiingen. Ks sind dies dieselben Functionen, welche Hr. Wilt- 
heiss mit dem Buchstaben Th zu bezeichnen pflegt*), Furctionen, 
welche zwischen den & und den weiter unten einzufiihrende: 6 in der 
Mitte stehen. Wir schreiben: 

| bara (v, T) 


lh Dag pa % 
(W, 0,05, 64x) —= —a——. -e~*P 


The Vibes 

und legen den hier rechter Seite auftretenden Exponentialfactor durch 
dieselbe Forderung fest, von welcher ich im Falle p—2 in meiner 
ersten Arbeit tiber hyperelliptische Sigmafunctionen (Math. Ann. Bd. 27, 
1886) ausgegangen bin. Wir verlangen niimlich, dass in der Reihen- 
entwickelung des Productes der geraden Th nach Potenzen der w,w,Ws, 
bez. der v,v,0,, das Glied zweiter Dimension identisch ausfallen soll. 
Dies bewirkt dann (vergl. § 2 der genannten Arbeit), dass sich die 
Th bei linearer Periodentransformation von etwa zutretenden achten 
Einheitswurzeln abgesehen glatt permutiren, so dass an Stelle von 
(114) die einfache Formel tritt: 


(123) Thy (w,w,;, ix) = ‘ie The (w,w,W;, @;x). 
i’ h | a 


(122) 


Fiir den in (122) auftretenden Exponentialfactor finden wir ver- 
moége des Taylor’schen Theorems: 


(124) P Ae gas = *(2 5a. » v,? ae 2 -Y% Vy +) 


Hier soll der Buchstabe @ rechter Hand den Nullwerth des einzelnen 
geraden Theta, #,, den Nullwerth des nach va, vg genommenen zweiten 
Differentialquotienten desselben Theta bedeuten; die Summation geht 
iiber simmtliche gerade Theta. Ich habe in § 5 der genannten Ab- 
handlung iiber hyperelliptische Sigmafunctionen den entsprechenden 
Ausdruck fiir p = 2 in charakteristischer Weise umgerechnet, indem 
ich die Discriminante des hyperelliptischen Gebildes in denselben ein- 
fiihrte. Genau so kénnen wir hier verfahren, sofern wir Formel (118) 
zu Grunde legen. Indem wir die Riemann'schen Differentialgleichungen 
heranziehen: 

*) Vergl. z. B. Hrn. Wiltheiss’ Untersuchungen tiber hyperelliptische Func- 
tionen in den Biinden 29, 31, 33 der mathemat, Annalen, 
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tte dF(v,t) _ P(e, ) 9 x 2%, t) _ #O,r) 
Ot dvr? " OTs OU, 0%, ” 
erhalten wir aus (124) zuniichst: 


: 3 OF 36 
> er hd > Ot Ee en 
daplatg = — 18 ( r o> + UV. +--+ ) 
1 


Hier werden wir jetzt 


durch 


a log [T° (#) 


; : 


ersetzen und dann fiir das Product der Thetanullwerthe dessen Werth 
aus (118) einfiihren. Solcherweise kommt 


(125) Zz Ae B Va Up ed 


ix ( @log(p'ys Discr.) @ log (pitas Discr.) 

—— is (2eCaDier) 5. 4 Mestad) 5 6 4 ...), 
Wir kénnten diesen Ausdruck vermége der zwischen den verschiedenen 
dreigliedrigen Periodendeterminanten p,;,; bestehenden Relationen noch 
symmetrischer gestalten (vergl. immer die Entwickelungen in Bd. 27), 
doch mag es hier bei Formel (125) sein Bewenden haben. 

Um die Fundamentaleigenschaft der durch (122), (125) definirten 
Th, die durch (123) ausgedriickt wird, von der Grundformel (114) der 
linearen Transformation der Theta aus zu verificiren, hat man nur zu 
beachten, dass bei beliebiger linearer Transformation jedesmal 
a 707+ a U0, +>: -- 0? -+ io nh ie 


wird (so dass man also den Operator 


é a 
Fes OE Fee HT 


als eine Invariante der linearen Transformation bezeichnen kénnte). 
Wir erkennen daraus, dass es noch unendlich viele andere Functionen 
giebt, die sich bei linearer Periodentransformation wie die Th navh 
Formel (123) umsetzen. Sei namlich J irgend eine rationale (und also 
bei linearer Periodentransformation unverinderliche) Invariante unserer 
C,; ihr Grad in den Coefficienten sei v. Wir schreiben dann in (125) 


fiir das Product (p?,, - Diser.) allgemeiner (pri - J), fiir s Six 


123 v 
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Die dementsprechend aus (122) hervorgehenden Functionen 


7 bt 4 - 
126 — - @ 
( ) V 125 


(v, 2) tia ( Sets?) any BCH) ) 


On ; a ae 


werden immer “ie Eigenschaft haben, sich bei linearer Periodentrans- 
formation der Lormel (123) entsprechend zu verhalten. 

Es ist wesentlich zu bemerken, wodurch sich unter den so ge- 
wonnenen Functionen (126) unsere durch (125) festgelegten Th insbeson- 
dere auszeichnen. Es liegt dies darin, dass sie, gleich den urspriinglichen 
&, bei allen Ausartungen der C, endlich bleiben. Im allgemeinen wird 
die durch (126) eingefiihrte Function unendlich werden, sobald die 
Invariante J verschwindet. Unser Th dagegen bleibt endlich, auch wenn 
die Discriminante der Curve vierter Ordnung zu Null wird. Wir 
brauchen, um dies zu sehen, nur von (125) zu (124) zuriickzugehen. 
Erhilt die Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt, so bleiben nach 
den friiheren Entwickelungen alle Fe (v, t) von Null verschieden, 

A 
deren g; gleich Null ist, die anderen verschwinden wie q's - 


Ig (v, T). 
A 
Hierbei bleiben, wie man sieht, die siimmtlichen in (124) auftretenden 


a 


Quotienten he endlich, Wir haben bei dieser Ueberlegung allerdings 


die specielle + aD des § 20 zu Grunde gelegt. Allein Formel 
(123) belehrt uns dariiber, dass das Resultat von der besonderen Art 
der zu Grunde gelegten Zerschneidung unabhingig ist. 


§ 26. 
Excurs tiber Integrale dritter Gattung. 


Aus Formel (126) werden wir jetzt eine Folgerung fiir die Theorie 
der Integrale dritter Gattung ziehen. Wir bemerkten bereits oben, in 
§ 14, dass man jeder allgemeinen Thetafunction 


enc. %"? - #(v, 2) 


genau so ein Integral dritter Gattung entsprechend setzen kann, wie 
dem @ selbst das TT; die Definition dieses Integrals dritter Gattung 
war in der Formel enthalten 


TH3? — 25>" aapve’ vp". 


Wir schliessen, indem wir (126) herannehmen: 
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Jedes Integral dritter Gattung der folgenden Form: 


ty 34) ot vi" 
~ i V1 1 


3a él 
(127) Pi = Tey + (2 (22 = 


(v3, 9) 

+ Oe ri L (ott of + oft) +. . 

hat die Eigenschaft, bei linearer Periodentransformation villig ungedndert 

zu bleiben, also von den Coefficienten der C, eindeutig abzuhdngen. 
Wir denken uns jetzt dieses P nach Formel (61) des § 9 an der 

Curve vierter Ordnung als Doppelintegral hinerstreckt: 


2 & 
—_ 2 a. W(Z, g; a B) — 
(128) P= J J den, - de («, Be — B, ae)? 


Hier wird ¥Y (weil P in den Coefficienten der C, vom nullten Grade 
ist) selbst in den Coefficienten vom zweiten Grade sein. Es ist ferner 
klar, dass Y eine Covariante von f sein muss: denn FP ist aus lauter 
Bestandtheilen aufgebaut, welche sich bei projectiven Umformungen 
der C, nicht aindern. Wir ziehen endlich die in § 22 besprochene 
Schlussweise heran, und erfahren durch sie, dass Y nicht nur ein- 
deutig, sondern rational von den Coefficienten von f abhiingen muss. 

Wir werden jetzt (um zu unseren Th zuriickzukehren) das J in 
(127) insbesondere durch die Curvendiscriminante ersetzen. Dann be- 
lehren uns die Schlussbemerkungen des § 25 dariiber, dass wir es mit 
einem Integral dritter Gattung zu thun haben, welches als Function 
der Curvencoefficienten iiberall endlich ist. Das im Sinne von (128) 
zugehorige Y muss also neben den sonstigen bereits angegebenen 
Kigenschaften auch noch die besitzen, eine ganze Function der Curven- 
coefficienten zu sein. Hiermit ist nun, was die Curven vierter Ord- 
nung angeht, der in § 10 nur erst in Aussicht genommene volle Anschluss 
an die von Herrn Pick fiir singularititenfreie ebene Curven gegebene 
Normalform Q der Integrale dritier Gattung (§ 6) erreicht. In der 
That war das Pick’sche Q gegeniiber der allgemeinen in (128) ent- 
haltenen Definition des P dadurch specialisirt, das wir fiir Y die unter 
(52) angegebene rationale, ganze Covariante eingefiihrt hatten: 


web e lq *.(aaB)ay—" at os. > (aa B)a v—1 ay” 1 -ay~" ak 


(129) Yo — 


n 


es gab keine andere rationale, ganze Covariante, als die hiermit hin- 
geschriebene, welche den sonst an ¥ zu stellenden Forderungen geniigte. 


Wir haben also: 
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Zwecks Definition der Th sind die unter (81), (82) in § 13 fiir 
die & aufgestellten Formeln in der Weise zu modificiren, dass man in 
sie an Stelle des transcendent normirten Integrals dritter Gattung TT das 
Pick’sche Q einfiihrt , 
so wie andererseits: 


Von transcendenter Seite liisst sich das Integral Q durch die Formel 
definiren : 


3 aoe (n? : m 
(130) Qe = THEY + (2 ey —— of yf 
2106 (Pina DN) (ger 4 oft oft) +--+) 

Uebrigens gilt letztere Formel, wie man leicht sieht, nicht nur fiir 
unsere Curven vierter Ordnung sondern mit geeigneter Modification 
iiberhaupt fiir singularititenfreie ebene Curven n'* Ordnung. Hiermit 
ist die Pick’sche Entwickelung in einem wesentlichen Punkte ergiinzt. 
Bei Herrn Pick wird nimlich der unter (129) angegebene Ausdruck 
nur empirisch construirt: es wird gezeigt, dass er thatsiichlich den 
simmtlichen an ihn zu stellenden Anforderungen geniigt, es wird aber 
nicht a priori entwickelt, dass es einen derartigen Ausdruck geben muss 
(dass die zahlreichen an den Ausdruck zu stellenden Anforderungen 
iiberhaupt vertriiglich sind). Hier nun greift Formel (130) ergiinzend 
ein. Indem wir dieselbe als Definition des Q betrachten, sind wir der 
Existenz des bei Herrn Pick gesuchten Ausdrucks von vornherein 
sicher. 

Den vorstehenden Ewtwickelungen laufen andere parallel, die sich 
auf die hyperelliptischen Gebilde beziehen und vermége deren wir bei 
ihnen von den #, bez. den Th aus zu dem von algebraischer Seite 
bekannten Normalintegrale Q kommen. Hierdurch findet dann die 


bez. Darstellung in Bd. 27 und 32 der Math. Annalen ihre Ergiinzung. 
Ich verfolge das hier nicht weiter. 


§ 27. 


Die héheren Glieder in der Reihenentwickelung der #. 
Die Sigmafunctionen. 


Durch Formel (122) sind die # mit den Th in so einfacher Weise 
verkniipft, dass wir die nach Potenzen der v, resp. der w fortschreiten- 
den Reihenentwickelungen der @ als bekannt ansehen diirfen, sobald 
wir die Reihenentwickelungen der Th beherrschen: letztere aber wer- 
den, wie wir dies schon in Aussicht stellten, leichter aufzustellen sein, 
als die Entwickelungen der @ selbst, weil sich die Th gegeniiber 
linearer Periodentransformation einfacher verhalten als die # und also 








80 F, Kner. 


von den Coefficienten der C, ihrem Wesen nach einfacher abhingen 
als diese. Aber die Th selbst lassen sich in diesem Betracht noch 
durch einfachere Functionen ersetzen. Wir haben die Siitze, die wir 
in § 23 iiber das Verschwinden der # beim Entstehen eines Doppel- 
punktes aufgestellt haben, bis jetzt nur erst dahin ausgenutzt, dass 
wir vermége derselben die Anfangsglieder in den Reihenentwickelungen 
der @ festlegten. Aber sie liefern nicht minder einen Beitrag zur 
Kenntniss der hdheren Glieder, Wenn niimlich bei entstehendem 
Doppelpunkte das Anfangsglied der Entwickelung einer Thetafunction 
verschwindet, so verschwindet nach den genannten Sitzen die zugehdrige 
Thetafunction iiberbaupt, und zwar in demselben Grade, wie das An- 
fangsglied. Wir schliessen, dass sdimmtliche Gleder der Rethenent- 


wickelung der geraden @ durch //S, stéimmtliche Glieder der Reihenent- 


wickelung der ungeraden 3 durch // = theilbar sein miissen. Von den 
® iibertriigt sich dieser Satz sofort auf die Th. Statt der Th wollen 
wir also lieber diejenigen Functionen auf ihre Reihenentwickelung unter- 


suchen, die sich aus den Th durch Division mit / S, bez. // = ergeben. 

Die neuen so entstehenden Functionen, deren Reihenentwickelungen 
wir jetzt des Nabheren untersuchen werden, sind die Sigmafunctionen. 
In der That stimmen dieselben durchaus mit den im elliptischen und 
im hyperelliptischen Falle so benannten Functionen iiberein, sofern 
wir die Definition im Einzelnen noch so pricisiren, dass wir die 
numerischen Constanten \c’, c’ eliminiren, welche in den Formeln 
(119), (120) auftreten. Ich setze dementsprechend 


bei gerader Charakteristik: . 
(131) 6, (, W, wy) = Th (w):¢ VS,» 
i Hi [%| 
bet ungerader Charakteristik : 
‘ ry ” 8 y 
(132) 6, (W, W, w) = Th, (w) :¢ Vy, . 








|| ja | 


Wir betrachten zuniichst einen Augenblick die ersten Glieder in 
den Entwickelungen der 6. Nach (119) beginnt die Entwickelung des 
geraden 6 mit 1, nach (120) die des ungeraden 6 mit 


D,w, + D,w, + D,ws. 
Wir schliessen daraus, dass sich die unter (123) fiir die Th aufgestellten 
Formeln der linearen Periodentransformation noch einmal vereinfachen, 
sobald wir von den Tk zu den o gehen. In der That ist aus den mitge- 
theilten Anfangsgliedern ersichtlich, dass beim Vergleich zweier Sigma- 
functionen achte Kinheitswurzeln unmdéglich auftreten kénnen. Die 
Formeln der linearen Transformation heissen einfach: 
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(133) | ¢. (0, #0, W;) = “eg | (w, %, Ws); 


die G permutiren sich also bei linearer Periodentransformation ohne 
irgend welche zutretende Factoren. 

Aus dem hiermit gewonnenen Satze erkennen wir eine wesentliche 
Kigenschaft der nach Potenzen der w,w,w, fortschreitenden Ent- 
wickelungen der 6, Es folgt niimlich, dass die Coefficienten simmt- 
licher in diesen Entwickelungen auftretenden Glieder jeweils innerhalb 


des durch die Charakteristik 





: | festgelegten Rationalitiitsbereichs ein- 


deutig sein miissen. Die Coefficienten in der Entwickelung des ein- 
zelnen geraden o sind also eindeutige Functionen der zugehérigen 
Moduln «x, Bix, yix des § 18, die Coefficienten in der Entwickelung 
des einzelnen ungeraden 6 eindeutige Functionen der bei den zugehérigen 
D,2,® des §17 auftretenden Constanten. Aus den eindeutigen 
Functionen werden ganze Functionen, sobald wir beriicksichtigen, dass 
die Th und also die 6 als Functionen der Curvencoefficienten niemals 
unendlich werden. Endlich erweisen sich bei Fortsetzung der func- 
tionentheoretischen Betrachtung die eindeutigen Functionen als rationale 
Functionen. 

Hiermit haben wir nun fiir unsere neuen Sigmafunctionen alle die 
grundlegenden Siitze, welche mutatis mutandis fiir die elliptischen und 
hyperelliptischen Sigmafunctionen bekannt sind. Ich fiihre noch an, 
wie sich diese Sitze ausgestalten, sofern man die Dimension der ein- 
zelnen in Betracht kommenden Terme in den verschiedenen Arten 
homogencr Vuriabelen, die Invarianteneigenschaft dieser Terme ete. 
beriicksichtigt. 

Wir betrachten zuniichst die geraden 6 und erhalten das Folgende: 

1) Die tiussere Gestalt der Reihenentwickelung ist jedenfalls diese: 
(134) 6(w, w,W;) = 1 + [w), + [wm] +++ 55 
unter [wl2, verstehen wir dabei das Aggregat simmtlicher Glieder, 
welche die w,w,w, in der 2v' Potenz enthalten. 

2) Wir wissen bereits, dass diese Glieder rationale ganze Func- 
tionen der Moduln @;,, Bix, yix des zugehérigen Rationalititsbereiches 
zweiter Stufe sind. Da die w vermége (100) in den aj, Bu, yi ZU- 
sammengenommen von der (—4)'*" Dimension sind, werden die Coef- 
ficienten von [t],, die Gesammtdimension 8y aufweisen miissen. 

3) Bei linearer Coordinatentransformation verhalten sich die w, w,w, 
den 2,%,%, cogredient, die einzelne o-Function aber bleibt durchaus 
ungeiindert. Wir schliessen, dass [w]2, eine dem Rationalitiitsbereiche 
der ax, Bix, yix angehdrige Covariante von / ist, deren Variabeln 
%,%_%, man durch w,w,w, ersetzt hat. 
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4) Indem wir auf § 18 zuriickgreifen, werden wir uns zusammen- 
fassend folgendermassen ausdriicken kénnen: 

[w]2, ist eine rationale ganze Covariante der gemischt terniir- 
quaterndiren Form: 


W,°* Dein 2: + Ws - > Bix 22% + Ws ° Dyin site, 


welche in den w,w,w, den Grad 2v, in den ax, Bix, Vix Zusammen- 
genommen den Grad 8v, in den 2, 2, 2, 2, den Grad Null besitet. 
Wir betrachten ferner die wngeraden 6, deren Reihenentwickelung 
wir durch die Formel andeuten 
(135) 6(w, w,w;) = (D,w, + D,w, + D,w;) + [w); + [w], +---. 
Hier sind die [w]2,4,1 Aggregate rationaler ganzer Covarianten der drei 
zur ungeraden Charakteristik gehérigen terniiren Formen D, Q, 9, 
in denen man die Coordinaten 2, 2,2, durch w, w,w, ersetzt hat. 
Multiplicirt man die Coefficienten von D, 2, ® mit einem gemein- 
samen Factor 4, so erhilt f den Factor A4*, die w werden also 


in a verwandelt. Mit Riicksicht auf das Anfangsglied unserer Reihen- 


entwickelung schliessen wir hieraus, dass [w]e,,: die Coefficienten von 
D,Q2,® zusammen homogen im Grade 4v + 1 enthalten muss. An- 


dererseits ersetze man D, 2, ® beziehungsweise durch AD, Q, Me . 
wobei f und also die w ungeindert bleiben, Hierbei wird jedes [1w]2,41, 
wie man wieder aus dem Anfangsgliede sieht, den Factor 4 erhalten 
miissen*). Der Term [w]2,4;, wird sich daher im Sinne der in § 19 
gebrauchten Bezeichnung folgendermassen als Aggregat einzelner 
Glieder darstellen lassen, deren jedes in den Coefficienten von D, wie 
von 2 und von ® homogen ist: 
ort & 4ef2-22 1 2H 


(136) (wh S (D, 2, 9%; w). 


Wir kénnen endlich von diesem Aggregate noch aussagen, dass es 
bei denjenigen Operationen (94), die 4—= 1 entsprechen, d. h. den 
Substitutionen 

D' =D, 

Y—Q+u,-D, 

oY = + 2u,-Q+ u,?-D, 
ungeindert bleiben muss. 


*) In der That ist ¢ und also auch das einzelne [w],,,, in dem genauen, 
oben festgehaltenen Sinne des Wortes, gar keine Function der Coefficienten von 


8). 
f, erst Th =) 3-6 ist eine solche Function. Vgl. die in § 19 an Formel (108) 
gekniipften Erliuterungen. 
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Hiermit ist die Untersuchung des allgemeinen Falles p = 3 bis zu 
denselben Formeln gefiihrt , die in Band 32 der Annalen fiir die hyper- 
elliptischen Sigmafunctionen entwickelt wurden, und es ist also der 
Zielpunkt erreicht, den ich fiir die gegenwirtige Abbandlung von 
vornherein in Aussicht nahm, Ich darf nicht schliessen, ohne hinzu- 
zufiigen, dass die Herren Wiltheiss und Pascal die Frage der 
Reihenentwickelungen der # vom Geschlechte p = 3 in neuester Zeit 
bereits weiter verfolgt haben. In den Géttinger Nachrichten vom 
Juni 1889 hat Herr Wiltheiss elegante Differentialgleichungen ver- 
dffentlicht, denen die @, beziehungsweise die Th, hinsichtlich der als 
variabel angesehenen Coefficienten der C, geniigen. Herr Pascal hat 
sodann in den Nachrichten vom Juli 1889 niihere Angaben tiber die 
Reihenentwickelung der ungeraden 6 gemacht; er hat den Term 
[w], direct berechnet und aus ihm mit Hiilfe der Wiltheiss’schen 
Differentialgleichungen recurrente Formeln zur Berechnung der all- 
gemeinen Terme [w]o,4: abgeleitet. Ausfiihrlicher giebt Herr Pascal 
diese Rechnungen in dem neuesten Hefte der Annali di Matematica 
(ser. 2, t. XVII, 2: Sullo sviluppo delle funzioni 6 abeliane dispari di 
genere 3)*). 


Gottingen, den 24. September 1889. 


*) Inzwischen erschien in den Annali di Matematica bereits eine Fortsetzung 
dieser Untersuchungen unter dem Titel: Sulle formole di ricorrenza per lo svi- 
luppo delle c abeliane dispari a tre argomenti. Herr Pascal hat tiberdies jetzt 
die Berechnung des Gliedes [w], der Reihentwickelung (134) der geraden Sigma- 
functioncn bewerkstelligt; ich habe eine bez. Mittheilung vor wenigen Tagen der 
Géttinger Societiit der Wissenschaften vorgelegt; dieselbe wird im Decemberheft 
der Giéttinger Nachrichten veriffentlicht werden. [14. Dec. 1889]. 


6* 











Ueber die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
linearen Coefficienten. 


Von 


L. PocuHamMer in Kiel. 


§ 1. 
Die lineare homogene Differentialgleichung 2'" Ordnung mit 
linearen Coefficienten, die zuerst von Euler*) mittelst bestimmter 


Integrale gelést worden ist, lisst sich bekanntlich auf die Normal- 
form **) 


Pe 1 
(1) a 74 =(«¢—e) oUt ay 


bringen, woselbst « und g Constanten bedeuten. Die Gleichung (1), 
fiir welche, abgesehen von «= oo, nur = () ein singulirer Punkt 
ist, wird einerseits durch eine transcendente ganze Function von x 
befriedigt, andererseits durch ein Product aus der Potenz x'-¢ und 
einer transcendenten ganzen Function von x. Diese zwei particuliiren 
Integrale, welche die Hauptintegrale oder Hauptlésungen der Gleichung 
(1) genannt werden, lauten in ihrer Darstellung durch Potenzreihen 


(2) F(a; 9; 2) 
und 
(3) a'-e F(a —o+1; 2—@; 2), 





1 


wo zur Abkiirzung 
—% + SOF) 24... ing. 


(4) F(a; 7; 2)—14 seth 
gesetzt ist. Es wird angenommen, dass die Constante @ nicht ganz- 
zahlig sei; die logarithmischen Fille der Gleichung (1) werden dem- 


a 


*) Institutiones calculi integralis, Vol. II, Cap. X, art. 1036. 

**) Cfr. J. A. Weiler: ,,Integration der linearen Differentialgleichungen etc.“ 
in Crelle’s Journal, Bd. 51. Die einzelnen Fille sind ausfiihrlicher behandelt in 
Simon Spitzer’s ,,Studien iiber die Integration linearer Differentialgleichungen“ 
(Wien, C. Gerold’s Sohn). Die Reduction der genannten Differentialgleichung 
auf die Normalform findet sich iibersichtlich dargestellt in Schlimilch’s 
»Compendium der héheren Analysis‘, Bd. II. 
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gemiiss hier nicht in Betracht gezogen. In Folge dieser Voraussetzung 
kann keine der Reihen (2) und (3) illusorisch werden; dieselben con- 
vergiren fiir jeden endlichen Werth von x. Substituirt man in (1) 


(5) y= a'-en, 
so wird fiir die Differentialgleichung 
a d 
(6) “a = (@—(2—e)) 2 +(@—e+)n 


erhalten, deren Coefficienten aus denen der Gleichung (1) entstehen, 
wenn « und @ durch « — 9+ 1 und 2 — @ ersetzt werden. 

Die Reihen (2) und (8) gehen, wenn sie mit passenden Constanten 
multiplicirt werden, in bestimmte Integrale iiber. Bezeichnet man 
durch E(a,b) das Euler’sche Integral erster Art 

. ae | 
(7) E (a, b) -f, ue (1 — uj! du, 


so ist bekanntlich 
1 
(®) Sie us—t(1 — uje-e-t du = E(a, 9 — a) F(a; 9; 2), 


wie durch Entwickelung der Grosse e“* in die Reihe 1 + +++. 
und durch Anwendung der Formel 


a a(a+1)---(a+m— 1) a 
(9) E(a+m, b)= Gap@tbti@tb+m—1) 2, >) 
bewiesen wird. Aus (8) folgt fiir die in (3) angefiihrte particulire 
Lésung die Gleichung | 
2 
ae |, e%* yee (1 — u)-* du = 
= E(a—e+1,1—a) ae Fa —e+1; 2— 9; 2), 


deren linke Seite sich durch die Substitution «= . in den Ausdruck 


(10) 





(11) few — v)—* ye dv 
verwandelt. 

Die Auflésung der Differentialgleichung (1) durch die obigen be- 
stimmten Integrale ist insofern eine unvollkommene, als diese Integrale 
nur fiir gewisse Werthgebiete der Constanten « und @ convergiren. 
In (8) miissen die reellen Bestandtheile von « und g—a, in (10) 
und (11) die reellen Bestandtheile von «—g-+1 und 1 —a@ als 
positiv vorausgesetzt werden. Damit also die Integrale (8) und (10), 
resp. (11) gleichzeitig convergent seien, muss sowohl der reelle Theil 
von @ als auch der reelle Theil von g — @ zwischen 0 und 1 liegen. 
In den Fallen, wo « und @ diese Bedingung nicht erfiillen, kann man 
nach Spitzer, l.c., ein Reductionsverfahren (wiederholte Differentiation 
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der Gleichung (1) und Substitutionen) zu Hiilfe zu nehmen, welches 
jedoch meistens ziemlich weitliuftige Rechnungen erfordert. 

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass man zu einer all- 
gemein giiltigen Lésung der Differentialgleichung (1) mittelst bestimmter 
Integrale gelangt, wenn man geschlossene Integrationscurven fiir die 
letzteren anwendet. Das Verfahren ist dem analog, welches der Ver- 
fasser fiir die Integration der hypergeometrischen Differentialgleichung 
2'er Ordnung angegeben hat*). Bei dem Uebergang von den bestimmten 
Integralen zu den Potenzreihen treten dann als constante Factoren die 
vom Verfasser definirten Integrale ©(a,b), E(a,b) und F(a) auf**), 
die den Euler’schen Integralen E(a, b) und [(a) verwandt sind. 

Es ist ferner zu bemerken, dass nach der bisherigen Methode der 
Auflésung der Gleichung (1) durch bestimmte Integrale zuniichst immer 
nur eins der obengenannten Hauptintegrale gefunden wird, wihrend 
das zweite sich durch die Substitution (5) ergiebt. Bei den im Folgenden 
angestellten Rechnungen gelangt man dagegen unmittelbar zu beiden 
Hauptintegralen. Die zu integrirende Function stimmt bei diesen 
Integralen mit der des Integrals (11) tiberein, und zwar wird, um die 
eindeutige particuliire Lésung von (1) zu erhalten, eine von — oo aus- 
gehende und dorthin zuriickkehrende Integrationscurve gewahlt, welche 
die Punkte 0 und 2 umschliesst, 


§ 2. 
In die Differentialgleichung (1) mége fiir y das bestimmte Integral 


(12) fw ~ayNdu 


substituirt werden, in welchem 1 eine Function von w allein, und 
g,h Constante bedeuten. Dann entsteht die Gleichung 


fw — x)-**{(e + 1) « — (uw — 9) (w—a)} Udu=0, 


oder, wenn der neben a -+ 1 stehende Factor ~ durch uw — (u — =) 
ersetzt wird, 


(a +- 1) fw — x) wll du 
— xc —2zy*I(uta—oe+1Udu 


Nach der Formel der theilweisen Integration ist aber 


== (). 


*) Man vergleiche § 3 des Aufsatzes ,,Ueber ein Integral mit doppeltem 
Umlauf“, diese Annalen, Bd. 35, p. 470 und § 4 des Aufsatzes ,,Zur Theorie der 
Euler’schen Integrale“, diese Annalen, Bd. 35, p. 495. 

**) §$ 1—3 der genannten Arbeit ,,Zur Theorie der Euler’schen Integrale“. 
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*h 
lat. nf (u — @)-“—" udu = 
= — [(w— 2) wy + fw — 4)-*-1 Sie) du, 


so dass man die Gleichung 


h 
— [Bl umr + Mens + fea) [2D — (wp ee] du—0 
erhilt, in der M das Product 
M = (u — z)-* wl 
bedeutet. Der Ausdruck (12) ist demnach eine particulire Lisung 


von (1), wenn man die Grésse WU als Function von uw durch die 
Differentialgleichung 


(13) ao _ (wu fa—e+1)u=0 
bestimmt und die Grenzen g, h so wihlt, dass 
(14) [M)u—. = (M)u=» 


ist. Aus (13) folgt, abgesehen von einem willkiirlichen constanten 
Factor, fiir 11 der Werth 


U = e*ure, 
so dass fiir M die Function 


(15) M = e" (u ome x)-e-1 ure 

zu setzen ist. Auf diese Weise findet man fiir y das bestimmte Integral 
‘h 

(16) y= f e (u — x)-* ut—-e du, 


dessen Grenzen g,h der Bedingung (14) geniigen miissen. 

Fiir die Grenze h darf statt eines constanten Werthes auch der 
Werth « genommen werden, wenn der reelle Theil von « + 1 negativ 
ist. Denn es gelten, wie man leicht beweist, fiir die Differential- 
quotienten von y dann die friiheren Ausdriicke. 

Die Gleichung (14) kann auf zwei verschiedene Arten befriedigt 
werden. Ist die Integrationscurve des Integrals (16) keine geschlossene 
Curve, also g nicht gleich h, so muss M sowohl fiir w—g als fiir 
wu = h verschwinden, da die in M enthaltene Potenz (w — x)-*" die 
wesentlich von einander verschiedenen Functionen (g — x)-*-' und 
(h — x)-*" liefert. Fallt dagegen in (16) die obere Integralgrenze 
mit der unteren zusammen, so braucht die Grésse M fir w= g = h 
nicht den Werth Null zu haben; denn der Gleichung (14) wird geniigt, 
sobald der geschlossene Integrationsweg von (16) so beschaffen ist, 
dass die zum Endpunkte desselben gehérigen Werthe der Potenzen 
(wu —2x)-*" und weet! mit den anfinglichen Werthen iiberein- 
stimmen. 








: 
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Es soll zunaichst angenommen werden, dass g und h von einander 
verschieden seien. Die Grésse M verschwindet fiir «=O und fiir 
u =a, wenn der reelle Theil von « —g@-+ 1 positiv, bezw. wenn 
der reelle Theil von a + 1 negativ ist. Ausserdem wird M=0 fir 
u = — oo. Indem man zur Abkiirzung O(w, x) die Function 
(17) D (uw, x) = eX (uw — x)-* ute 


nennt und die auf die reellen Bestandtheile zu beziehenden Un- 
gleichheiten 


(18) e+1<0, e—e+1>0 


als erfiillt voraussetzt, erhilt man die particuliren Integrale. der 
Differentialgleichung (1) 


(19) fow, x) du, fo, x) du, fou, x) du, 


deren jedes durch die beiden iibrigen linear ausdriickbar ist. 
Das erste der Integrale (19) ist, nach Hinzufiigung eines Factors 


(— 1)-*, das in (11) angegebene Hauptintegral. Man bemerke, dass 
die in § 1 erwahnte Identitit 


Je (a —u)-*ut-edu= E(a—o-+1, 1—a) x!-* F(a— 9+1; 2—9@; 2) 


zu einer Erweiterung der Ungleichheiten (18) fiihrt. Denn das obige 
bestimmte Integral stellt, da es gleich der Reihe ist, eine particulire 
Lésung von (1) dar, sobald es convergirt. Letzteres findet aber nicht 
allein fiir #<—41, sondern auch fir —1<a< 1 statt, falls 
ausserdem « —o@-+1>0 ist. Daher sind an Stelle von (18) die 
Ungleichheiten 
(20) l1—e«>0, «e—e+1>0 
zu nehmen. 

Das eindeutige Hauptintegral der Gleichung (1) wird durch keins 
der Integrale (19) dargestellt. Das zweite und das dritte Integral (19) 
setzen sich vielmehr linear aus der eindeutigen und der mehrdeutigen 
Hauptlésung zusammen. Dagegen kann man, wenn g=h gewihlt 
wird, sowohl das eindeutige Hauptintegral aus (16) ableiten, als auch 
in Bezug auf die mehrdeutige Hauptlésumg die nothwendigen Er- 


ganzungen fiir diejenigen Fille gewinnen, wo die Ungleichheiten (20) 
nicht erfiillt sind. 


§ 3. 


In der u-Ebene werde um u =0 als Mittelpunkt ein Kreis ge- 
schlagen, der den betrachteten Punkt « umschliesst. Der Radius 
desselben heisse &. Man wiahlt nun, indem man 


g=h=—c 
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setzt, wodurch der Bedingung (14) geniigt ist, den Integrationsweg 
des Integrals (16) in der Art, dass die Variable « zuntchst die negative 
reelle Axe von «= — oo bis uw = — k, hierauf den genannten Kreis 
im positiven Sinne, endlich wiederum den Abschnitt der reellen Axe 
von u=—k bis «=——oo durchliuft. Das hierdurch definirte 
Integral, fiir welches, nach § 1 der erwaihnten Abhandlung ,,Ueber 
ein Integral mit doppeltem Umlauf“, die abgekiirzte Bezeichnung 


(x, 0) 
(21) fc e“(u — x)-* ute du 


al: ndet wird, befriedigt die Differentialgleichung (1). Man er- 
kennt leicht, dass dasselbe, nachdem Anfangswerthe der Potenzen 
(uw — x)-* und uw*-¢ fixirt worden sind, eine eindeutige Function von 
x ist. Fiir die particuliren Lésungen der Gleichung (1) kommt nur 
der Punkt 2 = 0 als Verzweigungspunkt in Betracht. Fiihrt aber die 
Variable x, ohne die Kreisfliiche zu verlassen, einen Umlauf um den 
Punkt 0 aus, so tritt in (21) keinerlei Aenderung des Integrations- 
weges ein, und es nimmt bei einem beliebigen Integralelement, da 
keiner der Punkte w von « umkreist wird, die Potenz (w— 2)-* im 
Endpunkte der geschlossenen x-Curve denselben Werth an wie im 
Ausgangspunkte. Hieraus folgt, dass das Integral (21) in der Um- 
gebung des Punktes 2 =0, und daher auch in der ganzen Ebene, 
eine eindeutige Function von « ist. 

Um das Integral (21), welches fiir alle endlichen Werthe von 
x, @,@ einen bestimmten Sinn behilt, nach steigenden Potenzen von 
« zu entwickeln, setzt man fiir (w — 2) die Reihe 


u-«(1 —=y" =u-“(14+“ 5 = 4. sey) = +--+) 


ein. Dieselbe convergirt, da fiir alle Elemente des Integrals (21), 
gemiss der Definition des Integrationsweges, mod. « > mod. @ ist. 
Die in der Reihe vorkommenden Potenzen von wz treten vor die 
Integralzeichen, so dass fiir die zu integrirenden Functionen nur der 
Punkt «= 0 als ein singulirer, von der Integrationscurve umschlossener 
Punkt iibrig bleibt. Man findet auf diese Weise fiir das Integral (21) 
den Ausdruck 





(*0) .« 
fo evu-edu +7 ot evu-e—tdu + - 
(22) = 





Es wird nun, wie in § 3 der obengenannten rene ,4ur Theorie 
der Euler’schen Integrale“‘, durch F(a) das bestimmte Integral 
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(23) T(a) = [ie udu 


bezeichnet, welches den nimlichen Integrationsweg wie die in (22) 
vorkommenden Integrale hat (unter Hinzufiigung der Bedingung, dass 
fiir das reelle positive Argument «=k die Potenz u*-' den Werth 
el@—)logt wo log k reell ist, annehmen soll). Fiir ein positives ganz- 
zahliges v besteht dann die Gleichung (I. c. (38)) 

= — 1)’T (a) 
es 'e—-0=—-g6-5- 6a a 


Also kann man in (22) 
(0) = 
[lewerau =f(l—e-v= 
eee 2 2. a 
(—e)(—e—1)..-(—e—7+1) ele+1)..-@@e+v—)) 

substituiren. Hierdurch wird aus (22) die Reihe 
Fa — © ot Ht). +=) yy 
rl ett gyet + vieeti)..efe—-) “Tt 
erhalten; folglich ist 





(x,0 ” 
(25) fe ‘e*(u — x)-*u*-edu = T(1 — e) F(a; 9; 2). 


Die Constante @ wurde als nicht ganzzahlig vorausgesetzt. In- 
dessen behilt das Integral (21) auch in dem Falle, wo @ eine positive 
oder negative ganze Zahl oder Null ist, einen bestimmten Sinn. Fiir 
ein positives ganzzahliges @ bleibt die soeben angestellte Rechnung, 
welche zur Gleichung (25) fiihrte, vollstindig in Kraft. Ist dagegen 
@ gleich einer negativen ganzen Zahl — m, einschliesslich des Werthes 
@ = 0, so hat man die Gleichungen 


(1. c. (39) und (40)), in denen »v eine beliebige positive ganze Zahl 
bedeutet, zu beriicksichtigen. Da die einzelnen Glieder der Reihe (22) 
die respectiven Factoren 

rile), F(—e), Fi—e—1),..-. 
enthalten, so sind im Falle 9 = — m, wo diese Factoren 


T(m+ 1), F(m),...7(1), FO), F(—1)... 
lauten, die m-+ 1 ersten Summanden von (22) gleich Null. Die im 


allgemeinen Term vorkommende Constante [(1 — @ — v) wird, wenn 
man e@=—m, v=m-+1-+ uy setzt, gleich dem Ausdruck 
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— _ 2 : 
'G-¢-— y=T-—H)—T3a > 
wodurch die Reihe (22), nach Abtrennung des constanten Factors 
a(a + 1)...(a-+- m) 2 
1.2...(m-+ 1) 


amt! F(a+m+1; m+2; x) = ae F(a—o+1; 2— 9; 2) 
iibergeht. Das Integral (21) stellt also, wenn @ gleich einer negativen 
ganzen Zah! oder gleich Null ist, die in (3) angegebene particulire 
Lésung der Gleichung (1), sonst aber immer die particulire Lésung 
(2) dar. Fiir g@ = 1 sind die Ausdriicke (2) und (3) identisch. 


? 





wi, 
in 


§ 4. 
In den Fallen, wo die Constanten @ und g den Ungleichheiten (20) 
1—e>0, «e—e+1>0 
nicht geniigen, wo also das bestimmte Integral 


f e (u — xz)-* ut-¢ du 

divergent ist, erhilt man einen Ersatz fiir letzteres, indem man die 
Variable w einen Doppelumlauf um die Punkte z und 0 ausfiihren 
lisst. Ks werde auf der Verbindungslinie der Punkte 0 und @ ein 
beliebiger Punkt c angenommen, und durch diesen einerseits ein Kreis $3 
mit dem Mittelpunkte 0, andererseits ein Kreis Q mit dem Mittel- 
punkte x gezogen, so dass die zwei Kreise sich im Punkte c beriihren. 
Ein Umlauf lings $$, resp. Q soll kurz durch $+, O+ oder P-, Q- 
bezeichnei werden, jenachdem derselbe im positiven oder im negativen 
Sinne erfolgt. Man bildet nun (nach § 1 der Abhandlung_,,Ueber 
ein Integral mit doppeltem Umlauf) das Integral 


*(x, 0, x—, 0—) 
(26) J ev(u — x)-* ue? du, 


dessen Integrationsweg im Punkte ¢ beginnt und endigt und sich aus 
den Umlaufen 
Ot, Pt, OQ, DO 

zusammensetzt. Die Gleichung (14) ist bei dieser Wahl des Integrations- 
weges erfiillt, da nach (15) die Grésse M keine anderen (endlichen) 
Verzweigungspunkte als «= (0 und w= besitzt, und jeder dieser 
zwei Punkte von der Variable w zuerst in positiver, dann in negativer 
Drehungsrichtung umkreist wird. Das Integral (26) geniigt in Folge 
dessen der Differentialgleichung (1). Dasselbe convergirt fiir beliebige 
Werthe der Constanten @ und g und fiir jeden endlichen, von Null 
verschiedenen Werth von x. Fiihrt man in (26) eine neue Variable ¢ 
durch die Gleichung 
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u = tx 
ein, so geht die von u =O nach u = gezogene Gerade in die Ver- 
bindungslinie der Punkte ¢=0 und ¢=—1 iiber. Es sei t= c, der- 
jenige Punkt dieser Verbindungslinie, welcher dem Punkte uw = c 
entspricht. Dann macht die Variable ¢ vom Punkte c, aus einen Doppel- 
umlauf um die Punkte 1 und 0, und man erhiilt aus (26) den Ausdruck 


(1, 0, 1—, 0O—) 
(— 1) aie f ef te-e(1 — t)-« db. 
Wird hierin 
t Bax? he 
rn ae +p tee t+ Se pees 


gesetzt, so ergiebt sich eine Reihe, deren allgemeiner Term 


2 ae (1, 0, 1—, O—) 
(27) (— ty =... eal to—e+9(1 — t)-« dit 


lautet. Nun wurde in § 1 der erwihnten Abhandlung ,,Zur Theorie 
der Euler’schen Integrale“ (a, b) als die Grésse 


(1, 0,1 , 0—) 
(28) (a, b) = easter f to—1(1 — t)?- dt 


definirt , in welcher ¢ (wie bei obigem Integral) abwechselnd die Punkte 
1 und 0, und zwar erst in positiver, dann in negativer Drehungs- 
richtung umkreist, wihrend die untere Integralgrenze ¢ ein beliebiger 
reeller Werth zwischen 0 und 1 ist. Als Anfangswerthe der Potenzen 
te" und (1 — ¢)** fiir ¢ = ¢ sind in (28) die Ausdriicke e@-1es¢ und 
e®-Ylest—O zu nehmen, in denen log¢ und log(l —¢) die reellen 
Logarithmen bedeuten, Indem man ¢ = ¢, wahlt und bei dem in (27) 
vorkommenden Integral die Anfangswerthe der Potenzen ¢¢—¢+*, (1—é)-« 
in der soeben bezeichneten Art bestimmt, hat man 


ih i 0—) 
(29) J. ta-e++ (1 — t)-#dt — exi@-e+) © (a9 +v-+1, 1—2), 
wofiir, da e*'@+ — (— 1), und (I. ¢. (11) 





: — (_ 1 ____#@: 4: - A tone oe __ ¢« 
Clot» 1) = (—1! Gey eFos..@tb+o—1 €@,2) 
ist, auch 

a e— etd ie—et 9 -(@—et+r) or, i 
om Suseoe...esi-e” Se et+i.i-«@ 


gesetzt werden kann. Der Term (27) verwandelt sich hierdurch in 
das Product aus der von v unabhingigen Grosse 


ert(e—0) gi-" &(a —e+1, 1 — a) 
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und dem Ausdrucke 


_(a—e+1)(¢—e+2)..-(@-et») ,, 
1.2...”.(2—@)(3—@)...(~+1—e@) “* 


Demnach besteht fiir das Integral (26) die Identitit 





x, 0,2—, 0—) 
(30) | J ev(u — 2) ure du = 
= erile-”) E(a—g+1, 1—a) 2-¢ F(a— e+1; 2—9Q; 2), 


deren rechte Seite sich von der Reihe (3) nur durch einen constanten 
Factor unterscheidet. Die mehrdeutige Hauptlésung der Gleichung 
(1) wird also im allgemeinen Falle durch das bestimmte Integral (26) 
dargestellt, 

Es mége erwahnt sein, dass die obige Entwickelung des Integrals 
(26) auch in dem (hier ausgeschlossenen) Falle, wo @ gleich einer 
negativen ganzen Zahl oder gleich 0 oder 1 ist, giiltig bleibt. Da- 
gegen geht fiir 9 = 2,3,4,..., wo die Reihe F'(a—o+1; 2—Q; 2) 
aufhért, einen bestimmten Sinn zu haben, das Integral (26) in die 
eindeutige particuliire Lésung der Gleichung (1) 

Const. F'(@; @; x) 


iiber. Ist nimlich @ gleich der positiven ganzen Zahl m, die > 2 
vorausgesetzt wird, so nimmt die in (29) vorkommende Constante 


G(@—e+v+1, 1—2), 
welche man wegen der Gleichung (I. c. (20)) 
&(a, b) = E11 — a — J, b) 
auch 

&(e9 —1—v, 1— a) = C(m—1—», 1— @) 


schreiben kann, fir v=0, 1, 2,...m--2 den Werth Null an. 
Denn (a, b) verschwindet, wenn eins der Argumente a, b (oder 
1 — a — b) eine positive ganze Zahl ist. Es fallen auf diese Weise 
die m — 1 ersten Glieder der Reihenentwickelung des Integrals (26) 
fort und der erste von Null verschiedene Summandus derselben, der 
aus (27) fir » = m— 1 =e — 1 entsteht, ist eine Constante. Die 
Substitution » = m — 1-+ w formt den allgemeinea Term (27) in das 
Product 
wey (— i S(a + u, i— @) — 


(— 1)°7* a a(e-+ 1)... (@ 


~ ok a 
(m+ w—1)! i. ee 
um, und da w=0, 1, 2,... zu setzen ist, so ergiebt sich im ge- 


nannten Falle fiir das Integral (26) die Reihe 
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ae a(@ + 1) ; 
=i! ~€(«, 1—a) {1+ = 84> - cA Sa} at... 
== Const. F(a; m; x) = Const. F(a; 9; x), 


wie behauptet wurde. Man schliesst hieraus, indem man die Rechnung 
am Ende des § 3 beriicksichtigt, dass, von constanten Factoren ab- 
gesehen , die zwei Integrale (21) und (26) identisch werden, sobald @ 
ganzzahlig ist. Denn beide liefern die Reihe (2), wenn ¢ gleich einer 
positiven, und die Reihe (3), wenn @ gleich einer negativen ganzen 
Zahl oder gleich Null ist. Als weiteres particuliires Integral der 
Gleichung (1) tritt in diesen Fallen bekanntlich ein logarithmischer 
Ausdruck hinzu. 


§ 5. 
Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, dass das vollstindige Integral 
der Differentialgleichung (1) im allgemeinen Falle (unter der Voraus- 
setzung, dass die Constante @ nicht ganzzahlig ist) durch die Summe 


(31) yo, f° 'O(u, 2) auto, {“ ee ou, x) de, 
in welcher ®(u, x) die Function (17), und C,, C, willkiirliche Con- 
stanten bedeuten, dargestellt wird. 
Der Ausdruck (31) gestattet eine Vereinfachung, sobald eine der 
Ungleichheiten (20) 
l1—a>0, «e—e+1>0 
erfiillt ist, indem das Integral (26) 


(; x 0,2—, 0—) 
f P(u, x) du 


dann durch ein anderes, dessen Integrationsweg aus einem einmaligen 
Umlauf um den Punkt z, resp. um den Punkt 0 besteht, ersetzt 
werden kann. Im Falle « — 9+ 1 > 0 ist das Integral 


(x) 
(32) J, “b(u, x) du 
und im Falle 1— «> 0 das Integral 


(*) 
(33) | Ou, x) du 


convergent, bei denen die Variable « vom Punkte 0 aus den Punkt 
x, bezw. vom Punkte « aus den Punkt 0 umkreist. Die Integrale 
(32) und (33) unterscheiden sich aber von der Reihe (3) wiederum 
nur durch einen constanten Factor. Man entwickelt, um dies zu 
zeigen, die genannten Integrale nach steigenden Potenzen von 2. 
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Aus dem Integral (32) ergiebt sich, wenn (wie in (26)) u— ta, 
und ¢e* == 1+ ea +--+ gesetzt wird, der Ausdruck 


(1) 
ae f, e= te-e(¢ — 1)-*dt = 


on are fr (i + ce err « Ya” +4... . t—e(t — 1)-« dt. 


v! 





Man nennt nun E(a,b) das Integral (,,Zur Theorie der Euler’schen 
Integrale“’, Gleichung (24)) 


(34) E(a,b) = J. pat (t — 1) dt, 


dessen Integrationsweg einen positiven, bei 0 beginnenden Umlauf um 
den Punkt 1 darstellt. Der reelle Theil des Argumentes a wird in 
E(a,b) als positiv vorausgesetzt; die Zweige der Potenzen ¢*—, 
(£— 1)’-" sind durch die Bedingung bestimmt, dass sie in dem Schnitt- 
punkte ¢ == 4 des Integrationsweges mit der positiven reellen Axe die 
Werthe e(¢-Vleg4, e(—1)log@—1), in denen log A und log (A — 1) reell 
sind, annehmen. Der Factor von 2’+'-¢ in der obigen Entwickelung 
des Integrals (32) ist demnach (wenn man im Punkte ¢ =A fiir die 
Potenzen von ¢ und von ¢ — 1 die soeben erwiihnte Bedingung gelten 
lisst) gleich der Grésse 


~, Ea —e+v+1, 1 — a), 
die durch die Formel (I. c. (27)) 


5 a(a+1)...(a+%—1) __ 
Ea +», b)— Gapeth+i..-@+d+e—1 >?) 


1 (a—e+1) («@—e+2)...(@—e+) a am 
v (2 — @) (8 —@)...(v+1—e) E(a —e+1, «) 





iibergeht. Auf diese Weise findet man fiir das Integral (32) die Identitat 


fre (uw — x)-* ute du = 
= E(ja—e+1, 1—a)a-e F(a—e+1; 2— 9; 2). 


(35) 





Das Integral (33) verwandelt sich durch die Substitution w= 2(1—4#), 
welche die Werthe u =a, w=( den Werthen t=0, ¢ = 1 zuordnet, 
in das Product 
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/*(1) 
exi(l—@) are er A—) f-«(¢ — 1)*-e dt = 


inde” Oat #(t—1)e-eat 


v! 


== exi(t—@) gi >i 4” » El — a, a—oe+v-+1). 
Da aber fiir ein positives ganzzahliges v 


E(l—a, «e—e+v+1)=— 
=(— 1) fone tne—et*. (@—e+») 


Sane 6ti-e eS 8 et 
ist, so entsteht die Gleichung 





0) 
(36) I. e“(u — 2)-* ute du = 
er0-@ E(L—a, a—o-+1) a-¢ F(a—e+1; 2—@; 2), 

in welcher der reelle Bestandtheil der Constante 1 — a als positiv 
vorausgesetzt wird. 

Die Fille, in denen « — 9 + 1 oder 1 — @ ganzzahlig und positiv 
ist, erfordern eine besondere Erwihnung, weil dann das Integral (26) 
identisch verschwindet. Sind beide Constanten « — 0+ 1 und 1 —a@ 
positive ganze Zahlen, in welchem Falle auch g ganzzahlig ist (s. den 


Schluss des § 4), so kann das Integral (26) durch das in (19) ge- 
nannte Integral 


"x 


oe (u — x)-* u*-@ du 


ersetzt werden. Ist aber nur a—o-+1, bezw. nur 1—a eine 
positive ganze Zahl, so wendet man an Stelle von (26) die Integrale 
(32), bezw. (33) an, deren Reihenentwickelungen in (35) und (36) 
angegeben wurden. Mit dieser Modification bleibt die Gleichung (31) 
auch in den genannten speciellen Fallen giiltig. 








Ueber die Hesse’sche Covariante einer ganzen rationalen 
Function von terniren Formen. 


Von 


Ernst WO rFinG in Stuttgart. 


Im XII]. Band der Math. Annalen pag. 175 bringt Herr Professor 
Brill eine neue Darstellung der Hesse’schen Covariante einer terniren 
Form in Anwendung, indem er letztere nach Potenzen der homogeni- 
sirenden Variablen ordnet und nun die Hesse’sche Covariante durch 
die Ueberschiebungen der als Coefficienten jener Potenzen auftretenden 
biniiren Formen ausdriickt: eine Methode, welche sich als fruchtbar 
erweist bei der Untersuchung von Curvensingularitiiten und zu andern 
Zwecken, welche man a. a. O. nachsehen mége. 

Anschliessend hieran kann man folgende allgemeine Aufgabe 
stellen: Denken wir uns eine terndre Form in rational-ganzer Gestalt 
aus andern ferndren Formen (Grundformen) aufgebaut — eine solche 
ist beispielsweise das Product zweier oder mehrerer Formen —, so ist 
deren Hesse’sche Form jedenfalls eine Simultancovariante der gegebenen 
Formen und dieselbe soll nun in Function der im vollstindigen Formen- 
system der Grundformen enthaltenen In- und Covarianten dargestellt 
werden, 

Es ist dies in der That ausfiihrbar auch fiir héhere Formen, deren 
volistindiges System noch gar nicht bekannt ist und die allgemeine 
Lésung ist in den Formeln (I) bis (IV) des § 1 enthalten, von welchen 
die drei letzteren wesentlich als neu zu betrachten sind. § 2 und § 3 
beschiiftigen sich noch mit Erginzungen der allgemeinen Loésung fiir 
Specialfille und in § 4 werden die erforderlichen Operationen noch 
einmal zusammengestellt. An diesen algebraischen Theil schliesst sich 
ein geometrischer an, welcher sich mit der Discussion der zuvor ein- 
gefahrten covarianten Bildungen befasst (§ 5 bis § 7). Im letzten 
Paragraphen werden die gewonnenen Resultate geometrisch verwerthet 
fiir die Untersuchung einiger Fille von Carvensingularitéten , in deven 
die Hesse’sche Curve sich durch ein anomales Verhalten auszeichnet. 

Mathematische Annalen. XXXVI. 7 
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Simmtliche Resultate wurden auf dem Wege der symbolischen 
Rechnung erlangt; die Formeln sind so eingerichtet, dass ihre Be- 
nutzung keine weiteren symbolischen Rechnungen erforderlich macht 
und dass man zugleich mit den auftretenden Termen auch deren Zahlen- 
coefficienten erhilt, 

An dieser Stelle gestattet sich der Verfasser Herrn Professor 
Dr. Brill in Tiibingen fiir seine fordernde Anregung bei Abfassung 
dieser Abhandlung seinen innigsten Dank auszusprechen. 


$ 1. 

Kine ganze rationale Function ® der terniren Formen /,/, .. . fa 
lasst sich schreiben: 
(1) O=—4,F,+4,F,+---+4,F,, 


wo 4,4,...4, Zahlencoefficienten, F,F,... F dagegen Producte 
von Potenzen der gegebenen Formen: 


fh = a = + ses 
fh = «,,™ => B.”™" ame e * 


fa = af = BO 
sind. 

Vorerst sei indess vorausgesetzt, dass in jenen Producten F' nur 
erste Potenzen der f vorkommen und dass ferner eine Form f, welche 
in einem der Producte F’ auftritt, in allen tibrigen fehlen soll. 


Wir schicken zunichst folgende Bezeichnungen und Abkiirzungen 
voraus: 


a oe" 2 = A(f,) = H,, 
(a Ba’)? cemo—® Brmo—® af m-* = D(f; fi) = Dy, 
(ceex’ cx”)? camo ex) ™m—2 of m2 =Lifisfirh) =Lmn2, 
(aa’B") (aa) ae-* Bot am gmt = Of, fi) = %, 
(a @B) (a8) ame? Bm? gi m—1oiim—t —= U(fy; f\,f.) = Una» 


ow 


(2 cee’) (00 oe cc”) como ® of m2 gf’m—1 Qi!” ml == V (fy, fy3 fo fs) = Voras: 


H, D, L, ®, U und V sind hier als Functionszeichen zu be- 


trachten; die Indices 0, 1, 2... beziehen sich selbstverstindlich auf 
die Formen f,f,f.... . 
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Die Functionen Z und V sind iibrigens durch die identische 
Relation verbunden: 
(2) Vorrs + Vous + Vi20s = Lorels> 


woraus weiter folgt: 


(2’) 2(Voi2s a Voso1) — Lois + Loishe x i ooh +e Lyasfo- 


Unsere Aufgabe besteht nun darin, in H(@) mittelst Polaren- 
formeln erstens die Symbole der F und zweitens an Stelle dieser die 
Symbole der f einzufiihren. 


Die erste Operation fiihrt unmittelbar auf die Formel: 
(I) H(®) = 248 H(F;) + 32474, D(Fi; Fi) 
+ 624,44, L(F;, Fi, Fi. 
Wir setzen nun iiber unsere Formen f,/, ... f, Folgendes fest: 


Die in F, vorkommenden sollen /, /, ... fp sein; 


die in F’, vorkommenden Ch «+H, 


wobei noch zu bemerken ist, dass nunmehr z. B. der Form f;’ der 
Index <” zukommt. 


Wenn wir dann die oben erwihnte zweite Operation, niimlich 
die Einfiihrung der Symbole der f in Gleichung (I) vollziehen, die 
ausser den Functionen H, D, L,®, U, V noch weiter erscheinenden 
Bildungen durch identische Umformung auf letztere zuriickfiihren und 
endlich vermittelst der Gleichung (2°) unsere Formeln symmetrisch 
machen, so werden unsere Schlussresultate: 


q* 
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m?m,(s — m;,—1) D;;, 








(Il) H(F,) == {o- ny Or sy 


wee 1)? 


m?m,2D;, 





Mm, ;m,m, L ikl 


+6277 








F.2F, m?m; (m; — 1) D; » 
D (Fy; F;) {(s —_— 1y> 


2 2 
m?m,? D;, m,m, m, L 


+s(—1)> FRR, + 2s( —1) 5 aR 


2 
m,?m,m, Us 43 


— 2(s — 1) (s —1)h— AEF 








, , 
m,;M),,M; My, 





per +63 





+ 2s( —1)>- 


fete 


2 
mem, mM, TEL 





Rieh }; 


m,m,.m, (m, — 1) D;, 





8 NE AA 


. , 
m 2m, my O47. 


-- 2(s — 1)? p . >. 


2 
m2m,m, O54; 


Phy 


ilklitk 


, , Ii FF, 
QV) LF, Fs) — 8(8 — 1) 8 (s’ —1) 8” (s”—1) 





—2(s—m,)(s'—m;)(s""—m,")) L 

















m,m,'m," ((m,—1)(m,'—1)(m,”—1)—(m,—1)(s'—m,’)(s”—m,;")—(s—m,)(m,; —1)(s"”—m,;)—(s—m,)(s'—m,')(m," 
7 {z tht 
9 m,;m,'m,” (s’ — 1) (s” — 1) m, Vy wiz (s — 1) (s” — 1) m, Vevrex (8 — 1) (¢’ — 1) m,” Vive ) 
+ aL eg + Se 4 














-t- 8(8 — 1)> a tr 2h, 2h,” 
ae _, m,m, ; ~( & — m;") m, L;y ¢ (s — m,) m,” DL; 
+ s‘(s’— 1)>} if” i, + —e 


(s— m,) my DL, ey 


mm, ( (8° — m,") my Ly p 4 (8° — m/) my” Ly yoy 








m,; m; o ( (s’ — m, ") m, Di; x7 


+501) 


— aa a7 








my My, Vevew Few ex 
ns fe fy ) 
om, my" Ving ye + Very re) 
ae 
mj, M;,. ‘Ving k + V, ik ik 
Kpiat ee a: ° ss \. 





“ft \e =e 


Va Gi —*Uw— Ss) ue 
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In diesen Formeln sind die Summationen in Beziehung auf i, k, 1 
je zwischen den Grenzen 0 und p, in Beziehung auf i’, k’ je zwischen 
den Grenzen 0 und p’, in Beziehung auf i”, k” zwischen den Grenzan 
0 und p” vorzunehmen. 


Zur Abkiirzung wurde 


i=p i’=xp’ i"=p' . 
> Mm; = Ss; > m, = Ss; > m' = s” 
i= é’=0 ¢"=0 


gesetzt. 


Ebenfalls der Kiirze wegen ist die scheinbar gebrochene Form fiir 
vbige Gleichungen gewihlt worden; wie leicht zu sehen, gehen alle 
Nenner in den vor den Klammern stehenden Gréssen fF, F,? F,, 


F\F,F, auf. 


§ 2. 

In den Formeln (1)—(IV) des § 1 ist bereits die allgemeine 
Lésung unserer Aufgabe enthalten und wir haben uns im Folgenden 
nur noch mit besonderen Fallen zu befassen. Zuniichst miissen wir 
die zu Anfang des § 1 gemachte beschriinkende Voraussetzung auf- 
heben und von jetzt an auch den Fall zulassen, dass in den Producten 
F’ mebrere gleiche Factoren vorkommen, sowie dass diese Producte 
einzelne Factoren unter sich gemein haben. In diesem Fall helfen 
wir uns einfach dadurch, dass wir alle Factoren siimmtlicher F’ zu- 
niichst mit verschiedenen Indices bezeichnen und erst nach Anwendung 
der Formeln (1) —(IV) diejenigen Reductionen vornehmen, welche sich 
daraus ergeben, dass sich zwei Indices, etwa 4 und mw, auf ein und 
dieselbe Form beziehen. Die Vereinfachungen, welche fiir unsere 
Functionen D, L,, U, V eintreten, wenn zwei oder mehrere Formen 
unter dem Functionszeichen einander gleich werden, sind, soweit sie 
sich nicht aus der symbolischen Darstellung unmittelbar ablesen lassen, 
nachstehend zusammengestellt: 





(3) (for fo) = — “ae, 

(4) U (fos fis fi) = 2% + Duh, 

(5) U (es fos ft) = aE, 

(6) Whos fis fav fr) = — PB + Lyaf, — P8® + Vans, 
(1) WU for tis for fa) = — at + Pa, 


(8) Vifos fis for hi) = — Por 
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§ 3. 

Im Bisherigen haben wir noch eine zweite allerdings stillschweigende 
Voraussetzung gemacht. Fiir alle unsere Covarianten H, D, L, om, V, W 
ist das Vorhandensein zweier Klammerfactoren charakteristisch (siehe 
oben) und wir nahmen als selbstverstiindlich an, dass die Symbole der 
gegebenen Formen in jedem dieser beiden Klammerfactoren vorkommen 
kénnen. Dies ist aber offenbar nicht mehr der Fall, wenn unter unsern 
gegebenen Formen lineare sind; alsdann fiallt nicht nur ein Theil 
unserer Bildungen ganz weg, sondern es werden auch die identischen 
Umformungen andere und das Vorkommen linearer Formen ndéthigt 
daher zu ganz neuen Untersuchungen. 

Um nun nicht allzuviele neue Formeln entwickeln zu miissen, 
schlagen wir folgenden Weg ein. Unsere linearen Formen seien: 


Io = Uz) 
, 
9; = Uz, 


wobei also die wu, u ... nicht wie sonst contragrediente Variable, 
sondern Symbole gegebener linearer Formen bedeuten. 
Ferner fiihren wir folgende Bezeichnungen und Abkiirzungen ein: 


(wu uw") = T(9o) 91 92) = Tora, 

(@ Bu)? am? Br? == 2( fy; Jo) = 20,0, 

(aww) amo) oe S(fos Gor 91) = So,o1, 

(aun’)? am—?== O( fo; Jos 91) = Vor, 

(aBu) (aBw) a* B® = P(fy; Jor 1) = Poor, 

(cun’) (ame) amo? == Gf; 9o5 Ir» 92) = Go, orz, 

(cc we’) (ocr a”) am? == K (L935 Joy 943 92> 93) = Ko, ors, 

(cae u)? ame? of 2? == F'(f,, £5 Go) = Foro, 

(a a@ B) (wae B) ccm? Br? a ™—* = Bf y; f,3 90) = Bu,o, 

(oc or wu) (a w’) amo? a ™—2 == R(fy, f,3 Gor 91) = Ror,or 

(wa u) amet of) <= N(fy, f,3 Jo) = Nao, 

(cc oc'at) (cme) ome? a ™—t == I (fy; £43 903 G1) = Jos,or, 

(ecer’ u) (we) ae? a? == M( fo; £3 Jo} ir 92) = Moor, 
(a" wa’) (waa’) ae? alm? alm! == Ol fy, £15 f23 Jo) = Corz,0, 
(cau) (ceor” wu’) cero? mt aim! == E(fy; fy, fo3 Jor 1) = Eow,or- 


In den Abkiirzungen beziehen sich die vor dem Komma stehenden 
Indices auf die nichtlinearen Formen f,/,..., die hinter demselben 
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stehenden auf die linearen g)g,.... Doch soll das Komma von jetzt 

an weggelassen werden, so dass man sich z. B. bei Cjz:m zu merken 

hat, dass darin die Symbole von f;, f;, f; und g» vorkommen. 
Zwischen diesen Bildungen bestehen folgende identische Relationen: 


(9) Kooi + Koos: + Koos12 = 0, 

(10) Myx + Royo, 92= Mygors + Roror I 
(11) Moioi2+ Myi320+ M20; = 0, 

(12) Cor + Cy20 + Cooro = Lor29o, 

(13) Eoi201 + Eesoo1 + Cor 9= Roos hi, 

(14) Lo129s + T2309: = T1239) + T0192) 
(15) SonrJ2+ Sor2Io + Sood = Torhos 

(16) Goo129i t+ GFor029Io+ Lor2Sonr= Voor Jeo » 

(17) Now + Soorti = Noudo + Sirfo» 


(18) So12 S303 — Kose fi +#Moisie9o= Moror29s> 
(19) M1293 FM 1031 $2+-Mo 023% = P's03 Noo» 
(20) Eyo20291 — Eyo21290+ My 2012 fo= Soor Ni». 


Wenn nun unter unsern gegebenen Formen lineare vorkommen, 
so bilden wir innerhalb der Producte F’ ,,engere“ Producte, indem 
wir alle linearen Formen paarweise zusammennehmen, eine etwa 
iibrigbleibende mit einer nichtlinearen Form oder, weni keine solche 
vorhanden ist, mit dem Product zweier linearer Formen. Unsere engern 
Producte sind nichts anderes als nichtlineare Formen und es steht jetzt 
nichts der Anwendung der Formeln (1)—(IV) im Wege. Es bleibt 
alsdann noch die Aufgabe an Stelle der Symbole der engern Producte 
die Symbole der linearen Formen einzufiihren. Unter unsern Functions- 
zeichen stehen jetzt: 


a) nichtlineare Formen, 
b) Producte aus je zwei linearen Formen, 


c) Producte aus je einer nichtlinearen und einer linearen Form, 
d) Producte aus je 3 linearen Formen. 


Die Producte von der Form b) und c) werden aufgelést durch Formeln 
fiir unsere Functionen H, D, L,%, U, V, wenn unter dem Functions- 
zeichen ein Product einer linearen und einer nichtlinearen oder ein 
Product zweier linearer Formen steht (im Uebrigen natiirlich nicht- 
lineare Formen). Da aber jede nichtlineare Form ein solches Product 
méglicherweise sein kann, so sind ebensolche Formelu erforderlich 
fiir die in den ebenerwihnten Formeln ausser H, D, L, 9, U, V 
weiter auftretenden Bildungen 2, B, F, C, P,Q, R, S, E, aber auch 
fiir die in diesen neuen Formeln auftretenden weiteren Bildungen u. s. f. 
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So kommen wir schliesslich auf alle in diesem Paragraphen ein- 
gefiihrten Covarianten. 

Der Fall d) macht dagegen keine besondere Schwierigkeit. Man 
behandelt das Product dreier linearer Formen zuerst als Product einer 
linearen und einer nichtlinearen Form, und dann letztere wieder als 
Product zweier linearen Formen. 

Die zur Auflésung der engern Producte soeben als erforderlich 
nachgewiesenen Formeln sind nun: 


. as 1 0 2 « ’ . 
(21) H(fy + 90) = ep 1k { my? Hoge? — BL oho} 
bate a 
(22) D(f f+ 9) = m+ 1 {(m, — 1) Dogo + 2 Boo}, 
<“ . ° 1 y 2 ‘ > ’ , 
(23) Df, 905 fh) = (m1)? {m,? Dy 90? — 2m Boo Go+ Zool 
—2 Fy fo} 
——- 1 OY Al 
(24) L(fos fis fe 90) = m,+ 1 {(m, —1) Loiedo + 2Cy120} ’ 
™ , 1 ; oa lies Sint 
(25) (fo-9o fh) = (my 1)? {m2 Oy, 9.7 —Byoofo ot 5D oH? 
om 2 
+1 2f2), 
/ ; 1  . 
(26) U (fos fis fe°Go) = m+ 1 {m2 Vor29o + Bool} ’ 
, , , 1 : — ; 
(27) U(fy-903 fis he) = Tinea Mo" T1290 —Mo By iof.+-Borof;) Io 


+ Fi.ofe?—F woofole—F avofofr—2Cr200f0Io 
+Ly2fog? + 2wfilr} 
(28) Vifos fis far fa 90) = aga {Ms Vor2s90+ Corz0ls} » 
(29) V fo: Gos fis fay fa) = jazz {(™o—1) Versa Go+ Vows ot Costole 
+ Ossoof2+ C1200fs— Crs00fi—Ly29/09o} 


1 5 
(30) 2(fo° 905 1) = (ma 1? { my? 2190" — 2m) Poo GI 
+ 2091? —2 Qorofo}, 
a 1 y . 
(31) S(fo° 905 Ii» 2) = moi {MSoi2.Jo+Tor2fo}> 


(32) Q (for 903 91» 92) = at i { (1-1) Qo1290 +2 So12 To12} ’ 


. ‘ 1 ‘ 
(33) P(fo* 905 Ii J2) = (amp 1)? { my? Poy29o’—Mo( Po9291+Po0192)Io 
+ 20 9:92—Goor2lo}, 
1 
(34) @(fo- 903 913 92» Js) = m+ { (1m) — 1) Gor2390 + Sor2T ors 
+ SoisTor2}» 
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‘ 1 . 
(35) K (fo: 903 Iv 925 9391) = mop (Mo — 1) Ko123490 + Sora Togs 
+ Sos4Tor2} > 
a , 1 ’ 
(36) Ff: Gor hs 1) = mo 1 {my F119 + 2Sioi0}, 


(37) BC fas fi 905 1) = aey {m1 Bou + Pooh}; 


(38) B fy 905 hs 9) = wer 1)? { 49? Boy, Gy? — (Boro + Pools Go 
+ Zhi + Boor loo — Forfa} ’ 

, _ ’ 1 ; 
(39) R(fo: Ios fis Yor 92) = m+ 1 { (1 — 1) By 429+} Moir 20+ Mor 210} ? 


(40) N (fo: 9s his n= =i {my Noo + Sirofo}s 


. . 1 y ’ 
(41) S(fo- 903 fis M15 G2) = m1 { (1) — 1) Dore Jo + Sr2Si10 
+ Nos Lor} » 
‘ — 1 a 
(42) S(fo3 fi 903 3 J2) = mp vm T1129 — Goro2li}> 


(43) M(fo +905 13.915 929s) = a ar { (my — 1) Mory2390 + So23 S140 
+ Nor Tors} » 

, a. 1 . 

(44) M193 fi-905 15 92 Is) = m+ 1 {m, Mo112590 + Ksor2hs} > 


(45) (fos fis fe 903 0) = age {™2Coi21H + Buroife} > 

(46) Ca -Gor fis fe5 91) = yee {MoD Oya Jo—2Eso210-F Lyor01} 

(47) E(fos fis fe 905 I I= eee {™2Lore1290 + Marzo fe} > 

(48) E(fy:905 fis hei 9129) = egy { my Eosa12—3(Eor2ra92 + Evaro 
+ Roorfede + Roowehi9:) + 5(BoreheIo 
+ Roof Io + Morssof2 + Bumbth 


(49) H( 95+ 91) =, 

(50) D (fos Jo" 91) = Pow s 

(51) D(Go- 913 fo) = — > Qoors 

(52) L(9o° 915 for fr) = Koro, 

(53) (fo 90° 1) = 5 {2097 — 2Po G09 + Zoi H"} 


(54) U(fos fir 90° Nn) = > { Boog: + Bo9o}; 
(55) (90° 913 for fi) = — > Sror Siar, 
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(56) V (fos ths fa» Io 9) = y {Cor2091 + Corot» 
(57) V (for 90-913 fis fe) = > {En + Eviriod 

(58) Z(Jo- 13 92) = — > Tes, 

(59) 8( Jo 13 Go» 9s) => {Ty290 + Tors}, 
(60) Q( 90° 913 Gor Is) = To23 T 25, 

(61) = P(9o* 915 21 9s) = — > Tor Tors, 

(62) G(go-915 G23 I> 9s) = > {Tors Te + To Tr} » 
(63) K (90-915 92933 I4»Is)= AT 003 Tas + Toss Ties} > 
(64) F (99: 911 fos G2) = Gor» 

(65) B( fos 9o° 15 92) = ; { Por2do + Poort » 
(66) = B(gy- 913 fos 92) = — > Torr Soo» 

(62) R( for Go" 915 Gos Gs) = > {Kowoss + Koorso} » 
(68) N(fy, Go 15 G2) = > {Sood + Sou2Goh » 


. 1 Y ul 
(69) J (fo Go° Ni 923 93) = — 2 {Go20391 + GooisIot ’ 


(70) JS(go- 913 fos 923 Gs) = 7 


= {Sor F123 + Soar Tora} » 
& {Koos + Korsidot » 
= (So20Tise + Soa Tosat » 
’ {Rowo29; + Rosr29ot » 


’ . . 1 
(74) C9091 fo; hii 2) = Tr {Mews + Masa} » 


(71) M( fy; Go I15 923 In I= FZ 
(72) M(9o° 913 [03 923 Iw I) = : 


(73) O(fys his Io i fo = 


a . 1 
(75) E(fo5 fis $o915 Ja Is) = 2 {Moy20391 + Moris Gob » 

_ PP _ 1 
(76) (9-915 fois In Is) = 3 {Sor Sirs + Sio2 Surg} ° 

Beim Vorkommen gleicher linearer Factoren in den F’ verfahren 

wir nach den in § 2 auseinandergesetzten Grundsiitzen. Die in diesem 
Paragraphen eingefiihrten Covarianten werden beim Vorkommen 
gleicher formen unter den Functionszeicben nach folgenden Formeln 


reducirt, von welchen jedoch ebenfalls die von selbst einleuchtenden 
weggelassen worden sind: 
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(77) B( fy; fos $0) = + Hodes 

(78) I (fs fos 905 1) = > {— ZroH + Prorgehs 
(79) M(fy3 fo $03 Ii J2) = $ {Pros 9 —- Poor 92h » 
(80) Ol fas fis fis o) = 5 {DyoGo — Brood » 


(81) E(f; fi hi Jor Io) = : {2,209 — Dyy999? + Forofe + Forol 
— Fraofo} 
— . " 1 
(82) E(fy3 for fii $or 1) = > {PrnrJo — Bort» 


(83) E(h3 fis his 9 = ; {2 Rush: — Dy 99s + Brong:i + Broid 
7 sorfo} » 
§ 4, 


Zusammenstellung der Operationen, welche erforderlich sind, um 
von einer rationalen ganzen Function gewisser ternarer Formen die 
Hesse’sche Covariante in Function der In- und Covarianten des voll- 
stiindigen Formensystems der gegebenen Formen darzustellen: 

a) Die gegebene Function ® wird auf die Form 
(1) >= AF + AF, +> 
gebracht. 

b) Die engern Producte (§ 3) werden gebildet, so dass nur noch 
nichtlineare Formen vorhanden sind. 

c) Diese werden ohne Kiicksicht auf solche, die sich etwa wieder- 
holen, der Reihe nach mit den Indices 0,1,...p; O,1,... 93 
0", 1", ...p’;... bezeichnet (die Gruppen beziehen sich auf die 
einzelnen Producte £’). 

d) Die Formel (1) und sodann die Formeln (II), (III) und (IV) 
werden angewendet. 

c) Die engern Producte werden mittelst der Formeln (21)— (76) 
aufgelost. 

f) Die Beriicksichtigung der urspriinglich einander gleichen Formen 
fiihrt zur Anwendung der Formeln (3)—(8) und (77) (83). 

g) Das Resultat wird eventuel) mittelst der Identitiiten (2) und 
(9)—(20) vereinfacht. 


g 6. 

Eine Uebersicht iiber unsere invarianten Gebilde nebst ihrer 
geometrischen Bedeutung giebt die nachstehende Tabelle. In derselben 
ist die Curve f; = 0 kurz mit f;, die Gerade g, = 0 mit gy; der Schnitt- 
punkt der Geraden g, und g, mit (g,, g:) bezeichnet. Die (n—1)'* Polare 
eines Punktes nach einer Curve heisst lineare, die (n —2)'* dagegen 
conische Polare. 
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Zu vorstehender Tabelle ist vor allem zu bemerken, dass im Falle 
quadratischer Formen, welche gleich Null gesetzt bekanntlich Kegel- 
schnitte bedeuten, einige Modificationen eintreten. Erstens ist die 
conische Polare irgend eines Punkts in Bezug auf einen Kegelschnitt 
nichts anderes als der Kegelschnitt selbst. Zweitens sind, wenn alle 
{ quadratisch sind, die Formen H, 2, Q, P, G, K, D, F, R, L 
nicht mehr Covarianten, sondern Invarianten und stellen daher gleich 
Null gesetzt nicht mehr den Ort der Punkte x dar, zwischen deren 
conischen Polaren in Bezug auf die gegebenen Curven nebst den 
gegebenen Geraden eine gewisse Beziehung besteht, sondern die Be- 
dingung dafiir, dass zwischen den gegebenen Kegelschnitten und 
Geraden eben diese Beziehung besteht. 


§ 6. 

Wenn wir im Folgenden untersuchen, in wie weit unsere invarianten 
Gebilde bisher eingefiihrt und studirt worden sind, so haben wir zu 
bedenken dass unsere Bildungen, die eime lineare Form enthalten, 
also 2, F, B, N, C, zwar in der Litteratur vorkommen, aber nicht 
als Covarianten (Invarianten) von nichtlinearen und einer linearen 
Form, sondern als Zwischenformen (Contravarianten) von nicht linearen 
Formen, wobei die w eine contragrediente Variablenreihe bedeuten. 

Fiir diejenigen unserer Bildungen, welche besondere. Wichtigkeit 
haben oder fiir welche eine nichtsymbolische Darstellungsweise in be- 
sonders einfacher Form mdglich ist, soll die letztere angegeben werden, 
zu welchem Zweck wir eine fiir quadratische Formen geliiufige Ab- 
kiirzung auf héhere Formen iibertragen. Ist f, eine Form m,'** Ord- 
nung, so setzen wir 


5. Oe 
Mo 0x; =e 
i af aE 
Mo (mM, —1) oa = Hi i,k=1,2,3 
1 eh 


a — ——_"—_ == q; 
My(My—1) Ox; 0x, ea 


und bezeichnen ferner mit A;;, A,;, die Unterdeterminanten von a;;, ai; 
in der Determinante 
| Gj, Uy Np 
| Qyy Ugg Ag 
13 Ay, As 
Die Coefficienten von g, sollen g,, 9, gs sein. 
Die Indices der f und g werden durch Striche angedeutet. 








| 
ll 
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19 92 Os 
Do. = | 2 92 9 
"0 92 Gs | 


Bekannte elementare Bildung. 
TT ied Pad | 
H, =6 Bq Aqq Ay | 


Hesse’sche Form. 


Gi; Uo Ay Yi 





| 
a Giz Aen Ay 92) 
— a a | 
413 G3 G33, Qs | 

9 92 Gs 9} 


Fir f, als quadratische Form heisst die zugehérige Contravariante bei 
Clebsch-Lindemann (Vorl. tiber Geometrie pag. 291) F,, bei Salmon 
(Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 4. Aufl., pag. 438) 22. Fiir 
fy als cubische Form wird die zugehérige Zwischenform von Clebsch- 
Lindemann (a. a. O. pag. 543) mit © bezeichnet und ,, Poloconik‘* von 
go in Be2ug auf f, genannt. 

a 4G 4, 


Son = 9 G2 Is 





P => — 
001 
G33 Mog Ag3 Q 


, , , 
9, Go Js 0 
, 
| Gy, Aq Ais a, Geg Az 
| , , 
Do = 245) G2 Gyq G23 |] G2 Gaz Aas 





G1 Ay, Ay 

+] Giz Gy. yg 

Ay3 Ay, As Ay, 23 Ass | Gis Mag yg 
wird von Clebsch-Lindemann (a. a. O. pag. 295) mit A,,,, von Salmon 
(a, a. O. pag. 503) mit 20 bezeichnet. 

Die in der Tabelle erwahnte harmonische Lage der beiden conischen 
Polaren besteht in Folgendem. 

Liegen die Kegelschnitte f, und /, resp. als Strahlencurve und 
Punktcurve harmonisch, so dass D,, = 0 ist, so giebt es bekanntlich 
in Bezug auf f, unendlich viele /, umbeschriebene Polardreiseite und in 
in Bezug auf f, unendlich viele /, einbeschriebene Polardreiecke. Ferner 
trennen sich die Tangentenpaare, welche von dem Pol irgend einer 
Tangente von f, nach /, an f, und /, gezogen werden kénnen, harmonisch, 
Derartige Kegelschnitte sind besonders von Smith und Rosanes 
studirt worden. 
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o%, = — { (Ase Ags + Ass Ax, — 2 Aos Aj) z,? 
+ 2(A1s Ads + Ags Ais — Aig Ass — Ass Aig) %,% + ++ -} 
wird von Salmon fiir quadratische Formen mit F' bezeichnet (a. a. O. 
pag. 523). Die von Clebsch-Lindemann (a, a. O. pag. 291) eingefiihrte, 
mit ,, bezeichnete Grosse 
((«B) (a B’)a)* = — 4%, 
konnte wegen der Analogie mit den iibrigen Bildungen nicht in dieser 
Form beibehalten werden und es wurde an ihrer Stelle unser %,, ein- 
gefiihrt. 
Fy, = (daz dg3 + 33 G22 — 2 23 93) 9,” 
+ 2 (ais dos + aes Ais — Giz G33 — ays Giz) NGJot+-+- 
Die zugehérige Zwischenform ist das dualistische Gegenbild von %,,. 
Fiir quadratische Formen heisst dieselbe bei Clebsch-Lindemann (a. a. O. 
pag. 291) F’,, bei Salmon (a. a. O. pag. 521) ®. 
| yy Qn Ayn 


, 


pe Ayy Ay, Aggy Ay 
O10 | yg ag ggg |” 

12 92 Gs O |} 

Die zugehérige Zwischenform wird fiir quadratische Formen bei Clebsch- 
Lindemann (a. a, O. pag. 291) mit B, bezeichnet. 


a G 4a, 





, 


i , 
\ Now = a GQ, ay 


"4 6 G2 Os 
Fiir quadratische Formen heisst die zugehdrige Zwischenform bei 
Clebsch-Lindemann (a. a. O. pag. 291) N. 














, ” ” , ’ ” 

Ai Ay Ais A G2 As |i. dig G43 

, ” ” ’, , ” 

Loy» = G2 Az2 =A + Qi2 A222 A + Qy2 G22 Aes 

, ” ” ’ , ” 

a3 a3 Ass M3 23 G33 M3 G93 3g 
” , ee ” ” U 

| Ai dig Ms | G1 Gig hs G41 Gig ds 
” ’ , ” ” ’ 

hf Az2 = a3 + | aie Agg 33 + Giz Ag2 M93 |- 

” , , “” ” , 

a3 «G23 38 | Aig G23) 33 1@43 Gg3 «33 


Salmon fihrt diese Invariante fiir quadratische Formen an, obne sie 
zu bezeichnen oder zu deuten (a. a. O. pag. 557) Ciamberlini (,Sul 
sistema di tre forme ternarie quadratiche“ Batt. Giorn. vol. XXIV, p. 153) 
neunt sie Z und giebt als ihre Bedeutung an, dass die Kegelschnitte 
w,?=0 und (@’ a” u)?=O0 als Punktcurve und Strahlencurve harmonisch 
liegen und daher auch die durch cyklische Vertauschung hieraus hervor- 
gehenden Kegelschnittpaare. Eine andere Deutung ist folgende: Fasst 
man die 3 Kegelschnitte /, /, f, auf als Polaren der 3 Punkte: 


Mathematische Annalen. XXXVI. 8 
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Uz = O, = (au) (a’@B) (eae), 
(84) tty = Oy = (c:” au) (aa B’) (we’ B’), 
u, = O, = (aa u) (aa B’) (a a” B”) 
in Bezug auf dieselbe Curve dritter Ordnung (Clebsch- Lindemann, 
a. a. O. pag. 524), deren Hesse’sche Curve bekanntlich die Jacobi’sche 
Curve des Netzes der 3 Kegelschnitte 
13 == (a0 Ct”) Op Oy My 
ist, so ist Ly,. = 0 gleichbedeutend mit 
(85) tz iyi, = 0 
d, h. die 3 Punkte xyz liegen so, dass je zwei conjugirt sind in 
Bezug auf die Polare des dritten nach der Jacobi’schen Curve. Um 
einen symmetrischen Ausdruck zu haben, erlauben wir uns die Glei- 
chung (85) so auszusprechen: 
Die drei Punkte x, y, 2 sind ,,conjugirt“ in Bezug auf die 
Jacobi’sche Curve 13 =(). 
Fiir den Fall, dass f,, f,, f, héhere Curven sind, erhilt man als- 


dann die in der Tabelle gegebene Formulirung der Bedeutung von 
Loi» = 0. 


| = 2 { (An ai ais + Aj: (ain ays + aie a1) + Ax: G2 Aye 
+ Ais (ain ass + a}3a41) + Ags (ai2a43 + ais a2) + Ass ais ais) “,? 
oh (Au (ain aie + aig a1) + Aj (ain ase + 2 a2 a2 + dog a1) 
+ Age (diz agg + are a2) + Ais (au 23+ 2.413 + G13 12 + ds a1) 
+ Ags (a2 23 + 13 22 + a2 13 + a9 412) 
+ Ass (ais a3 + a'x3413)) LyLyf-+-b. 
Die Form wird fiir Kegelschnitte von Ciamberlini mit S,, bezeichnet 
und ihr obige Bedeutung gegeben (a. a. O.). 


Die der Form C,,.) zu Grunde liegende Zwischenform wird eben- 
daselbst mit V, bezeichnet. 


Schlussbemerkung. 


Die Formen 2, Q, G, F, J, welche in jedem Klammerfactor 
dasselbe lineare Symbol u enthalten, kénnen mittelst des Clebsch’schen 
Uebertragungsprincips (Clebsch-Lindemann a. a. O. pag. 274) in binire 
Formen iibergefiihrt werden und bedeuten daher gleich Null gesetzt 
Relationen zwischen Schnittpunktsystemen auf der Geraden g,. In 
den biniiren Ueberschiebungen, welche Herr Professor Brill in dem 
zu Anfang dieser Abhandlung citirten Aufsatz einfiihrt (Math. Ann. 
Bd. XIII, pag. 175) erkennen wir wirklich die obenerwahnten Formen 
wieder: (ba)(ba’) ist identisch mit Q; (ba) (be)cz mit J, (bb’)? mit 2, 
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(be)2c, mit F. Die daselbst ausserdem vorkommende Bildung (ba) (bb’) b. 
lasst sich ternir auf 2 und P zuriickfiihren; letzteres kann aber natiir- 
lich nicht binir dargestellt werden. 


§ 7. 

Unsere niichste Aufgabe wiire nun eine mdglichst vollstiindige 
geometrische Discussion unserer Bildungen fiir den Fall, dass unsere 
gegebenen Formen alle quadratisch sind (natiirlich abgesehen von den 
linearen). Wir hiitten zu sehen, was aus ihnen wird, wenn die durch 
diese Formen dargestellten Kegelschnitte einander oder die Geraden 
beriihren in Geradenpaare oder Doppelgerade degeneriren u. s. f. Die 
Formen, welche keine Invarianten sind, wiiren daraufhin zu unter- 
suchen, wann sie identisch (d. h. unabhiingig von 2) verschwinden. 
Bei den quadratischen Formen (Kegelschnitten) hitten wir die Be- 
dingung des Zerfalls in Geradenpaare und Doppelgerade zu erforschen 
und sie in Liniencoordinaten zu tibertragen. Auch ausgezeichnete Punkte 
unserer covarianten Curven, insbesondere ihre Schnittpunkte mit den 
gegebenen wiiren zu ermitteln. Wihrend sich manche dieser Aufgaben 
wegen zu grosser Complicirtheit kaum lésen lassen, sind andere ausser- 
ordentlich einfach und kénnen fiiglich dem Leser iiberlassen werden. 

Nur auf einige Punkte sei hier aufmerksam gemacht. 

D,, = 0 bedeutet fiir f, als Geradenpaar, dass f, durch den Mittel- 
punkt desselben geht; fiir /, als Geradenpaar, dass dieses harmonisch 
zu den von seinem Mittelpunkt an /, gezogenen Tangenten liegt. 
Beriihren sich f, und /,, so bedeutet D,, = 0, dass die Kriimmungen 
von f, und /, entgegengesetzt gerichtet sind und diejenige von /, das 
Doppeite von der von f, betrigt. 

®,, = 0 schneidet f, und /, in den Beriihrungspunkten der ge- 


meinsamen Tangenten beider Kegelschnitte, deren Gleichung (Salmon 
a. a. O. pag. 523) 

(86) 905 = AA, fof, - 

Daher geht ©, = 0 darch einen Beriihrungspunkt von /, und /, von 
der 1., 2. oder 3. Ordnung mit Beriihrung beider von derselben Ord- 
nung. 

®,, = 0 zerfallt, wenn /, Geradenpaar ist, in das Tangentenpaar 
von seinem Mittelpunkt an /; und wenn /, und f, Geradenpaare sind, 
in die doppelt ziihlende Verbindungslinie der Mittelpunkte. 

,, = 0 besitzt das gemeinsame Polardreieck von /, und /, eben- 
falls und zerfallt unter der Bedingung (Salmon a. a, O. pag. 531): 
(87) H,H, — 9D, Dy, =9 
in zwei Gerade durch eine Ecke desselben, ferner, wenn sich /, und /, 
doppelt beriihren, in die doppelte Beriihrungssehne. 


8* 
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In Liniencoordinaten kann ,, mittelst der Formen 2, 2), und 
Fy) ausgedriickt werden, wenn man in denselben u als Variable 
ansieht : 

(88) 36%), = 3H, D2) + 3A, Dy ~o) — 2H, H, Foo: 

Fiir Rojo; = 0 ergiebt sich ausser der in der Tabelle gegebenen noch 
folgende Bedeutung: es ist die Bedingung, dass auf den 4 Geraden, 
auf welchen die Schnittpunkte von g, und g, sowohl in Bezug auf /, 
als in Bezug auf /, conjugirt sind, diese Schnittpunkte harmonisch 
getrennt werden durch die Polaren des Punktes (g,, g,) nach /f, und /;. 

Noo = schneidet g, in den Doppelpunkten der von f, und /, 
darauf bestimmten Involution; es geht durch die Ecken des Polar- 
dreiecks von f/f, und f, und durch die Pole von g, nach f, und f, und 
seine Tangenten in letzteren Punkten gehen durch den Pol von g, 
nach (@e’u)*? = 0. 

Ny) zerfallt in ein Geradenpaaar, wenn g, durch eine Ecke des 
Polardreiecks geht, oder wenn sich /, und /, an zwei Stellen in ge- 
wohnlicher Weise oder aber an einer vierpunktig beriihren; es zerfillt 
in eine Doppelgerade, wenn /, und f; sich osculiren und g, Osculations- 
tangente ist oder wenn sich /, und /, beriihren, g, durch den Be- 
riihrungspunkt geht und von der Berihrungstangente durch die zwei 
iibrigen Schnittpunkte von /, und /, harmonisch getrennt wird. 

In Liniencoordinaten ist 


(89) Nous — > (Poo: Pros i Row); 


wo « wieder als Variable zu betrachten ist. 

Loy. = 0 ist, wenn fy, f, und f/, sich in demselben Punkt beriihren, 
die Bedingung, dass die Kriimmungssumme im Beriihrungspunkt gleich 
Null ist. 

Uyi2 = 0 zerfallt, wenn /, ein Geradenpaar ist, in die zwei Polaren 
seines Mittelpunkts je nach f, und/,. Ferner zerfallt U,,, = 0, wenn 
(90) You. —_ HA, H, H, Wks (Do, D,, A, + Dy, Dx» HA, + D,, Dy, Hy) 

+ 27 (Dor Dy» Doo + Dy, Dy Dy) — Lo2Nor2 = 9. 
In dieser Gleichung ist 
(91) Ayo = ((@B), (#8), (@"@’)* 
= 2D) Dy —2 (ao B’) (Ba B’) (aa” B”) (Ba” B”) 
eine Invariante, welche zu Z,,, dualistisch ist und von Salmon (a. a. 0. 
pag. 557) mit 48 bezeichnet wird. 

Aus der Symmetrie von Y,,, folgt, dass mit U,,. = 0 auch 

Uy. = 0 und U,,, = 0 zerfallen muss. Geometrische Ueberlegungen 


bestatigen dies und ergeben folgende Beziehungen zwischen den 
6 Geraden: 
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Es sei wu, = 0 eine Gerade von U,,, = 0 so ist 
(a B’ u)(c' Bala, = 0 eine Gerade von U,,, = 0, 
(a” B’u)(a" B" ae) (ae’'B’) (a B'y")yr—=Odieandere , 4, 5 
(a” B’ u)(a’ B’ @) a, = 0 eine , » Uy,=9, 
(« 6’ u) (et 6’ a)(«e"B")(«"B’ y's = 0 die andere, 
endlich: 
(a’ B’ u) (a! B’ a) (aa.” B”) (a By’) (y' By) (Byy”) yz die andere Gerade von U,,,; 
letzterer Ausdruck muss noch reducirbar sein. 
Durch einen gemeinsamen Beriihrungspunkt von f,/, und /, geht 
Uy;2 = ebenfalls beriihrend hindurch. 
Eoj01 = 9 geht durch den Pol von g, nach f, und durch den 
Pol von g, nach /,; es zerfiallt, wenn g, und g, nach /, conjugirt sind. 
An die Discussion unserer Bildungen fiir quadratische Formen 
schliesst sich eine solche fiir héhere Formen, doch soll hier nicht 
weiter darauf eingegangen werden. 


” ” 


§ 8. 

Die im Vorstehenden entwickelten Hilfsmittel sind natiirlich einer 
mannigfachen Anwendung faihig auf geometrische Probleme, welche 
sich auf die Hesse’sche Curve beziehen. Es sei hier nur auf ein 
specielles Gebiet von Untersuchungen hingewiesen, welche eigentlich 
die Veranlassung zu der vorliegenden Abhandlung gegeben haben. 

Durch die Zahl der in eine Curvensingularitit fallenden Doppel-, 
Riickkehrpunkte, Doppel- und Wendetangenten ist bekanntlich auch 
die Zahl der Schnittpunkte der Curve mit der Hesse’schen Curve in 
diesem Punkt bestimmt. Nicht dasselbe gilt aber von dem Verlauf der 
Hesse’schen Curve und von der Natur ihrer Singularitiit in jenem Punkt. 
Kine projectivisch unzerstérbare Eigenthiimlichkeit der Grundcurve in 
dem singuliren Punkt kann niimlich zur Folge haben, dass in der 
Hesse’schen Curve eine total andere Singularitaét auftritt, wihrend die 
Schnittpunktezahl beider Curven im singuliren Punkt dieselbe bleibt. 
Zwei Beispiele sollen hiefiir gegeben werden. 

1) Wenn f, und f, zwei sich in Punkt A beriihrende Kegelschnitte, 
In = 9; = J_ die Beriihrungstangente, g, eine beliebige Gerade durch 
A, so ist: 

(92) W=ffi + 499: 9293 = 

eine Curve mit Selbstberiihrungspunkt (Beriihrungsknoten, Salmon, 
An. Geom. der héhern eb. Curven, 2. Aufl., pag. 281 Nr. 1) in A und 
mit g, als Selbstberthrungstangente. Die 2 Curvenzweige schneiden 
resp. fy und /, in 5 aufeinanderfolgenden Punkten. Eine naihere Unter- 
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suchung zeigt, dass H(W) = 0 in der Nihe des Punkts A verwechselt 
werden darf mit H(/f,.f,) = 0 oder nach Formel (II): 


(93) 55424 Hyf°—24Dyy f,2fy— 24D of fo?-+24H, fo — 192%, fof, } =. 


Weil ©, die Curven /, und /, ebenfalls in A beriihrt (§ 1), so hat der 
letzte Term fiir sich gleich Null gesetzt in A einen dreifachen Punkt, 
genauer drei parabolische Zweige mit derselben Tangente. 

Die 4 ersten Terme von (93): 


(94) si A =3 (Ay fi — Daft? ii Dy oh + HF, f,*) =0 


stellen ein Product von 3 Kegelschnitten des Biischels 


Afy + uf; = 9 
dar; die Parameter derselben sind gegeben durch 
B= H,A' + Du — D, Aw — Hw =0. 
Unter den 3 durch die Gleichung 
(95) P= H+ 3D, Vu + 3D, 4u* + Hw = 0 


dargestellten Geradenpaaren des obigen Biischels ist ein doppelt- 
zihlendes, das Verbindungslinienpaar der beiden nicht in A fallenden 


Schnittpunkte von /, und /, mit A, welches also ein Geradenpaar mit 
Mittelpunkt A ist. 


Aber wegen der Gleichung: 

. or or 
(96) 3B = oe au 
befriedigt eine Doppelwurzel von [ = 0 auch B = (0 also unter den 
3 Kegelschnitten (94) ist ein Geradenpaar mit Mittelpunkt A enthalten, 
alle zusammen haben also in A einen vierfachen Punkt. Die Hesse’sche 
Curve verhalt sich also in A wie f,.f, .%), = 0 d. h. 

In einem Selbstberiihrungspunkt hat die Hesse’sche Curve im All- 
gemeinen drei die Selbstberiihrungstangente beriihrende Zweige. Die 
Schnittpunktzahl mit der Grundeurve ist 12. 

Zerfallt nun aber ®, — 0, so muss es, da g, nicht ein Theil von 
®), = 0 sein kann, in ein Geradenpaar mit Mittelpunkt A tibergehen; 
dann erhilt aber die Hesse’sche Curve einen vierfachen Punkt, zwei 
Zweige beriihren g, in A und zwei gehen einfach hindurch. Der 
Selbstberiihrungspunkt von W =O besitzt jetzt aber eine leicht zu 
ermittelnde Kigenthiimlichkeit. 

Die Bedingung fiir das Zerfallen von ,, = 0 war (§ 7) 

(87) H, HH, — 9D Dy = 9. 


Nun ist aber, wie gezeigt werden kann, fiir zwei sich beriihrende 
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Kegelschnitte f, und /; das Verhiltniss d der Kriimmungen im Be- 
riihrungspunkt gegeben durch: 


(97) @— {2 jue — $td+1=0. 
Mit Beriicksichtigung von (87) ergiebt sich hieraus 
d,=d,=—1. 


Also beriihren sich f, und f, mit gleicher und entgegengesetzter 
Kriimmung. 

Zwei solche Kegelschnitte haben aber noch eine merkwiirdige 
Kigenschaft: 

Die Verbindungslinie der zwei nicht in A fallenden Schnittpunkte 
geht durch den Schnittpunkt der zwei nicht mit g, zusammenfallenden 
gemeinsamen Tangenten. 

Wie f, und f, beriihren sich in Folge unserer Voraussetzungen 
auch die Zweige von W = 0 mit gleicher und entgegengesetzter Kriim- 
mung, also: 

In einem Selbstberiihrungspunkt, in welchem die Kriimmungen 
gleich und entgegengesetet sind, hat die Hesse’ sche Curve zwei beriihrende 
und zwei durchgehende Zweige. Die Schnittpunktzahl bleibt zwélf. 

2) Wir gehen wieder von der Gleichung 
(92) W = fohi + 490919293 = 9 
aus, setzen aber nunmehr fest, dass gg, 9. g, 4 Gerade durch den- 
selben Punkt A, /f, ein beliebiger Kegelschnitt /, = g, .g, ein Geraden- 
paar sei, wovon g, durch A geht, g, aber nicht. 

Alsdann hat W =O in A einen Undulationspunkt (Salmon, 
Héhere Curven pag. 285) mit g, als Undulationstangente. 

Wenn wir mittelst der Formeln I—III die Hesse’sche Curve von 
W bilden, stellt sich heraus, dass alle Terme einzeln gleich Null 
gesetzt zweimal durch A gehen, mit Ausnahme der beiden folgenden: 


_ 1 ; 
a Zhfi = — 24 {Dyofo*f + 8%), of} = 0, 
diese gehen einfach durch A und da /; Factor ist, ist g, Tangente: 
In einem Undulationspunkt beriihrt die Hesse’sche Curve die Undu- 
lationstangente. 
Kin Doppelpunkt in der Hesse’schen Curve entsteht nun, wenn 
(98) Z = Dy fy + 8%, = 0 
durch A geht, d. h. A in einen der Schnittpunkte von Z=0 und 
9, =O fallt. 
Die Auflésung des engern Products /, = g,. 9, giebt: 


Dy, =— a3 Qos» (nach Formel (51)) 
%, = ; (2049s° + 20591? —2 Prous 949s) (nach Formel (53)) 
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Ist y der Schnittpunkt von g, und g,, so ist 
Qos = %” 
und wenn wir die Identitiit 


(aBul’)u,” = (aBu’)us!” — ayB. + Byte 
quadriren, so geht schliesslich Z iiber in 


(99) Z =~ 0,2B,? — 2p tyBe py + Q. yy. 
Somit geht 
(100) Z, = 3a,*B,? — 4a,0,8,p, = 0 


durch die Schnittpunkte von Z = 0 und g, = 0. 

Wenn wir nun auf allen Strahlen durch y die 2 Punkte auf- 
suchen, deren jeder zu y und den Schnittpunkten des Strahls mit /, 
aiquianharmonisch liegt, so befinden sich alle diese Punktepaare auf 
einem Kegelschnitt und fiir dessen Gleichung finden wir keine andere 
als Z, = 0. 

Von diesem Kegelschnitt ist also zu verlangen dass er durch y 
geht, wenn die Hesse’sche Curve daselbst einen Doppelpunkt haben soll. 

Nach genauerer Untersuchung, die hier weggelassen werden soll, 
kommen wir zu folgenden Resultaten: 

Wenn wir auf der Undulationstangente g, einer C, mit Undulations- 
punkt A einen Punkt y wihlen, eine beliebige Gerade g, durch A 
ziehen, und deren Schnittpunkte mit der C, mit A verbinden, so werden 
durch die 4 Strahlen noch 8 Punkte auf der C, ausgeschnitten, durch 
welche ein Kegelschnitt f, geht. Die Schnittpunkte desselben mit g, 
sowie die Punkte A und y sind 4 Punkte, deren Doppelverhiiltniss von 
der Lage von y, nicht aber von der Richtung von g, abhiingig ist. Es 
giebt aber specielle Curven, fiir welche dasselbe anharmonisch ist, wo 
auch der Punkt y auf g, gewahlt werden mag, und bei diesen Curven 
hat die Hesse’sche Curve im Undulationspunkt einen Doppelpunkt. 

Die Schnittpunktzahl der Hesse’schen und der Grundcurve ist im 
allgemeinen wie im speciellen Fall gleich zwei. 

Aehnlichen Anomalien im Verhalten der Hesse’schen Curve be- 
gegnen wir bei dreifachen Selbstberiihrungspunkten , sowie bei Doppel- 
spitzen (d. h. Punkten, in welchen zwei Spitzen mit derselben Tangente 
zusammenfallen). Hier wie auch in unserm ersten Beispiel sind es 
hauptsachlich Symmetriegriinde, welche in letzter Linie zur Erklirung 
des abweichenden Verhaltens der Hesse’schen Curve beigezogen werden 
miissen. 


Stuttgart, im Januar 1889. 


























Ein Satz aus der Topologie. 
Von 


V. Esernarp in Kénigsberg i/Pr. 


I. 


Untersuchungen betreffend die Theilung der »-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit der p reellen unbeschrankt Verinderlichen 


x; ? Xo) oe 0 Lp 
durch m reelle lineare » — 1-dimensionale Mannigfaltigkeiten 


yy 2, + _— = lie A pXp * t= oni = 0, 


Ani X, * An2eXy me ie AnpXp ~ ta f(a) = = 0 

in Gebiete verschiedener Vorzeichensysteme, wie solche fiir die Ebene und 
den Raum von Steiner*) begonnen und neuerdings von Roberts**) 
wieder aufgenommen sind, fiihrten mich vor lingerer Zeit auf eine 
gewisse Function der Anzahlen der Theilgebiete verschiedener Aus- 
dehnungen, welche nicht nur allen méglichen Veriinderungen der » 
theilenden Mannigfaltigkeiten, sondern auch allen Variationen der 
Zahlen » und p gegeniiber einen invarianten Zahlenwerth beibehilt. 
Ich fand naimlich, dass, wenn allgemein die Anzahl der Theilgebiete 
he" Dimension, d. i. die Anzahl derjenigen Gebiete des p-dimensionalen 
Raumes, deren Elemente « in genau je p — h Mannigfaltigkeiten 
fi (x) = 0 liegen, mit g, bezeichnet wird, der Ausdruck 


Pp — Pp-1 + Pp-2 — + EM 
allemal den Werth + 1 besitzt, ein Resultat, das auch dann noch 
Giiltigkeit behielt, wenn als Gebiet fiir die Theilung an die Stelle 
des unbeschriinkten p-dimensionalen Raumes ein durch irgend m weitere 
Linearmannigfaltigkeiten abgegrenzter Theil desselben trat. Hiermit 


*) Steiner: Die Theilung der Ebene und des Raumes, Crelle, Band 1. 


**) Roberts: Proceedings of the London Mathematical Society. Vol. XIX, 
Nos. 330. 331. 
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war zwar nur eine Ausdehnung der Cauchy*)-Listing’schen Ver- 
allgemeinerung des Euler’schen Polyedersatzes auf Mannigfaltigkeiten 
von 4 und mehr Dimensionen gegeben. Indem ich aber weiter die 
m theilenden Linearmannigfaltigkeiten f;(2) = 0 durch solehe héherer 
Ordnungen ersetzte, fiihrte mich die analytische Fassung des Satzes 
dazu, als ein Theilgebiet in dem Systeme derselben jede Gesammtheit 
von Punkten des p-dimensionalen Raumes zu begreifen, denen be- 
ziiglich der » theilenden Mannigfaltigkeiten entsprechend gleiche Vor- 
zeichensysteme zukommen, und dieser Auffassung gemiiss nun auch 
hier den Ausdruck 


Pp — Pra + Pp-2 — ** "+ M 
einer Analyse zu unterziehen. 
Um der Untersuchung eine méglichst allgemeine, rein topologische 
Grundlage zu geben, definirte ich in dem Gebiete der p-reellen un- 
beschriiukten Verinderlichen 


By_ Boy ++ 9 Be 


n- Mannigfaltigkeiten »—1-facher Ausdehnung von der Beschaffenheit, 
dass alle endlichen Verbindungslinien zweier beliebigen, aber festen 
Punkte @ und b die nimliche Mannigfaltigkeit entweder in einer 
geraden oder einer ungeraden Anzahl] von Punkten schneiden und setzte 
fest, dass ein verinderlicher Punkt 2 mit dem festen Punkt a als auf 
derselben oder auf der entgegengesetzten Seite einer beliebigen der 
n Mannigfaltigkeiten gelegen angesehen werden sollte, je nachdem 
die Strecke 
a, + B(@, — a), «+ Ap + O(%p — ap) 
0Se=S1 

der besagten Mannigfaltigkeit in einer geraden oder in einer ungeraden 
Anzahl von Punkten begegnet. Dadurch, dass weiter diese zwei Seiten 
der Mannigfaltigkeit als positive und negative unterschieden und fiir 
den Punkt a gegeniiber jeder Mannigfaltigkeit festgesetzt wurde, auf 
welcher Seite er gelegen, erhielt auch jeder andere ausserhalb oder 
innerhalb der » Mannigfaltigkeiten liegende Punkt in Bezug auf die- 
selben ein ganz bestimmtes Vorzeichensystem. Die durch ein System 
von ” solchen Mannigfaltigkeiten bedingte Einteilung des co?-fachen 
Raumes zeigte im Gegensatz zu der Listing’schen Eintheilung die 
charakteristische Kigenthiimlichkeit, dass zwei Punkte y und z, denen 
betreffs jeder Mannigfaltigkeit das gleiche Vorzeichen zukam, doch 
nicht immer ausserhalb der » Mannigfaltigkeiten stetig in einander 

*) Cauchy: Recherches sur les polyédres. 24° partie. Journal de l'Ecole 
polytechnique, 16 Cahier. Paris 1813. — Listing: Census der raumlichen 
Complexe. Gittinger Abhandlungen. Band 10. 
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iibergehen konnten, dass vielmciir Fille méglich waren, wo jede stetige 
Verbindungslinie derselben mindestens eine Mannigfaltigkeit eine gerade 
Anzahl von Malen durchschnitt, wo also y und z zwar zu dem nim- 
lichen Theilgebiet aber zu getrennten Bestandtheilen desselben gehorten. 

Unter Ausschluss aller méglichen Grenzfille, in denen ein h-dimen- 
sionales Theilgebiet oder auch nur irgend ein Bestandtheil eines solchen 
in mehr als p —h der n theilenden Mannigfaltigkeiten zugleich ent- 
halten ist, d. h, unter der Voraussetzung allgemeiner Lage der n 
Mannigfaltigkeiten gegen einander, fand ich nun folgenden Satz: 

Theorem I: Werden die n theilenden Mannigfaltigkeiten in eine 
bestimmte Reihenfolge gebracht: 


fy (@y5 + +p Up) HO, oo oy fn(Myy o> y Mp) = 9, 
wird alsdann in dem Systeme der n — k Mannigfaltigkeiten 

fags (Bq. + oy Bp) =e O, . 0 oy f(y). - 0) Lp) OD 
die Anzahl y,n-~ derjenigen mehrtheiligen h-dimensionalen Theil- 
gebiete bestimmt, von deren getrennten Bestandtheilen ein Theil ganz in 


den Innenraum, ein Theil ganz in den Aussenraum der Fliche 
fe(@,,-. +) Zp) =O fallen und wird schliesslich aus den so bestimmten 


p +1 Werthen 


ae ; Xp, n—ky Up—iyn—ky + © +» XO,n—k 
die Grdsse gebildet 


Xn, 2—k Ap—1, n—k + TRY + Lo, 2-k = Xn—ky : 
so hat die Summe 
Xn—1 + Xn-2 $+ +> + %, 
ein von der urspriinglichen Anordnung der n Mannigfaltigkeiten f;(x)=0 
villig unabhingigen Betrag, nimlich den Werth: 
Pr — Pr-ait::-+%—1. 
Ich werde im Folgenden zunichst einen Beweis dieses Satzes 
geben, um alsdann die Theilung des p-dimensionalen Raumes durch 


Systeme von » linearen Mannigfaltigkeiten p — 1-facher Ausdehnung 
ausfiihrlicher zu behandeln. 


Il. 


Es seien die gegebenen » Mannigfaltigkeiten p — 1-facher Aus- 
dehnung in einer beliebigen aber festen Reihenfolge aufgefasst: 
F(a «+ -y Wp) =O, 0045 fa (iy + + Bp) = 0. 


Ein Theilgebiet in dem Systeme S, derselben werde kurz charak- 


terisirt durch das in Bezug auf sie seinen Elementen zugeordnete 
Vorzeichensystem 


yy Say» 0 09 Say 
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wo allgemein ¢; die drei Bedeutungen +, —, 0 haben kann. Es 


werden nun die zu einem Systeme S,_, vereinigten » — 1 Mannig- 
faltigkeiten 


fo(a%, ee | Lp) = 0, oe’ fal(@, oer Ly) = 0 
den p-dimensionalen Raum in resp. 


Pp, n-1) Pp—1, n—1) ee ey Po, n—1 

durch ebensoviele verschiedene Vorzeichensysteme 

Bay Sp 2209 Sn 
charakterisirte Theilgebiete zerschneiden. Ein solches im allgemeinen 
aus mehr als einem Bestandtheile sich zusammensetzendes Theilgebiet 
von S,-; wird der Mannigfaltigkeit f,(2,, ..., 2») = 0 gegeniiber 
nothwendig eine der folgenden drei Lagen einnehmen: 

1) Entweder liegen alle Bestandtheile des Theilgebietes 

Ser Sgn + + y Se 

auf derselben Seite der Mannigfaltigkeit. 


2) Oder es liegen ein oder mehrere Bestandtheile zu beiden Seiten 
der Mannigfaltigkeit, d. h. das Theilgebiet wird von letzterer ,,durch- 
schnitten“. 


3) Oder es liegen einige Bestandtheile auf der einen, die iibrigen 
auf der andern Seite von /,(x) = 0. 

Diesen drei Méglichkeiten entsprechend treten in dem Systeme 
S, von den drei in Frage kommenden Vorzeichensystemen +-, é,,..., €n, 
=~» Bag soy Buy Oy Sey eo 05 Se 

1) entweder nur das erste oder nur das zweite, 

2) sowohl das erste als das zweite als das dritte, 

3) das erste und das zweite, aber nicht das dritte auf. 

Bezeichnet man die Anzahl der h-dimensionalen Theilgebiete 


erster Art mit ),,-1, die Anzahl der Gebiete zweiter mit y,,,-1 und 
die Anzahl der Gebiete dritter mit y,,,-1, so gilt die Beziehung: 


(1) Pi, oi = Ph, n—1 + Wr, n—1 aa Xr, n—1- 

Durch die Einfiihrung der Mannigfaltigkeit f,(72) = 0 in den p- 
dimensionalen Raum wird die Anzahl g,,,—1 der vorhandenen h-dimen- 
sionalen Theilgebiete ausser um die Anzahlen y,,,-1 und 7, ,-1 noch 
um die Anzahl w,+:,,-1 der von der Mannigfaltigkeit /f,(7) — 0 zer- 
schnittenen h + 1-dimensionalen Theilgebiete des Systemes S,_, ver- 
mehrt. Die Anzahl g,,, der h-dimensionalen Theilgebiete im Systeme 
S, bestimmt sich daher durch die Gleichung: 

(2) Pin = Pr, n—1 + Wa,n—t + Mani + Vag, x1, 
(hom p, p—1l,..., 1, 0) 
wo jedoch p4in—-1 = Vo, n-1 = 0 zu setzen ist. 
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Vermige dieser p+ 1 Relationen geht der Ausdruck 
(3) Pp,n — Ppa e+ Pon 


tiber in: 


(4) Dp, n—1— Ppa, n—1 H+ +E Po, nr Ap, n—1 — Apa, a1 HE Jo, n—1- 
Setzt man abkiirzungsweise: 
Prn —Ppayn tes + Gn =n, 
(5) Pp, n1— Pp—1, n-1 t+ * + + + Po, n-1 = Vn-1, 
Ap, n—1 — Ap—tn-1 ++ E Yona = Xn, 
so hat man die Beziehung: 
(6) ®, = O.-1 + Xn-1. 


Indem man die an dem Systeme S, soeben vollzogenen Ueber- 
legungen jetzt an dem System S,-;, darauf an dem Systeme S,_». und 
successive an allen folgenden ausfiihrt, erhilt man folgendes der 
urspriinglich festgesetzten Reihenfolge 


fi@) =h@) =9, .-» fh@=9 
eindeutig entsprecendes Gleichungensystem : 
Dn — Dp-1 + Xn ty 
(7) D,—1 —= Wn—2 + Xn—2, 
®, = ®, + X, . 
Die Addition dieser Gleichungen: giebt: 


n—l 
(8) ®, = , + >) Xe-a. 
A=1 


Bs ist aber: 
D, = Yp,1 — Pp—ayi t+ + Gor 


und 
Ppt = 2, Pp-1,1= 1, Ppa = ++ = Por = 0.. 
Also folgt: 
a-1 
(9) % =14+ Xa. qed. 
A=1 


Der vorstehenden Betrachtung liegt die Voraussetzung zu Grunde, 
dass die » theilenden Mannigfaltigkeiten sich gegeneinander in unab- 
hiingiger Lage befinden, d. h. dass in einem h-dimensionalen Theil- 
gebiete sich genau p— h und nicht mehr Mannigfaltigkeiten durch- 
dringen. Um die Giltigkeit des abgeleiteten Satzes auch nach Aufhebung 
dieser Beschrinkung aufrecht halten zu kénnen, ist es nothwendig und 
hinreichend zwei durch verschiedene Vorzeichensysteme 


] , , , 
8s) Sgn e+ +) Sp UNd 8, 8, . 2 oy & 
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charakterisirte Gebiete dann als ein einziges Theilgebiet aufzufassen, 
wenn in den beiden Zeichenreihen mindestens p — h Paare ¢;, ¢; die 
Combination 0, 0 und kein weiteres Paar &, & die Combinationen 
+, —, oder —, + aufweist. 

Alsdann bleibt niimlich die Relation 


Pin = Pa, n—1 + Vi, n—1 H Ya, n—1 Hb Vas, n—1 
und demnach auch die iibrigen aus derselben gezogenen Folgerungen 
bestehen. 


III. 


Eine besonders einfache Fassung gewinnt das Theorem in dem 
unter I, erwiihnten Faille, wo der Theilung des p-dimensionalen Raumes 
ein System von n Linearmannigfaltigkeiten p — 1-facher Ausdehnung 
zu Grunde liegt. Da niimlich in einem derartigen Systeme sowohl 
hei allgemeiner wie bei gegenseitig abhiingiger Lage der » Mannig- 
faltigkeiten verschiedene Vorzeichensysteme auch verschiedene Theil- 
gebiete definiren, jedes der letzteren aber einen einzigen continuir- 
lichen Raumtheil darstellt, so verschwinden siimmtliche Gréssen x 
und X. Man erhiilt daher den Satz: 


Theorem 2. Fiir jedes System von n den p-fach unendlichen 
Raum zerschneidenden Linearmannigfaltigkeiten 


fi(@) = ai1%, +--+ + aipt +o —0 
(¢==1,2,...,%) 
hat die Grosse 
Pp - Ppa +--+ + % 

einen sowohl von der Dimension p des Raumes, als von der Anzahl n 
der theilenden Mannigfaltigkeiten, als endlich auch von deren gegen- 
seitiger Lage villig unabhingigen, invarianten Zahlenwerth, nédémlich 
den Werth + 1. 

Sind die in einem gegebenen Systeme statthabenden singuliren 
Lagenbeziehungen bekannt, so kann der Satz zur Berechnung der 
einzelnen Anzahlen gy, dienen, da derselbe die fiir den p-dimensionalen 
Raum zu lésende Aufgabe auf ” entsprechende des p — 1-dimensionalen 
Raumes, jede dieser auf »— 1 des p—2-dimensionalen Raumes u. s. w. 
zuriickfiihrt. 

Um den allgemeinsten Fall zu betrachten, seien die » Mannig- 
faltigkeiten 

yy, %, +++ + Apt +e, = f,(e) = 9, 


Ani %, + “es + AnpXp + = n(x) = () 


! 


p! (n—p)! 


als linear unabhiingig, die Determinanten 
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> + air. - + Gy, 


also simmtlich von 0 verschieden angenommen. Diese Voraussetzung 
schliesst die anderen in sich, dass auch die » — 1 Mannigfaltigkeiten 
p — 2-facher Ausdehnung, in welchen eine Mannigfaltigkeit /;(7) = 0 
von den » — 1 iibrigen geschnitten wird und allgemeiner, tiberhaupt 
die »—h Mannigfaltigkeiten p — h —1-facher Ausdehnung, in 
welchen das den h Mannigfaltigkeiten 


fi,(x) am Q, 0.05 i, (4) = (0 
gemeinsame Gebiet p — h'* Dimension von den n —h iibrigen ge- 
troffen wird, linear unabbiingig sind. 

Nun ist bei stetiger Bewegung der n Mannigfaltigkeiten /;(a”) = 0 
ein Wechsel in den zugehérigen Vorzeichensystemen d.h. eine Aenderung 
in der Anzahl, in der Construction und in der gegenseitigen Lage der 
Theilgebiete nothwendig an die Kreuzung*) von p + 1 Mannigfaltig- 
keiten /;(v) = 0 d. h. an deren Durchgang durch einen gemeinsamen 
Schnittpunkt gebunden. Gesetzt, es kreuzten sich bei entsprechend 
erfolgender Bewegung zuerst die p + 1 Mannigfaltigkeiten 

f,(2) = 0, f(@) = 9, +4 fr+1(2) =0, 
und es gehére zu dem kurz vor ihrem Eintritt in die singuliire Lage 


von ihnen begrenzten p-dimensionalen Theilgebiete bezw. zu einem 
Grenzgebiete desselben das Vorzeichensystem 


Ey, Fay + + +> Eptty Eppa, «+ ey Eny 
so wird dem nach erfolgter Kreuzung neu entstandenen analogen Theil- 
bezw. Grenzgebiete das andere Vorzeichensystem entsprechen 


— E15 —— Eq, © + +9 —— Eptiy Eppes oe oy Eny 
wihrend die iibrigen Vorzeichensysteme ungeiindert bleiben. Die An- 
zahl der Theilgebiete wird daher vor wie nach der Kreuzung die gleiche 
sein und nur fiir die singuliire Lage veriindert, nimlich um 22+! — 2 Kin- 
heiten vermindert**) werden. 


*) Als ein specieller Fall von Kreuzung ist der Durchgang des Schnittpunktes 
von p Mannigfaltigkeiten /;(«) 0 durch das Unendliche zu betrachten, indem 
nimlich alle unendlich fernen Punkte # zu einer n-} 1% gy — 1-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit gerechnet werden kinnen, 


**) Schneiden die Mannigfaltigkeiten /,(7)=0,..., fos (x) =0 zu je p 
sich in den p-+1 Punkten a, b, c, ..., m, so sind die Elemente 2 des von 
ihnen begrenzten (endlichen) p-dimensionalen Theilgebietes definirt durch 

2, = 0,4; + 3b; + - “++ O41 1m,, +4O,+---+49,=1 
(¢==1, 2, ..., p) 
wo 0= 4%, <1 ist. Fiir cin h-dimensionales Grenzgebiet verschwinden p —h 
von den #, wiihrend die iibrigen wie vorher alle méglichen echten Briiche als 


a 
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Wenn also ein allgemeines System 
f(z) =9, f,(@) =9,... fw) =90 
in ein zweites allgemeines System 
f(z) =0, f,(e) =0,... fala) =0 


stetig iibergefiihrt wird, indem etwa unter Festhaltung der » (p—2)- 
dimensionalen Durchschnitte 


fi(z)=0, fi(z) =0 
die Mannigfaltigkeiten des ersten Systemes durch Drehung um dieselben 
der Reihe nach in die entsprechenden Mannigfaltigkeiten des zweiten 
Systemes iibergefiihrt werden, so wird das erste System durch eine 
ganz bestimmte Reihe von singuliren Systemen des vorbeschriebenen 


Charakters aber ohne Aenderung der Anzahlen @ in das zweite iiber- 
gehen. 


Diese Betrachtungen zeigen, dass die Anzahl q, lediglich von den 
Zahlen p und » abhingt, und dass gesetzt werden kann 
Pv = Y(P, 2). 
Dann aber ergeben sich unmittelbar die weiteren Relationen 


n n ‘ € 
r= (To — 1, »—1), @ » = (5) o(r— 2, n— 2),. 


n 
-97 P= (*) 9 (V, i P); 
und die Formel 


Pp — Pat: D=! 
geht iiber in die Recursionsformel 


p(p, ®) —(T)er— L: ot + (5) o(p—2, ee 


--+(f) 90, n—py—=1. 


Fiir die Annahmen p= 0,1, 2, 3,... ergiebt dieselbe successive: 
n-+ 1 n+ 1 
90, m=1, o(,ny—("T"), o@m—14+("5'), 
n-+1 n+ 1 
o3,n)—=("T")+("F'). 


Werthe annehmen kénnen. Die Anzahl der h-dimensionalen Grenzgebiete be- 
p+1 
h+1 
trachteten Theilgebietes gegeben durch 


Geen es mane 


und es ergiebt sich 2”+! — 9 als die Anzahl der mit eintretender Kreuzung ver- 
schwindenden Gebiete. 


triigt daher ), und es ist die Gesammtzahl der Grenzgebiete des be- 
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Allgemein 
1) bei geradem p: 


oe m—1t("S')4(*T)4---4(b’); 
2) bei ungeradem p: 


voip. m—=("T)+("F*)4---4 (°F). 

Um zu entscheiden, wie viele von den »(p,”) p-dimensionalen 
Theilgebieten sich in’s Unendliche erstrecken, geniigt die Bemerkung, 
dass durch die Unterscheidung von -+- co und — oo eine (n-+-1)", un- 
endlich ferne Grenzmannigfaltigkeit definirt ist. Die Anzahl der un- 
endlichen p-dimensionalen Gebiete ergiebt sich demnach 

1) fiir ein gerades p: 


v1(p,) =29(p—1, n—1)—=2((1)+G)+---+(,2% 1) 


¢ oe ° ‘ 
2) fiir ein ungerades p: 


i(P 8) = 20(p—1,0—1) = 3(14-G)+()+---+(%4))- 


Auf analoge Weise sind auch die Anzahlen der in’s Unendliche 
sich erstreckenden Theilgebiete niederer Dimensionen zu bestimmen. 


IV. 


Die Theilgebiete in dem Systeme von » S p + 1 linearen Mannig- 
faltigkeiten /f;(4) =O sind die Analoga der gewéhnlichen convexen 
Polyeder. Fiir die letzteren gilt bekanntlich die Euler’sche Relation: 

P2—- A +H=2, 
wo g, die Anzahl f der Seitenflichen, g, die Anzahl k der Kanten 
und g, die Anzahl e der Ecken eines solchen Gebildes bezeichnet. 


Ks liegt die Frage nahe, ob allgemein fiir ein entsprechendes p-dimen- 
sionales Polyeder der Ausdruck 


Pp—1 — Pp-2 + Pp-3 — ++ + Mo 

gleichfalls einen von der Anzahl und der Lage der Grenzfliichen 
fi(z) = 0 unabhingigen Werth besitzt. Hierbei reicht es hin, die 
Betrachtung auf endliche Polyeder zu beschriinken, da ein aus zwei, 
im Endlichen getrennten, im Unendlichen zusammenhingenden Theil- 
gebieten (Gebieten entgegengesetzter Vorzeichensysteme) bestehendes 
Polyeder durch eine entsprechende lineare Transformation leicht in 
ein endliches Polyeder iibergefiihrt werden kann. 

Gesetzt, R,,, sei ein von allen » Mannigfaltigkeiten /;(7) = 0 
irgendwie begrenzter Korper, und zwar bezeichne allgemein g, die 

Mathematische Annalen, XXXVI. 9 
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Anzahl seiner Grenzgebiete R, der h'*® Dimension. Als blosses Theil- 
gebiet in dem Systeme seiner » Grenzmannigfaltigkeiten aufgefasst, 
wird er durch das in der Mannigfaltigkeit f,(7)—0 gelegene Grenz- 
gebiet R,1,,-1 von einem zweiten Theilgebiet R,,,, getrennt, wo m 
mindestens gleich p-+ 1 und hochstens gleich m ist. Beide Polyeder 
bestimmen zusammen ein drittes von den » — 1 Mannigfaltigkeiten 
fi(@) =0, f.(x%) = 0, ..., fi(@) = 0 
begrenztes Polyeder Ry, ,-1. 
Es mégen nun bezeichnen: 


(1) Pp—1) Pp—2, + h3q P15 Po 

die respectiven Anzahlen der Grenzgebiete von fF,» , 
(2) Pp—-1y Pp-2) +++ Pi» Po. 

die respectiven Anzahlen der Grenzgebiete von Ry, ,1, 
(3) Wp—2) Vp—sy +++» Vy» VY 

die respectiven Anzahlen der Grenzgebiete von Rp-~1,m—1, 
(4) Wp—1y Vp—2y + WY” 


die respectiven Anzahlen derjenigen Grenzgebiete von Ry, ,-1, welche 
durch die beziiglichen Grenzgebiete von Rpy—1,n-1 in je ein Grenz- 
gebiet von F,,, und eines von R,,,, zerschnitten werden und 
(5) Wp—2) Vp—s, eg Vy 
die respectiven Anzahlen dieser zerstiickenden Grenzgebiete von Ry—1,m—1, 
sodass allgemein #41 = y,' gilt. 
Es besteht dann offenbar die Beziehung 
Pit Oe =i +H + Uat vs, 
wenn h < p — 2 ist, und 
Pr-1 + Pp-1 = 2 + Yp-a + P-1; 
wenn h=p-— 1 ist. Es ist daher 


Pp vp pl 
Dt 4 = D> + G4 — Ga) + + pa — Ya) 
h=1 h=1 


h=1 
p—l 
a > + Vp—h-1 + 2, 
h=1 
wo innerhalb der 4 Summen das obere oder das untere Vorzeichen 


Geltung hat, je nachdem h eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. 
p—l 


Da aber (>) -+ (vps — Ypa1) = 0 ist, so folgt 
A=1 


PB P p—-1 
D4: 914 46 ~949405.—St4s.. 
A=1 A=1 A=1 


A=1 





——— 
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Angenommen jetzt, es sei fiir alle Polyeder R,,,,, bei denen 
P; <p und n, < n ist, bereits bewiesen, dass der Ausdruck 
Pr.—1 — Pp-2t- +++ H% 
1) bei geradem p, den Werth 0, 
2) bei ungeradem p, den Werth 2 hat, 
dass also im Besonderen 
1) bei geradem p: 


ss Pp—r m, Pp—1 = 0, S34 Yp-a-1 = 2, 
i=l h=l a= 


2) bei ungeradem p: 


p—l 


p 
ie = St ga=—2, Sty =0, 
h=1 h=1 A=1 


so folgt aus der vorstehenden Formel, dass der Ausdruck 


Pp-1 — Pp-2 t+ +++ 
gleichfalls entweder den Werth 0 oder den Werth 2 ergiebt, je nach- 
dem p eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 
Nun gilt in der That im eindimensionalen Gebiete fiir jede Strecke: 


bs ea 2, 
und im zweidimensionalen Gebiete fiir ein convexes Polygon: 


Y, — % = 0. 


Demgemiss resultirt folgende Verallgemeinerung des Euler’schen 
Satzes : 


Theorem 3.*) In einem durch Linearmannigfaltigkeiten f;(x) = 0 
bestimmten p-dimensionalen Polyeder ergiebt die Anzahl der Grene- 
gebiete unpaarer Dimension vermindert wm die Anzahl der Grenzgebiete 
paarer Dimension den Werth 0 oder den Werth 2, je nachdem p eine 
gerade oder eine ungerade Zahl ist. 


V. 


In dem allgemeinen Falle, bei welchem die » Grenzmannigfaltig- 
keiten f(z) = 0 des betrachteten Polyeders R,,,, ausser linearer De- 
pendenz stehen, gestattet die Relation 

*) In etwas anderer Fassung findet sich der Satz bei Stringham: Regular 
Figures in m-dimensional Space. American Journal of Mathematics, Band 3, — 
Vgl. auch: Biermann: Ueber die regelmiissigen Kirper héherer Dimension. 
Wiener Berichte. Band XC. 1884. — Hoppe: Grunert’s Archiv, Band 67. — 


Schlegel: Nova acta der kais. Leop. Carol. Deutschen Academie der Natur- 
forscher, Band 44. 


g* 
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(1) Pit Pr. =O. + di + oat oy 
(h=0,1,2,..., p— 2) 

eine zweite bemerkenswerthe Anwendung, niamlich die Berechnung 

der Zahl gq, selbst. 

Zufolge der gemachten Voraussetzung ist zuniichst 

y= UV, = Van, 
und die obige Relation geht iiber in 
(2) Pit Pu = Oi" + 2bn + War 
(ho=1,2,..., p— 2) 
und fir h=0O in 
(2a) Po + Po = % + 2%. 

Es gilt daher auch 
(3) Pri — Pa = 2, + Vi-1 — Hr. 

Unter der Annahme, es sei bereits bewiesen, dass alle diejenigen 
Polyeder Rpjn,, (Pi SP, ™% <<”), deren Grenzmannigfaltigkeiten 
linear unabhiingig sind, die gleiche Zahl y(p,,,,h) von h-dimen- 
sionalen Grenzgebieten besitzen, und dass sonach die rechte Seite der 
Gleichung (2), niimlich der Ausdruck 


204 + Yi — Ga = 2y(p—1, m—1, h) + x(p—2, m—1, h—1), 
— x(p, m, h) 
einen von der Zahl » unabhingigen Werth hat, folgt aus der Glei- 
chung (2), dass auch die Differenz 
Pr — Pr =14(p, 0, h) — x(p, nm — 1, h) 
fiir alle méglichen » stets ein und denselben Werth ergiebt, dass also 
auch gilt 
(4) x(p,,h) —x(p,m—1,h) = x(p, p+1, h) — x(p, p, h). 
Es besteht dann die Gleichungenkette : 
u(p, m, h) —x(p,m—1,h)=4(p,p+1, h) — x(p, ph), 
uP) n—Iy M)—x(psm n—2 oh) = x(p, p+ _ - UCP» Pb), 


snot. h) 63 ste, P; bh) = ste. e+i, hy - as és P; h), 
und diese ergiebt 
(5) x(p,n,h) = u(PsP; h) + (n—p) (x(p.p+1, h) — 1(P» DP, h)) 
(h=1,2,...,,p—2). 
Die Zahlen y(p, p, h) und x(p, p+1, hk) sind aber leicht zu be- 
stimmen, nimlich es ist: 
p! 


1(P, P, hk) = wc 4(p, p-+1,h) = = “prt appre T= = 
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Aus denselben berechnen sich mittelst der stets giiltigen Rela- 
tion (2) successive und zwar eindeutig alle Anzahlen y(p,, ,, h). 
Demnach ist auch die Gleichung (5) richtig, und es resultirt 





, p! p! 
(6) x(p, %, h) = Fry pr + — P) (+l (p—h—?D)! 
Also gilt der Satz: 


TheoremIV. In allen durch n linear unabhdngige p—1-dimen- 
sionale Linearmannigfaltigkeiten begrenzten p-dimensionalen Polyedern 
sind die Anzahlen der h-dimensionalen Grenzgebiete constant und zwar 
gegeben durch 


p! p! 
(ph) = a apr + — P) Gar @ ake aT 
—h=1,2,..,p—2—. 

Um noch die Anzahl y(p,, 0) der Grenzecken eines allgemeinen 
Polyeders R,,, zu berechnen, dient die Relation 
(2a) Po — Po = 2% — Yo» 
die unter Benutzung des Zeichens x die Gestalt annimmt 

u(y, , 9) — x(p, n—1, 0) = 24(p—1, m—1, 0) — x(p, m, 0). 

Den friiheren durchaus analoge Schliisse ergeben hieraus 

(3a) x(p, m, 0) — x(p, m—1, 0) = 24(p—1, p, 0) — x(p, p+1, 9) 


oe = 2p —(p+1)=—p—1 
und schliesslich 


(4a) x(p,, 0) =p +1+ (n— p—1)(p—}). 

Im Besonderen folgt fiir den Raum von 3 Dimensionen: 

Ein von » Ebenen in allgemeiner Lage begrenztes Polyeder besitzt 
allemal 3x — 6 Kanten und 2m — 4 Ecken. 


Kénigsberg, im April 1889, 














Kine besondere Art von Covarianten bildender Operation. 
Von 


Ep. Witrueiss in Halle a./S. 


Zweiter Theil. 


Simultane Covariaiten zweier cubischer Formen. 


$1, 

Dem Aronhold’schen Process 8, mit dessen Hilfe eine besondere 
Art von Covarianten der Form sechster Ordnung f(x) gekennzeichnet 
wurde, kann man, wie schon in der Einleitung angefiihrt wurde, unter 
gewissen Umstinden auch, wenn man f(z) in zwei cubische Factoren: 


f(x) = 9 (x) (a), 


— i=0 


zerlegt, die Form geben: 


(v 1-6. 3, +>ng aa,” 


wobei 


2 3 
> (3) Ginte+—6@), (3) ater =r(@) 
i=0 i=0 

simultane Covarianten von g und w sind. Verwandelt man zugleich 
die neun Covarianten von /, durch welche sich die sammtlichen 
Covarianten dieser besondern Art ausdriicken lassen, in simultane 
Covarianten von » und y, so muss nothwendig das analoge stattfinden: 
man muss simultane Covarianten bekommen, die sich aus diesen so 
erhaltenen neun Covarianten rational zusammensetzen lassen, wenn 
man an einer derselben die Operation &@ mit Hilfe der Form (1) des 


o=u 


Aronhold’schen Processes ausfiihrt. Es wird also auch durch diesen 
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Aronhold’schen Process (1) eine besondere Art von simultanen Covarian- 
ten gekennzeichnet. Aber bei niherer Untersuchung zeigt es sich, 
dass diese neun Covarianten nicht das fundamentalste derartige System 
bilden, sondern dass sich dieselben durch neun einfachere Covarianten 
ausdriicken lassen, die schon fiir sich diese Kigenschaft besitzen, und 
ferner, dass der Ausdruck (4) in der Einleitung nicht die einzige der- 
artige Function ist, welche fiir G(x) und [(x) zu dem Aronhold’schen 
Process benutzt werden kann. Ich werde vielmehr zeigen, dass die 
neun Covarianten 


(9, vy, A= 0, l, 2, 3, 
(2) (V, A)u; = 0, 1, 2, 
(p, 2), v=0O0,1 


der Art eine Gruppe bilden, dass man immer wieder ein Aggregat 
derselben erhdlt, wenn man an einer von ihnen die Operation 0 aus- 
fiithrt und dabei su dem Aronhold’schen Process Functionen G(x) und 
T(x) nimmt, welche v,, v, in der zweiten Dimension enthalten, und 
von denen die erstere, G(x), beziiglich der Coefficienten a; von (zx) 
von dem zweiten, beziiglich der Coefficienten &; von w(x) von dem ersten 
Grade, und T(x) aus G(x) durch gegenseitige Vertauschung der a; und 
a; entsteht. — 

Den Beweis kénnte ich ebenso wie den analogen in § 1 des 
ersten Theils fiihren. Nur ginge hier die Betrachtung nicht so glatt 
von statten; denn wenn ich durch Abzihlen des Grades und der Ord- 
nung dic allgemeinste Form des Ausdruckes, den ich durch die 


Operation é aus einer der obigen neun Covarianten erhalte, bestimmt 
=u 


habe, so werden sich in demselben ausser jenen neun Covarianten 
noch weitere Covarianten vorfinden, und ich muss zeigen, dass sich 
dieselben unter Benutzung der Eigenschaft der Ausdriicke, symmetrische 
oder alternirende Functionen der @; und @; zu sein, mit Hilfe der Syzy- 
ganten entfernen lassen. Dadurch wird die Betrachtung weit umfang- 
reicher, und da sie ausserdem noch iiberfliissig wird, wenn ich fiir die 
verschiedenen Functionen, die ich an Stelle von G(x) und [ (2) nehmen 
kann, die Operation ¢ thatsichlich ausfiihre, so ziehe ich vor, sie 


zu unterlassen. 


g 2. 


Die Function G(x) soll nach der Voraussetzung vom ersten Grade 
in den Coefficienten @;, vom zweiten in den Coefficienten @; und von 
der zweiten Ordnung beziiglich der Variablen v,, v,, von der dritten 
beziiglich der Variablen x,, x, sein. Sie muss daher, wie man aus 
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der Tabelle des vollstindigen Formensystems zweier simultaner cubischer 
Formen ersieht, wenn 


9(x) = a,* = b> =-- “s 
(2) = a, = jg? Ee 
bezeichnet wird, eine lineare Function der Covarianten*) 
0? as, Or,Ord.dz*, O2’a,'a,, A,?u,*, A,A,aa,’, 
A,’ a,’ &,, J a," (xv), a (xv), Px (xv)? 
sein. Diese neun Covarianten sind nun nicht linear unabhingig. Denn, 
wenn ich mit D die Polarenbildung unter Einfiihrung von v,, v, be- 


zeichne, so liefert die Clebsch-Gordan’sche Entwicklung nach Polaren 
die beiden Gleichungssysteme : 


4? a,' = DAy + . b.b2"(xv) + : Px (xv)’, 


(1) 


(2) A, Asay, = D'Av + + bE.2(av) — = pe(av)?, 


Aa’? a,= DPA : b.€27(av) + . Px(avy 
und, da 
(9,9,=&+ 599, (9,®,=— >~ 
(Gall, 5S. 427) ist: 


0,?a,>= D?O m+ ; (26.62? +d ayaz”) (xv) — ; P2(xv)*, 
(3) 0,0,a,a,?—=D?O p+ (266? +S asaz") (#0) + yy elev), 


0,’ a,"a,—= D? Og — ; (26,6? + Ja,a,”) (xv) — ~ Px(xv)*. 


Zu Folge dieser Gleichungen werden vier von den neun Covarianten 
(1) lineare Functionen der fiinf tibrigen. Fiir diese fiinf Covarianten, 
durch welche die iibrigen ausgedriickt werden sollen, will ich theils 
der Gleichférmigkeit halber, theils mit Riicksicht auf die leichtere 
Ausfiihrung der Operation ¢ die Functionen 


(4) 0,7 az°, OrOrdrGz?, O22 ae? az, A,?a,, Ja,az?(xv) 


nehmen. Die Darstellung der iibrigen durch diese ist, wie sich aus 
den Gleichungssystemen (2) und (3) ergiebt, die folgende: 





*) Was die Definitionen und Bezeichnungen anbelangt, so schliesse ich mich 
an den Aufsatz von Irhrn. v. Gall, Math, Annalen Bd, XXXI, S. 424, ,,Die 
irreducibeln Syzyganten zweier cubischer Formen‘‘ an, nur schreibe ich  statt /, 
» statt m. Im Folgenden werde ich dfters nothwendig haben, Formeln daraus 
anzufiihren, und ich will dies in der Weise thun, dass ich einfach den Namen 
», Gall“ und die Seitenzahl eingeklammert beifiige. 
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A, A,a,«,? = 0,’a," — 30,0,a,a,? + 20,?a,2a, + A,?a,' 
+ - J ay az?(xv), 
A,’ a, a, = — 20,0,4a,4,?+ 20,7 a,?a2+ A,’ «,*+ Ja,az" (xv), 
©) bobs"(av) = j 9,’ a,* + ; 0, O,a,a,” — ; 0, a)? az 


1 
— 7 IJaa,*(0), 
Px (a vo’? = 20,7? a," +- 40,0,a,a,? — 20,7a,2a,. — 


Ks muss sich demnach die Function G(x), da ihr allgemeinster 
Ausdruck eine lineare Function der neun Covarianten (1) ist, auch 
linear durch diese fiinf Covarianten (4) darstellen lassen. Daraus 


folgt, da 
So Z-T Sow f 


i=0 i=0 


3 (}) exer- 3D (f)omaver 


dass die allgemeinste Form der Operation 


1-3 ™" an +03 0a; 


i=0 


ist, wenn 


sich linear aus denjenigen Operationen 0 zusammensetzen liisst, in 
welchen fiir die Function G(x) diese fiinf Covarianten (4) und selbst- 
verstindlich fiir [ die entsprechenden Covarianten genommen werden, 
und dass daher die in § 1 behauptete Thatsache allgemein bewiesen 
ist, sobald man nur den Beweis fiir diese fiinf speciellen Functionen 
geliefert hat. Dies soll in den niichsten fiinf Paragraphen geschehen, 


§ 3. 

Um zu bezeichnen, dass die Operation 0, bez. 30 mit den Co- 

varianten 1 
G(x) = 0,?a,°, (x) = 6,?a,3 

ausgefiihrt werden soll, will ich dem @ den Index 1 anfiigen. Den 
Aronhold’schen Process zerspalte ich jetzt in der Weise, dass ich die- 
jenigen ‘Terme, in welchen die Differentiation nach den a; erfolgt, in 
0,7 6,', diejenigen, in denen nach den @; differentiirt wird, in 0,70," 
zusammenfasse der Art, dass 


6, = 0,7(0,; + 9,"). 





ee 
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Dann ist 

o p=, 0, y=0, 

0,"9 =0, 0"¢y=y, 
und demgemiiss, wenn F' eine Covariante vom Grade v, in den Coef- 
ficienten @; von g(x) und dem Grade v, in den Coefficienten @ von 


w(x) bedeutet : 
6, F = »v, P, 6,°F=yv,F. 
Daraus geht hervor, dass 
F =(v,+,)0/?F. 
Bei Anwendung dieser Formel ergiebt sich nun, wenn ich zugleich 
noch von dem Aronhold’schen Process, indem ich v, = u,, Vv. = Uy 


werden lasse, zu der Operation 0, itibergehe, und der Gleichmissig- 


keit halber (gy, w), statt 0,2? — © schreibe, das Gleichungssystem 
0, (9, va = 2(9, ¥)2 (9, Va, 4=0, 1, 2,3, 


(I) oY, A)u = 4(g, W)o (Vv, A)u; u = 0, 1, 2, 
5 (D, ™)y 7 6(g, V)o (p, IL)y, v= 0, 3; 


welches die in § 1 ausgesprochene Behauptung fiir die Operation 0, 
vu 
beweist. 
§ 4. 
Fast eben so einfach gestaltet sich, die Betrachtung, wenn 


G(r) = 0,0,a,a2", (x) = 0,0, a,a,” 
ist. Denn da 
0,0, a,a,” 


Sianeli (« Z (2) axis2\*2.9-*40, >) (3) fint,*2,'~*) , 
(wo der Summationsbuchstabe x, ebenso wie in den folgenden Glei- 


chungen dieses Paragraphen, die Werthe 0, 1,2 zu durchlaufen hat,) 


so ist der Aronhold’sche Process, den ich zum Unterschied mit 0, 
bezeichnen will, der folgende: 


(1) 8 = 50. {0,0 (Det Viens ga + De) es ge) 
+00, ( Det Nae gel + Det De ge) 
+0,0,( 13 —1) dings Go + Deter 5 Ga, :) 


+0, v( DG—s)a. i +S 8-»% 52 
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Dieser Ausdruck vereinfacht sich aber auf Grund der partiellen Differen- 
tialgleichungen, denen die Covarianten geniigen. Wenn F irgend eine 
Covariante von der Ordnung m und dem Grade v,, bez. v, beziiglich 
der Coefficienten @;, bez, @; bedeutet, so sind dieselben bekanntlich: 


Dt Vide gg + Dieta 55, ie a bu ter, 
> B— ae or + 2e—* a, z =U, a + ef, 
Detia. te + Det Nie rie ie, 


= oF = or F 
2 (3 —*) Gxt aq + 2 18- x) Geri Ge  — Me poe 
wo g die Abkiirzung fiir 
1 ¢¢ 
=> z (3 +3v,—n) . 


Demgemiiss nimmt der aus (1) resultirende Ausdruck von 0,F' die 
Form an: 


F 
8,F=+ 02F + 1 0,0,(v, oa mil vo): 


Hieraus erhalte ich, wenn ich von dem Aronhold’schen Process zu der 
Operation 0, iibergehe, da 
=u oF 
Uy a + uy - — =n 

ist: 

1 

6, F =; (8%,+3»,+n)0F. 

Indem ich diese Formel auf die betreffenden Covarianten anwende, 
ergeben sich die Gleichungen 


22%, v)a =+ (6—A) (9, Y)o (9, v)a; A= 0, 1, 2, 3, 


(ll) 82 (V; B)u =+ (8—#) (9, ¥)2(V, Aju, w= 9,1, 2, 





8, (Dy B> = (10—) (%) Va (Pty Y= O41, 


welche zeigen, dass auch die Operation @, an diesen neun Covarianten 
v—u 
ausgefiihrt, nur Aggregate dieser Covarianten liefert. 
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§ 5. 

Ungleich schwieriger wird die Bestimmung der Ausdriicke, welche 
durch die Operation 6 aus jenen neun Covarianten entstehen, wenn 
man dabei “t 
(1) G(x) = 0,?a,?a,, (x) = 0,7 a,?a, 
angenommen hat. Es wird hier von Vortheil sein, dass man den 
zu dieser Bestimmung nothwendigen Aronhold’schen Process und die 
dazu gehérige Rechnung nicht direct beziiglich dieser Functionen (1), 
sondern vielmehr beziiglich der Functionen 
(2) G(x) = pz(wv)’, T(%) = a2 (xv)? 
ausfiibrt, und dann aus den Ausdriicken, die man so erhilt, diejenigen, 
die zu den Functionen (1) gehéren und die in diesem Paragraphen 
bestimmt werden sollen, auf Grund der letzten der Gleichungen (5) 
in § 2 ableitet. 

Den Aronhold’schen Process, der zu den Functionen (2) gehért, 
will ich mit °8 bezeichnen. Denselben theile ich wieder: 

(3) 09 == 99’ + 09”, 
wo sich °0’ auf die Differentiation nach den @;, °0” auf diejenige nach 
den @; bezieht der Art, dass 


(4) 8 p() = pa(zo)?, 8 ¥(2) —0, 
9” p(x) = 0, 9” p(x) = x,(xv)?. — 


Bei der Ausfiihrung des Processes °d’ werde ich nur theilweise so 
verfahren, wie ich es in §2 und §3 des ersten Theils gethan habe, 
und zwar nur bei der Bestimmung von °d’A, °d’p und 0’. 

Nach der Formel (A’) § 1 im ersten Theil ist, wenn 


°d’ p (a) = a,* 
gesetzt wird: 


0’ A(x) = °0'[(ab)? a, bz] = 2(ab)2a,b,, 
und hieraus folgt, da nach (4) @,° = p,(#v)*, also 


tae 2 2 
(5) a; a, = =z Ps(nv) (Ev) + = Py (Sv) 
ist, dass 

90’ A(z) = < (pa)a, a, (xv) + = Doty? de, 
oder, da identisch p,a, — ppaz = (pa) (xv) ist: 


(6) 08’ A(x) = ; Poe Gz? — 2A,A2(av). — 
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Ebenso ist, wenn °0’A(x) = A? bezeichnet wird: 


9’ p(x) = 8’ [(@A)*a,] = (w@A) az, 


also 
°F p(x) = = (aa)ayasp, — 2(Aa) Ayes, 
oder, da*) 
(aa)? dys DP, = On’ pe — tp(xv), 
(Aa) A, Oya, = 0,’ pz + : A,’ 2: 
ist: 
(7) °8'p(x) = — + 0,"p, — A,?as — ~ t,(x0). — 


Sodann ist 
9’ x(x) = 0’ [(aV)*az] = (4V)* az, 
mithin auf Grund der Formel (5): 


(8) °F a(x) = + Ve pe — = (a0). — 


Bei der weitern Bestimmung werde ich aber einen andern Weg 
einschlagen, der mir hier, wo die Operation ¢ an den simmtlichen 


Ueberschiebungen derselben beiden Functionen ausgefiihrt werden soll, 
vortheilhafter erscheint. Auf die Producte 


°d'[p(a).v(y)], °F [V(z)-Ay)], oO [y(2),.x@)], 
und auf die Ausdriicke, die ich dafiir aus den Gleichungen (4), (6), (7) 
und (8) erhalte, wende ich den Omegaprocess an: 
Q oe 1 e = a ) 
bs ? 


mn \Gx, OY. Ox: 0% 


*) Die beiden Ausdriicke fiir (aa)*a,a,p, und (A:e)d,@,0, sind nicht un- 


mittelbar in dem erwiihnten Aufsatze von Gall zu finden. Ich erhielt sie folgender- 
massen: 
1) Es ist 
, o 1 

(aa)*4, 0, P,=(ae)*4, a,7,-+(ep) (aa)*«, (wv) =0,"P,+ | (Op) ©, —3(aa)'p, |(«, 
oder da 

(Op)0, = (0, p), = ed Jp, _ t, 
(Gall, S. 427) ist: 

(an)*a, a, p, =9,2p, —t, (xv). 


2) Aus 1,2>=2(A0)A,0, (Gall, 8. 427) folgt: 
(Aa) A, a, a0, =[(A0) (Oa)A,«,+(A9) (Aa)O, a, | a, = (Aa)*«, 0,? — (Oa)?a, A,*, 


also da, (Oa)*a, = (0, ¥)p=— sm, (Gall, 8. 427) ist: 


(1c)4, a,c, = 0,2p, +> A,*m,. 
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wo m und » die Ordnung der betreffenden Function in x und y ist, 
die diesem Process unterworfen wird. Dadurch komme ich zu den drei 


Gleichungssystemen : 
erstens 
°8" [42° ay*] = Pety*(xv)?, 
, : 2 1 : ° 
8’ ((aa)aq?ay?) => pyeyay?(v) + + (pa) ay? (er), 
, 2 
8 [(aa)Pazay) = : Px Gp” Oy + 3 (pe) &pay (xv), 
°8’[(aee)*] = (pa)a,’; 
zweitens 
WF (V2AZ] == p,Vx2dydy? — 2AedyVe7(yr), 


°F [((VA) Ve Ay] = = (Va) Ve dey Pe + VoVededy — (VA) Vede(y), 


[VA] = == (Va)'anp, +2(V2)4Ve; 
und drittens 


; 1 : Y 4 9 ‘ 
°O | Pety] = 5 Ve P2Py — 3 FoPe(yv) — 3 9," pr ty — A, ar, 


—* t,2y(xv), 
, 2 4 s 2 
°6 ((px)] a Gy Po — 3 (p 2)0,? aaah ,2,. 


Hierin lasse ich nun die Werthepaare 2,, x, und y,, y. mit u,, %, 
identiseh werden, und gehe ausserdem zugleich von dem Aronhold’- 
schen Process zu der Operation °0’ iiber, indem ich w,, u, an Stelle 


von 0, ¥, setze. Da (pa)a,? = (p, v), =v und 
(VA) VuAy = (V, 4), = FA — CO 

(Gall, 8. 427) ist, so erhalte ich 

°d" (9, %)o = 9, 

8 (, ¥, = 0, 

°F (9; ¥)2 = + YP, 


°o ¥), =, 


9 


(A) ° (V; Ajo = 3 PY, 








8 (V, B), =— Ze +A, 
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0’ (V, A), =—ipx — 200+ 2EA, 


o=>u 


°0” (P, I) =i pv —#4— ~ px, 


ou 





, 2 2 8 
(2 eh Gop — Fe 


- a0, 


worin u,, «, tiberall die Variablen sind. 
Das entsprechende System fiir °6” bekomme ich durch die gegen- 


seitige Vertauschung der Coefficienten @; und @;. Da dadurch » und 9, 
A und VY, pund a, § und €, 4 und uw, 6 und ¢t, D und E gegen- 
seitig in einander iibergehen, wihrend w, v, J und @ ihr Vorzeichen 
wechseln und C und © ganz ungeiindert bleiben, so ergiebt sich 


°d"(@, V)o = 0, 


°8"(y, v), _— 0, 

°8"(P, W)2 = pm, 

*d" (gp, W)s —?, 

°6"(V, A) == vx, 
(B) {o=u ; 

(VA), =F ab— ud, 


0"(V, A), =| pa —200+2DV, 


6" (p, X)) = pea — py — ‘px, 





” 2 2 8 
°d (p, 2) = Lop say neem 3 9. 


Auf Grund der Formel (3) finde ich nun die Ausdriicke, die durch 
die Operation = _ cntstehen , indem ich einfach die auf der rechten 


Seite der cntupeeshonden Gleichungen der beiden Systeme (A) und (B) 
stehenden Terme addire. In den Ausdriicken, die ich so erhalte, 
treten aber Glieder, wie yp, ppV, 2€, u.s. w. auf, und es ist 
daher noch nothwendig, sie so umzuformen, dass in ihnen nur die 


neun Covarianten (9, ¥),, (V, A), und (p, x), vorkommen. Dies 
geschieht mittels der folgenden Syzyganten: 


(a) 27J%—20°+ 2AV —vp—ga=0, (Gall, 8. 435), 
(b) 20v+y24+ ppV=—9, (Gall, S. 439), 
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(c) vO— i wA+ 4V=0, (Gall,S.436), 


(a) Co + 4 (ag—pt) +4 (WA—AV) +5 TAV=0, (Gall,8.436), 


(e) px + DV — 200+ EA —Jv=0, (Gall,S.429), 
(f) 40d + pV + 2px0+ 27?7A=0, (Gall,S.437), 
(g) 200 + Jpx+ po —txa=0, (Gall,S.430). 


Fast ohne Rechnung ergiebt sich auf diese Weise 
8 (, vy =0, 

0 (Y ¥): =9, 

8, Hr. = 3 IF — 50+ VA, 


8 (p, %), = 2», 


°8 (V, A) = — + oy, 

(IL) uae 
9 (V, A), = — + ce — vo — = JVA, 
"9 (V, A). =— Spat 2d», 


8 4 
°d (p, )y aaa at — 3 px0, 





feed (p; x), =— 800 — ‘ J px. 


Da 
t= (9, Wt) 0 =(9, V)o, J = (9, Ws, 
v=(V,A),, C=(V,4), 2@ = (p, z),, 


so finden sich thatsichlich auf der rechten Seite dieser Gleichungen 
nur die betreffenden neun Covarianten vor. — 
Aus diesem Gleichungssystem soll jetzt noch dasjenige abgeleitet 


werden, bei welchem zu der Operation 6 die Functionen (1) benutzt 
vu 


werden. Es geschieht dies, wie schon oben hervorgehoben, mit Hilfe 
der letzten der Gleichungen (5) in § 2, d. i. 


‘ ne i ‘ 
0," a,’ lt, = 20,02 4,42" — 0,7a,* — = px(xv). 


Denn, wie Ende des zweiten Paragraphen ausgefiihrt wurde, ist jetzt, 
wenn man dem 0, um zu zeigen, dass es sich auf die Functionen 


G(x) = 0,°4,?az, U(%) = 0,7, a, 
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bezieht , den Index 3 beifiigt: 


b3= — 4, + 28, — 5%. 


Demgemiiss erhilt man, wenn man noch der Gleichmissigkeit halber 
(p, v), fiir #, (p, v), fiir O, u.s.w. schreibt, das Gleichungssystem : 
0, (9, Vy = 2(9, V)o(Y, Y)o, 


d.(9, ¥), = as (9, v) (9, V)o) 


ou 


93 (9, Y), = — + (, ¥)1 (P Y)s + (Y, Y)o(@, Vv)» si <(¥, A), 


Qa 


RACE v); = — (V, A), 


8, (V, A), = $(9, v2 (V, Mo + 5, VV, A, 
(dy) 3°“ 


(VO), = (Ps Wy (Vs Ado + 2, Va (V, d), 
+ (9, ¥) (VY, Ade, 
0,(V, A), = -— (9, ¥)3(V, 4), + ; (P, X)o, 


c= 


93 (P; T)y = =, W)o(P, %)y — ; (p, v), (Pp, 2), 





Os (Ps a), = = (9, ¥)3(P, Xo + 2(M, ¥). (DP, 2)- 


Diese Gleichungen zeigen an, dass, wie in § 1 behauptet, die betreffen- 
den neun Covarianten auch beziiglich dieser Operation 96, eine ge- 


v—u 


schlossene Gruppe bilden. 


§ 6. 
Bedeutend einfacher ist die Entwicklung wieder im vierten Fall, wo 
G(x) = A,Pa,°, (x) = V,’a,' 
ist. Dem Operationszeichen 0 fiige ich hier den Index 4 an, und theile 
dann die Operation 6, ebenso wie oben, indem ich diejenigen Glieder, 


in denen nach den @;, und diejenigen, in denen nach den @; differentiirt 
wird, je zusammenfasse: 


(1) 0, = A,?d, + V.70,", 

wo 
0, p(x)=— (2), 9, o(4) =), 
0,” p(x) = 0, 0,’ v(x) = o(a). 


Mathematische Annalen. XXXVI. 10 
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Es ist nun bekanntlich (Gall, 8. 426) 


8," (9, ¥)o = 9’, 8,°(V, A), =—A4, 
8,"(9, ¥), = 9, 0,"(V, A), = 2D, 
0,"(9, ¥). =A, 0," (p, 2) = — PP’, 


8," (p, v)s = 9, 0," (p, 2), = 9; 
0,"(V, A), = 2A0, 

und analog durch Vertauschung von @; und @;: 
85 (9, vy =v, 0, (V, 4), =#, 
9, (9, v), =9, 0,(V, A), = 2, 
0, (Q, v)» = V, 0, (p, ml), = — x’, 
0, (9, ¥); =9, 0) (p, %), =9. 
0, (Vv, A), = 2V0, 

Aus diesen beiden Systemen finde ich auf Grund der Formel (1) 
die Darstellungen von 0,(9, %)), 9,(p, ¥),,... ues. w. In denselben 
lasse ich, um zu der Operation 0, tiberzugehen, v, = u,, v. = u, 
werden. Von den Ausdriicken, zu denen ich auf diese Weise gelangt 
bin, haben einige, diejenigen von 94 (9 %)y, 9,(V, M),, be i(V, A), 
und O(p, z),, noch nicht ihre definitive man da in ihnen die 
Glieder “Ay? , HA, LA, xz*Au.s. w. vorkommen. Dieselben eliminire 
ich mittels der Syaygante (Gall, S. 439) 

(h) 29? + Ay? — 20g¥ + Vg? =0, 

und den schon im vorhergehenden Paragraphen gebrauchten und an- 
gefiihrten Syzyganten (c), (e) und (f). Wenn ich dann noch fiir die 
Covarianten #,0,... ihre Bezeichnungen als Ueberschiebungen ein- 
fiihre, so bin ich zu dem folgenden Gleichungssystem gekommen: 


{ 24 (@ Vo = 2H, Y)o(M, V2 — 2(9, (HY) 

24(9) 9) = 0, 

bes Pe = 2(V; Ades 

26M ¥)s = 9, 

(IV) Ys A), = 4(9, ¥)2(V, A), 

b1(V A) = 209, H)a(V, A): 

Oa (V, Alo = 2: ¥)3(V, A) + 4(9, ¥)2(Vs A)2 — 2(D, Yo; 
Os (Ps to = 21H» H)a(Ps Mo + 2092 Hi (Ps Zs, 





| Os (Ps mt), = 0. 
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Auf der rechten Seite treten entsprechend der Behauptung in 
§ 1 nur dieselben Covarianten auf, wie auf der linken Seite. 


§ 7. 
Im fiinften und letzten Fall, wenn 
G(a) = Ja,a,"(“v), T(x) = — Ja,a,*(xv), 
wo ich dem é zur Unterscheidung den Index 5 anhiingen will, verfahre 
ich ganz ebenso wie bei der Bestimmung von °d in §5. Nachdem 


ich den Aronhold’schen Process in der Weise getrennt habe, dass 


(1) 0, = J(0,' — 05”), 
wobei 
(2) 0; p(x) = apaz*(xv), 9,’ o(z) = 0, 
0,” p(x) = 0, 0; P(e) = a a,7(xv), 


bestimme ich zuerst wieder 0,;'A, 0;'p und @,'z. 
Wenn ich 0,’ p(x) = a,° setze, so ist @,° = a,a,"(xv), also 
(3) Ae? dy = yy g*(Nv) + = Ayagay (Ev), 
und unter Benutzung dieser Gleichung findet man 
0,’ A(x) = 0, [(ab)? a,b] = 2(ab) a,b, 
= + (ab) daz beds + * (ab) apd, (x0), 


oder, da (ab)?a,b, = A,A,, und (ab)a,a,b,b, verschwindet, weil der 
Ausdruck beim Vertauschen der gleichwerthigen Symbole a und b sein 
Vorzeichen iindert: 


(4) 0,’ A (x) = ; 4,A,(«@v). om 
Ferner wenn ich 0, (7) mit A,? bezeiche, wo mithin 


A,’ = ; 4, A, (#0), 


so ist _ 
0; p(x) = 0, ((@A) az] = (@A)’ @, 
=. (Aa)A,a, a2, 
also 
(5) 3, p(2) = — = bbe — 4 po(wv). — 


Sodann ist mit Hilfe von (3) 
0,/ x(a) = 0,/[(aV)? a2] = (4V)*a, 
= = (AV) Vodedz + + (aV)*a,(xv), 


10* 
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d. i. 
(6) 0,2 (2) = = ,°&, + > %,(xVv). — 
Nunmehr unterwerfe ich die Functionen 
9; (p(x) - v(y)], 6;'(V (x). A(y)], 9;'[p(~) . x(y)], 
und die aus den Gleichungen (2), (4), (5) und (6) sich dafiir ergeben- 
den Ausdriicke dem Omegaprocess. Man findet dadurch die drei 


folgenden Gieichungssysteme: 
erstens 


0; [az3a,*?| = a,a,"a,> (xv), 


, 1 4 q 2 S 
95" [(ae) az? Oy?] = | ApAz? Gy tty” + —- (A) Ap Az My" (xv), 


0, [(a@)*az ay] = ; (A@) Ay Az yy + - (a0)* doty(xv), 
0; [(aa)*] = (aa) apa; 
zweitens 
9 2 f 
0, [V2 A] = 5 A, A,V2*(yr), 


0,” (VA) Vz A,] — ; 4, 4,V.V2 + ; (VA)A.V.(yv), 
8, [(VA)"]=— 5 (VA)A.Y,; 


und drittens 


P 2 ° 5 2 e 2 
9; [pxr%y) = 3 P2bo" Sy + 9 Hy Px (YV) — 3 7% bo Se — g Demy (xv), 


2 


8;'((px)] = = (pe) Ee? — 5 (Ex)& — Lem. 


In diesen Gleichungen setze ich wiederum fiir 7,, ~, und y,, y, das 
Variablenpaar w,, u,, und lasse zugleich, um von dem Aronhold’schen 
Process zu der Operation 0 zu gelangen, v,,v, in u,, u, tibergehen: 


c—u 


0; (9, vo = 9, 


Cee 


aang . 1 
0, (Pp, ¥), sal PY, 


6, (Q, W)o = ; a, 
0, (g, ¥); = 9, 


0, (V; J)o = 0, 


ot 


1 


6; (V; 4), = 3 VA, 
d;(V, A) =— Fv, 


r=u 
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0, (p, I)y =; (ps — «$), 
ou % 
aes 2 2 7 ? 
3s (p, m), =; (p, §),+ 3 (x, §), oer 9 pr. 


Die letzten beiden Gleichungen will ich noch umiindern. In dem 
Ausdruck von 0;'(p, x), setze ich fiir (p, &), und (z, §), ihre Werthe 
EA — CO + {px und DY — CO + + px (Gall, 8. 427), und elimi- 
nire EA und DV wit Hilfe der Syzygante (e) in § 5. Sodann ersetze 
ich p§ — w€ in der Gleichung fiir 0,(p, 2), mittels der Syzyganten 
(c) und (d) in § 5 durch 2V9-+ 70+ JAY. Dadurch ergiebt sich 


0, (p, t= 5 CO+ 5 70 + SIAY, 


v 


2 
Os (B) =) = 5 Iv — pa. — 


Aus diesem System leite ich dasjenige fiir 0,” durch gegenseitige 
o= tu 
Vertauschung von G; und & ab. Wie man sich leicht tiberzeugt, unter- 
scheideu sich die dadurch entstehenden Gleichungen von den urspriing- 
lichen nur darin, dass die rechte Seite immer das entgegengesetzte 
Vorzeichen hat, also: 


0,"(@, V)y =, 


7 P 1 
0; (Q, v), — 3 PY, 
, 2 
0,"(9, ¥), = — 28, 
o=u 
u. Ss. W. 


Bei Beriicksichtigung der Formel (1) erhiilt man nun aus diesen 
beiden Gleichungssystemen das gesuchte Gleichungssystem: 


9; (9, ¥)) =9, 
85 (Ps Wi = 5 (Pr VolHs Ms» 


6; (9, vo = ; (P, VW) (Ms ¥)s, 


=u 


3s (9, v)s = 2(9, W)o(M, v)s5 
0, (V, A), = 9, 





9; (V, 4), = — ; (p, ¥)3(V, A)o, 
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Os (V, A = — 5 (9 Ha(V Ad, 
a’ (Pp, X)) = < (M, W)3(M, ¥)3(V, A)y + ‘ (M, V)o(, ¥)3 (V, d) 


+ = (9, Yi (9, ¥)s(V, Ado, 





4; (p, x), = ~ (@; ¥)3(M, ¥)3(V, 4), — 2(@, ¥)3(D, I)y: 


Durch dasselbe ist auch ftir diesen Fall die obige Behauptung bewiesen. 
Und da nun jede derartige Operation ¢ sich aus den Operationen 


v=u 


6,, 9,,...,9, linear zusammensetzen liisst, so ist der Beweis jetzt 


v=—u o> o=64 


allgemein geliefert: Die oben niiher definirte Operation 8 kennzeichnet 


eine Reihe von Covarianten der Art, dass, wenn man die Operation 


& an einer derselben ausfiihrt, man immer wieder Covarianten dieser 
o=u 


besonderen Art erhilt. — 


g 8, 


Die Veranlassung zu dieser Untersuchung gaben, wie schon in 
der Einleitung bemerkt wurde, die partiellen Differentialgleichungen 
der Thetafunctionen zweier Argumente, in denen die Differentiation 
nach den Parametern in die Form eines solchen Aronhold’schen Pro- 
cesses, wie wir ihn eben betrachtet haben, gebracht werden kann. 
Diese Differentialgleichungen lassen sich, wenn O(w,, wu.) die Weier- 
strass’sche Thetafunction, und 4@ die sogenannte Determinante der 
realen Perioden bedeutet, und wenn 


z/1e=Th 
2 V ) ° 
gesetzt wird, in der folgenden Weise schreiben*): 


2 
. 1 oTh 1 
(1) 60,Th + — v,4-*F y,ere—2§ —___. 4+--ATh = 0. 
4 2 ’ Ug OU, 2 
Die verschiedenen Darstellungen der Operation 0, sind schon oben 
angegeben. Insbesondere, wenn Th eine gerade Thetafunction bedeutet, 
so wird man, da die einzelnen Glieder der Entwicklung einer geraden 
Thetafunction aus simultanen Covarianten der beiden cubischen Factoren 


g und w von f bestehen, der Operation 0, die Form (4) in der Kin- 
leitung geben: 


*) Vergl. den Aufsatz des Verf., Math. Annalen, Bd. XXXIII, S, 286. Nur 
habe ich hier u, — u,, bez. v2, — v%, an Stelle von w, wv, bez. v%, Ve gesetzt, 
damit u,,% und v,, v, unmittelbar die Variablen der Covarianten sein kénnen. 
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00 -> Gi i, +>. oy ? 


i=0 i 
wo bei der Bezeichnung f= 9 - y = A,': 
G (a) = {(Aa) A, A,*ay? — { ((@b) e eepb,? + (ab) 0462p bz) a,*| ; (av) 
ist. 

Diese Differentialgleichungen kénnen, wie ebenfalls schon in der 
Einleitung erwahnt wurde, dazu benutzt werden, um eine Recursions- 
formel abzuleiten, mittelst deren man die Glieder héherer Dimension 
in der Entwicklung der geraden Thetafunction in eine Potenzreihe 


aus den Gliedern niederer Dimension ableitet. Substituirt man nim- 
lich in die Differentialgleichung 


Th=t(1+N,+N,+N+-:-:), 
wo N., die Glieder von der Dimension 24 in den Argumenten be- 
deutet, und ¢* das Product der Discriminanten von » und yw ist, lisst 
alsdann die Variablen v,, v, in u,, u, tibergehen, so erbilt man, da 
die Glieder gleich hoher Dimension in den Argumenten einzeln ver- 
schwinden miissen, die folgenden Beziehungen: 


120,¢+ N,t=0, 
24¢ do Nea-2 —+ 24 Noa» dy t + 24.(24— 1) Neat -{- 2A Noj-4t => 0, 


und aus diesen ergiebt sich durch Elimination von ‘6,¢ die gesuchte 


Recursiénsformel : 
2A(24 —1) Nog = — 24 0, Noro + 2.N, Nore — 2A Noro. 
Da nun*) ya 
2A = = (120? + 15VA — 10J9), 
und 
N=1, N,=—0 


bekannt sind, so kann man mittels derselben die Glieder vierter, 
sechster, u. s. w. Dimension leicht bestimmen, sobald man nur noch 


die Ausdriicke kennt, die durch die Operation 0, aus den betreffen- 
o=u 

den Covarianten entstehen. — Man schliesst ferner aus dieser Formel, 

da in derselben unmittelbar nur die Covarianten ¢=(9, ¥),, O=(9,¥)., 


*) Siehe den Aufsatz des Verf., Math. Annalen Bd, XXIX, 8, 296 und 297. 
Durch Vergleichung der dort stehenden Differentialgleichung mit der Gleichung 
(1) ergiebt sich, dass 


6 3 
2A == + 3VA— | (ox + op), 
und hieraus resultirt mit Hilfe der Syzygante (a) in §5 der obige Ausdruck. — 
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J =(9,¥), und VA =(V, A), auftreten und die einzige Operation, 

welche neue Covarianten erzeugt, die Operation 46, ist, welche die in 
o=u 


diesem Aufsatz betrachtete Form hat, dass die Covarianten, aus denen 
die Glieder der Entwicklung der geraden Thetafunction in eine Potenz- 
reihe bestehen, Covarianten dieser besondern Art sind, welche sich durch 
diese neun Covarianten (p, v)a, (V, Ou, (p, 2)» rational ausdriicken 
lassen. 

Es bleibt jetzt, um diese Betrachtung iiber die Reihenentwicklung 
der geraden Thetafunctionen zu einem befriedigenden Abschluss zu 
bringen, noch tibrig, die Ausdriicke zu bestimmen, in welche durch 


die Operation 0, diese neun Covarianten tibergehen. Zu dem Zwecke 
vou 


muss ich die Operation 0, auf die Operationen 0,, 0,,..., 0; zuriick- 
fiihren. Da 


A,’ =a,*a,°, 
so ist 
A; A,’ = = ja." ay + Dagdz? Gy? aH, + 9 ay? dy %y@z? + a,*a,"| ‘ 
und demgemiss 
G(x) == 50 [(ab) a,?b,? «,> + 6 (ab) a,a2bz? a? a,+3 (ab) a,?b,? a, az" 
+3 (ab) a, bz? @, 02? + 6 (ab) &, Ob," dy? de + (ab) az? bz? ay*| 
— + [(@b) a, 0¢5b,2az3 + (eb) bobs az*}} : (a0). 


Diesen Ausdruck verwandele ich mit Hilfe der drei identischen Glei- 
chungen 


(ab) eb? Apa? = (ab) apdz by? a? &, + (HA) dp Ay e,?d,', 
(ab) a, &, bz? a,?d,= (ab)a,?b,?a,0," + (wa)a,*a,c,b,°, 
(ab) a,” b,” a,® = (ab) a,” b,? ay a,* + (aa) a,” Gz? by bz”, 


indem ich zugleich die Gleichwerthigkeit der Symbole a und b beriick- 
sichtige, in 
G (x)= { [(ab) ~, o2b,? — (ab) ec,? by bz] dz? + [(@b) a :2b,? — (ab) t¢,?bz?] Gy Ax? 
+5[(ab)a,*b,?— (ab) a,7b,*| 0,0,” 
+5[(ab) a,azb.* — (ab) az?b,bz| a2 a} : 40(xv), 
und hieraus ergiebt sich mit Hilfe der Identitiiten 
tizby — tye = (ab) (x0), 
dz b, — Ayby = (ab) (xv) 
die folgende Gleichung 


G (a2) = {(@b)* ay ae?+ (or)* [2 Dot Oey De] ho Ox” 
—5(ab)* (a,b, + a, bz] @, a,” —5(ab)* arb. a, a} , 


oder 
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1 


G (aw) ca! { 0,” a, + 2 0, 0, a,dz*— 104,A4, a, a,” —5A,? a,* Ay } > 
und dieser Ausdruck geht bei Benutzung der Gleichungen (5) § 2 in 
G (a) = — J, (90,24, —420,0, apa2?-++ 30 0,2 4,2 2+ 15 A205 

+10Ja,a,?(«v)} 
tiber. 


Auf Grund der Betrachtung am Ende des zweiten Paragraphen 
folgt aus dieser Gleichung 


—_— 4 {9 0, — 428, + 506, + 15 


o=u v=—u 


es 8, + 104, |, 


und gemiiss dieser Beziehung resultirt aus den Gleichungssystemen 
(1), (IL), ..., (V) fiir die Operation 06, das Gleichungssystem 


o=u 


90. (Ps Vo = — Go (36) ¥)o (P%)2—45 (0,9) (9,P)} 

25. (91 Vi = — Fp (10( PY) (GH — 18,9) (PWe] » 

20 Bs = ~ Go (5(H,H) (9s Ws — 12 (1 ¥)2 (9) P)+30(V,A)p} 
80 (P: Ws = — Go (—6(P, (9, ¥)s—45(V,),} , 

8y (V, Ado = — Go (36(, #e(V, Ay +30(0, 9), (7,4) 


By (Ws) = — Gy (PsN) +42(9.9),(V,4),+ 3090) (V,A)e}, 


84 (VA): = — Go {—20(9,¥)s(V,4), +18 (9, ¥)2(V, 4),—30(P,2)0}, 
90 (Ps Bo = — Jo {20(P, Ps (P,¥)s (V,A)o+20 (9, »)2(, ¥)s(V,A), 

+ 40 (p,)1(9,%)3 (V; &)2—24 (Hp, H)o(P, 2 )o +20 (p,¥)1 (57), }, 
80 (Ps t),=— % {20(9,¥%); (9, ¥)3(V, 4), —18(, b)o(p, 2); } . 


Durch dasselbe wird, da 


3 2 1 
S18 "= cm 
Lom Datad, 241% V+ Daren, BAF Mn+ D> sepa, 2a 


ist, die Entwicklung der geraden Thetafunction zweier Argumente in 
eine Potenzreihe auf eine ganz einfache Rechnung zuriickgefiihrt. 


Halle, im Juni 1889. 











Bemerkung zu vy. Gall’s Untersuchung iiber ,,Die Grund- 
syzyganten zweier simultanen biquadratischen bindren 
Formen.*“‘*) 


Von 


E. Srron in Miinchen. 


Der von Hammond zuerst ausgesprochene Satz, dass jede 
(irreducible) Grundsyzygante eine bindre Combination der Grundformen 
enthalten miisse, hatte sich bis jetzt in allen untersuchten Fiillen als 
zutreffend erwiesen und bei Aufstellung vollstiindiger Syzygantensysteme 
wesentliche Erleichterungen gewihrt. Die allgemeine Giltigkeit dieses 
Theorems ist indessen zweifelhaft geworden, nachdem durch Herrn 
v. Gall in der genannten Abhandlung ein Beispiel gefunden wurde, 
welches dem Satze zu widersprechen scheint. Die Relation zwischen 
den acht Invarianten der Formen vierter Ordnung nimlich enthilt 
als einfachsten Term die vierte Potenz D*‘ einer Grundform und 
konnte nicht weiter reducirt werden, auch liess sich keine Syzygante 
mit dem Term D? auffinden, wie sie nach dem Hammond’schen Satze 
existiren miisste. 

Es ist nun denkbar, dass die von Herrn v. Gall beniitzten Hilfs- 
mittel der symbolischen Methode nicht hinreichend gewesen sind, um 
die betreffende Syzygante aufzufinden, da keineswegs feststeht, dass 
durch diese Hilfsmittel alle existirenden Syzyganten erhalten werden 
kénnen. Die Klirung dieses Falles schien mir daher in mehrfacher 
Hinsicht von Interesse und veranlasste mich zu folgender Untersuchung. 

Seien die gegebenen Formen durch 


f = a2, + 4a,2,°x, + 6a,2,? x," + 4a,x, 2,° + a, 2,", 
f = byx,* + 4b, 2,32, + 6b, x,?x,? 4+ 4b, x, 2,° + b,x," 


bezeichnet, dann lassen sich unschwer simmtliche acht Invarianten in 
entwickelter Form hinschreiben. Man hat: 


*) Math. Annalen Bd. 34, pag. 332. 
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E= (ff) = a,b, — 4a,b, + 6a,b, — 4a,b, ++ ayby, 
i=(ff)' = 2(a,a, — 4a,a; + 34,”), 
v= (Ff) = 2(byd, — 4b,b, + 30,2) 


j= (ff)?f)* = 6(a,a,a, + 2a,a,a, — a,’ — aya,’ — a,?a,), 
j= (fF rr) = 6(b)b,b, + 26,6,b, — b,° — bobs? — b,7b,), 
C= (fry) = ah, — 4a,hs + 6a,h, — 4ash, + ayhy, 
C= (f (ff)*)* = bh, — 4b, hy + 6b,h, — 4b,h, + dyho, 
D =|(fFY OF TYY = ghy — 4hyhy’ + Ghyhy’ — 4hgh,’ + hyhy’. 
Hierin sind die Coefficienten der Hesse’schen Formen (ff)? und (f’/")? 
durch h; bez. h; bezeichnet, nimlich es ist 
hy = 2(a,a, — a,”), 
hy = Aya, — 4,4, 
h, = ; (a)a, + 2a,a, — 3a,*), 
hy = 4,4, — 4245, 
h, = 2(a,a, — a,”) 
nebst ahnlichen Werthen fiir die h,. 
Aus den angegebenen 8 Invarianten lassen sich nun im ganzen 
12 Producte bilden, die in den Coefficienten jeder der Grundformen 
vom Grade 4 sind d. h. die gesuchte Syzygante miisste die Gestalt 
haben: 
4,D?+4,E4+4,E°D+4,ECC + 4, Bit’ + 4,Ejj’ 
(lI) + a,Dii’ + A,Cji’ + A,C’ij’ + Ay, C2t + A,, 0°70"? 
ayy Pi? = 
worin die 4; ganze Zahlen sind. 
Diese Identitat muss fiir alle Werthe der Coefficienten a; und }; 
erfiillt sein, demnach auch wenn insbesondere 
& =a, =a, —b,—),—b, = 0 
angenommen wird. Alsdann nehmen aber die oben angegebenen 
Invarianten die folgenden Werthe an 
i=iti=j=j'=0; L=a,b, — 4a,b, 
C = — 2a,b,?; C’ = — 2h,a,?; D = 4a,7b,?. 


und die Syzygante ({) geht in 

1 ' 1 . 
(I) a, BYE, (a—B)! + > A;B*(e—f) + > A, eB? = 0 
iiber, wenn abkiirzend 


see sani ayb, =a und 4a,b,— 8 
gesetzt wird. 
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Aus (II) folgen nun fiir die Coefficienten 4; die Bedingungen 
A, = 0, 
> 1 
6a, +14, =0, 
4a, + 54, — 74, =0 
1 1 
16 A, + A, + 4 a; — 0, 
woraus leicht zu entnehmen ist, dass alle Coefficienten von A, bis 4, 


verschwinden miissen. 


Damit ist dann bewiesen, dass eine Grundsyzygante mit dem Term 
D?* tiberhaupt nicht existirt. 

Wenn nun eine Syzygante (440) dennoch existiren sollte, so fehlen 
in derselben jedenfalls die 4 ersten Terme in der linken Seite der 
Identitat (1). Allein durch die Substitutionen 


a, = a,=—a,=—b, = b,=—b, = 0 


und 
a, =a, = a,=—) =), = 6b, = 0 

kommt man leicht zu dem Resultate, dass auch 4, und A, verschwinden 
miissen und da der iibrigbleibende Theil der Syzygante die Invariante 
E uicht mehr enthilt und zwischen 7 Invarianten keine Relation 
besteht, so folgt, dass keine andere Grundsyzygante (440) existiren 
kann. 

Damit ist dann der strenge Beweis geliefert, dass der von Ham- 
mond aufgestellte Satz nicht allgemein giiltig ist. 


Miinchen, den 10. October 1889. 





Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane. 
Par 


G. Peano 4 Turin. 


Dans cette Note on détermine deux fonctions x et y, uniformes 
et continues d’une variable (réelle) ¢, qui, lorsque ¢ varie dans l’inter- 
valle (0, 1), prennent toutes les couples de valeurs telles que 0<2<1, 
O<y< 1. Si Von appelle, suivant l’usage, courbe continue le lieu 
des points dont les coordonnées sont des fonctions continues d’une 
variable, on a ainsi un are de courbe qui passe par tous les points 
d'un carré. Donc, étant donné un are de courbe continue, sans faire 


d'autres hypothéses, il n’est pas toujours possible de le renfermer dans 
une aire arbitrairemeut petite. 


Adoptons pour base de numération le nombre 3; appelons chiffre 
chacun des nombres 0, 1, 2; et considérons une suite illimitée de 
chiffres a,, @,,4@,,... que nous écrirons 

T= 0,a,a,a3.... 
(Pour ce moment, 7' est seulement une suite de chiffres). 

Si a est un chiffre, désignons par ka le chiffre 2— a, comple- 
mentaire de a; c’est-a-dire, posons 

kO=2, kli=—1, k2?=0. 

Si 6 == ka, on deduit a = kb; on a aussi ka = a (mod. 2). 

Désignons par k"a le résultat de |’operation k répétée n fois sur a. 
Si 2 est pair, on ak"a =a; si » est impair, k"a = ka. Si m=n 
(mod. 2), on a k”a = k"a. 

Faisons correspondre & la suite 7’ les deux suites 

X—0, b,6,0,.... Y=, ac... 
ov les chiffres b et c sont donnés par les rélations 








b, = ay ? Cy = k“a,, b, =— k“a,, Cy = ket a,, bs = kota q, , . 
Dn = katerttae-2g, Cc, = Kober tent dan. 


*e 


Done b,, n*™? chiffre de X, est égal & aen-1, n*™* chiffre de 
rang impaire dans 7’, ou & son complementaire, selon que la somme 
a + -++ + den-2 des chiffres de rang pair, qui le precedent, est 
paire ou impaire. Analoguement pour Y. On peut aussi écrire ces 
rélations sous la forme: 

a, =b,, a, =kc,, ay=—k*b,, a, = kerthe,,..., 


Ogg ge kt Hb, agg ae kt ng, 
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Si l'on donne la suite 7’, alors X et Y résultent déterminées, et 
si l'on donne X et Y, la ZJ' est déterminée. 

Appelons valeur de la suite 7' la quantité (analogue & un nombre 
décimal ayant méme notation) 


t— val. P= pp eee po pee 


A chaque suite 7’ correspond un nombre ¢, et l'on a O<¢#<1. 
Réciproquement les nombres ¢, dans l’intervalle (0, 1) se divisent en 
deux classes: 

«) Les nombres, différents de 0 et de 1, qui multiplits par une 
puissance de 3 donnent un entier; il sont représentés par deux 
suites, l'une 

TamQ, G,G,-..Gn-14,222... 
ot a, est égal 4 0 ou a 1; Vautre 

T’ =, @,4,...@ 14,000... 
ol a, = a, + 1. 

B) Les autres nombres; ils sont représentés par une seule 
suite 7’. 

Or la correspondence établie entre 7’ et (X, Y) est telle que si 
T et T” sont deux suites de forme différente, mais val. 7 = val. 7”, 
et si X, Y sont les suites correspondantes a 7’, et X’, Y' celles corre- 


~ 


spondantes & 7”, on a 
val, X = val. X’, val. Y = val. Y’. 
En effet considérons la suite 
T= 0, A, A « - « Agn—3 Agn—2 Agn—1 Aon > > ae 


OL Azn—1 et dg, ne sont pas toutes deux égales & 2. Cette suite peut 
réprésenter tout nombre de la classe a. Soit 


Se SY ere 


on a: 
by = ean a, Ung = Dagestan atten 9 
Soit 7” Yautre suite dont la valeur coincide avec val. 7’, 


z ae 0, GM... Gen—3 G2n—2 Aon—1 42» 0000... 
et 


X’ = 0, B,.-. Be-iBaBeys--. 


Les premiers 2m — 2 chiffres de 7” coincident avec ceux de 7; 
done les premiers » —1 chiffres de X’ coincident aussi avec ceux 
de X; les autres sont déterminés par les rélations 

Bi, ae etn, ngs = Dagens 0, 


Nous distinguerons maintenant deux cas, suivant que az, < 2, 
Ou a2, = 2. 


—_— 
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Si ag, a la valeur 0 ou 1, On @ Gin = Gon +1, An—1 = Geni, 
b, = dp, 

Gy + Ay +++ + dane + Gan = dy + +++ + Gono + Gon + 1, 
dor 
Bors mm Boge em +> ee Bass om Bug em - > oe kw teae 2, 

Dans ce cas les deux séries X et X’ coincident en forme et en 
valeur. 


Si 2, = 2, On & Agn-1 = 0 ou 1, A2n SS 0, Qen—1 = den—-1 +- 1, 
et en posant 


S = dy + Oy +++ + Gane 


on a 
Dn = K%den-1, Onys = OP =... = ke?2, 
Di, = K% dint, Dayr = Digg = +++ = ke. 
Or, puisque @2n-1 = den-1-+ 1, les deux fractions 0, dz,» 222... 
et 0, d2n-1000... ont la méme valeur; en faisant sur les chiffres 


la méme opération k* on obtient les deux fractions 0, Dy, Dn41dayo.-. 
et 0, Vidisidi4e..., qui ont aussi, comme lon voit facilement, la 
méme valeur; donc les fractions X et X’, bien que de forme différente, 
ont la méme valeur, 

Analoguement on prouve que val. Y = val. Y’. 

Done si l'on pose x = val. X, et y= val. Y, on déduit que x 
et y sont deux fonctions uniformes de la variable ¢ dans l’intervalle 
(0,1). Elles sont continues; en effet si ¢ tend a ¢,, les 2m premiers 
chiffres du développement de ¢ finiront par coincider avec ceux du 
développement de ¢,, si ¢, est un 6, ou avec ceux de l’un des deux 
développements de ¢,, si ¢, est un @; et alors les m premiers chiffres 
de « et y correspondantes & ¢ coincideront avec ceux des x, y corre- 
spondantes a ¢). 

Enfin 4 tout couple (x,y) tel qe OS a<1, OS y<1 corre- 
spond au moins un couple de suites (X, Y), qui en expriment la 
valeur; & (X, Y) correspond une 7’, et A celle-ci ¢; done on peut 
toujours déterminer ¢ de maniére. que les deux fonctions x et y 
prennent des valeurs arbitrairement données dans l’intervalle (0, 1). 


On arrive aux mémes consequences si l'on prend pour base de 
numération un nombre impaire quelconque, au lieu de 3. On peut 
prendre aussi pour base un nombre pair, mais alors il faut établir 
entre 7’ et (X, Y) une correspondence moins simple. 

On peut former un are de courbe continue qui remplit entitrement 
un cube. Faisons correspondre & la fraction (en base 3) 


T=0, a,a,a,a,... 
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les fractions 


X=, 5,b,..., Ye0, 60... Z=20, dd,... 


ou 
b=a,, ¢ —k*a,, dj =—ktoa,, b, = ketha,,... 
a" 2, -}-----h-d 
ba aie kot + Cn- it bef n—l A3n—2, 
Af +d, bye tb 
C, = k ‘a near ‘n—1t it+5, Ase—t A 


dy, _— Korte bentert ten A3n 


On prouve que «=—val.X, y=val. Y, ¢=—val.Z sont des 
fonctions uniformes et continues de la variable ¢= val. 7’; et si ¢ 
varie entre 0 et 1, x, y, 2 prennent tous les ternes de valeurs qui 
satisfont aux conditions 0O<a#<1, Oc y<1l, O<e<l. 

M. Cantor, (Journal de Crelle, t. 84, p. 242) a démontré qu’on 
peut établir une correspondence univoque et réciproque (unter gegen- 
seitiger Eindeutigkeit) entre les points d’une ligne et ceux d'une surface. 
Mais M. Netto (Journal de Crelle, t. 86, p. 263), et d’autres ont 
démontré qu’un telle correspondence est nécessairement discontinue. 
(Voir aussi G. Loria, La definizione dello spazio ad n dimensioni .. . 
secondo le ricerche di G. Cantor, Giornale di Matematiche, 1897). 
Dans ma Note on démontre qu’on peut établir d’un coté Yuniformité 
et la continuité, c’est-i-dire, aux points d’une ligne on peut faire 
correspondre les points d’une surface, de fagon que l'image de la 
ligne soit l’entiére surface, et que le point sur la surface soit fonction 
continue du point de la ligne. Mais cette correspondence n’est point 
univoquement réciproque, car aux points (z, y) du carré, si w et y 
sont des 6, correspond bien une seule valeur de ¢, mais si 2, ou y, 
of toutes les deux sont des a, les valeurs correspondantes de ¢ sont 
en nombre de 2 ou de 4. 

On a démontré qu’on peut enfermer un are de courbe plane con- 
tinue dans une aire arbitrairement petite: 

1) Si l'une des fonctions, p. ex. la « coincide avec la variable 
independente ¢; on a alors le théoreme sur |’integrabilité des fonctions 
continues. 

2) Si les deux fonctions # et y sont 4 variation limitée (Jordan, 
Cours d’Analyse, III, p. 599). Mais, comme démontre l’exemple 
précédent, cela n’est pas vrai si l’on suppose seulement la continuité 
des fonctions x et y. 


Ces x et y, fonctions continues de la variable ¢, manquent toujours 
de dérivée. 


Turin, Janvier 1890. 
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Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations- 
: . gruppen. 


Von 
Witnecm Kixxiine in Braunsberg, Ostpr. 


Vierter Theil (Schluss). *) 


Die Transformationsgruppen zerfailen nach ihrer Zusammensetzung 
in zwei grosse Abthegilungen, jenachdem sie Kegelschnittsgruppen zu 
Untergruppen haben oder nicht. Die Gruppen der letzteren Art haben 
eine sehr hervortretende EKigenschaft, welche schon lingst von den 
Herren Lie und Engel erkannt worden ist. Zu denselben gehdren 
diejenigen, welche ich als Gruppen vom Range null .bezeichnet und 
in § 9 (Bd. 31. 8. 285—29u) genauer untersucht habe. Diese bilden 
die eine Classe von hierhergehérigen Gruppen. Wie sich im Folgenden 
zeigt, bestimmen alle weiteren Gruppen dieser Abtheilung eine zweite 
Classe, da sie eine Gruppe vom Range null zur Hauptuntergruppe 
haben. Die Gruppen der ersten Classe haben nur solche zweigliedrige 
Untergruppen, deren Transformationen mit einander vertauschbar sind ; 
dagegen kommen in den Gruppen der zweiten Classe auch zweigliedrige 
Untergruppen mit einer Haupttransformation vor; alsdann gehdren 
aber alle Haupttransformationen bereits einer Gruppe vom Range 
null an. 

In der zweiten Abtheilung, welche die Gruppen mit Kegelschnitts- 
Untergruppen umfasst, unterscheiden wir wieder zwei Classen. Zu 
der ersten Classe rechnen wir diejenigen Gruppen, welche ihre eigenen 
Hauptuntergruppen sind; die Gruppen der zweiten Classe haben die 
Kigenschaft, dass sie zwar nicht selbst ihre eigenen Hauptuntergruppen 
sind, dass aber die wiederholte Aufsuchung der Hauptuntergruppe zu 
einer Gruppe von dieser Higenschaft fiihrt. Wenn wir die Gruppen 
der letzteren Art siimmtlich derselben Classe einreihen, ohne zu be- 


*) Der erste Theil ist verdffentlicht in den Annalen Bd. 31, 8, 252—290, 
der zweite Bd, 33, S. 1— 48, der dritte Bd, 34, 8, 57— 122. 


Mathematische Annalen. XXXVI. il 
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riicksichtigen, wie oft wir die angegebene Operation wiederholen 
miissen, so néthigt hierzu die grosse Aehnlichkeit in der Zusammen- 
setzung; in diesem Falle ist nimlich, wie § 30 lehrt, die Hauptunter- 
gruppe entweder einfach oder halbeinfach oder durch Zusammensetzung 
einer einfachen (resp. halbeinfachen) mit einer solchen vom Range 
null gebildet. Die erste Classe theilen wir endlich noch in drei Schaaren: 
a) einfache, b) halbeinfache, c) solche, welche aus einer einfachen 
oder halbeinfachen mit einer invarianten Untergruppe vom Range null 
gebildet sind. 

Die Unterschiede der beiden Abtheilungen werden in § 28 ge- 
nauer dargelegt. Hier mége es gestattet sein, auf einen mehr iiusser- 
lichen Punkt aufmerksam zu machen. Sucht man alle Gruppen der 
zweiten Art von gegebener Gliederzahl, so erhiit man eine endliche 
Zahl von verschiedenen Zusammensetzungen; man kann aber eine end- 
liche Zahl von Typen aufstellen und weiss, dass jede Gruppe der be- 
zeichneten Art und der angegebenen Gliederzahl einem dieser Typen 
holoedrisch isomorph sein muss. So sind fiir r= 4 alle zur zweiten 
Abtheilung gehérigen Gruppen von gleicher Zusammensetzung. Diese 
Eigenschaft besteht nicht -fiir die Gruppen der ersten Abtheilung, wo- 
fern die Gliederzahl grésser als zwei ist; vielmehr giebt es dann bei 
gegebener Gliederzahl immer unendlich viele Arten der Zusammen- 
setzung. Lassen wir z. B. durch die drei Gleichungen (X, X,) = 0, 
(X, X,) = X,, (X,X,) — aX, die Zusammensetzung einer drei- 
gliedrigen Gruppe bestimmt sein, so darf hier @ jeden reellen oder 
imaginaéren Werth annehmen. Zwar lisst die Umwandlung von @ in 
seinen reciproken Werth die Zusammensetzung ungeindert; aber im 
allgemeinen entspricht verschiedenen Werthen von «@ auch eine ver- 
schiedene Zusammensetzung. 

Hiermit diirfte ein Unterschied zusammenhiingen, welcher in meiner 
Arbeit hervortritt. Fiir die Gruppen der zweiten Art kénnen in sehr 
vielen Fallen alle Coefficienten ¢, durch welche die Zusammensetzung 
bestimmt ist, vollstiindig angegeben werden; jedenfalls aber lehren die 
gefundenen Resultate, die gréssere Zahl dieser Coefficienten unmittelbar 
niederzuschreiben und die fehlenden mit Leichtigkeit zu berechnen. 
Das ist mir fiir die erste Classe nicht méglich geworden; hier bietet 
vielmehr die explicite Darstellung einige Schwierigkeit, wofern die 
Gliederzahl irgend betriichtlich gross ist. Ich beabsichtige jedoch 
nicht, die Zusammensetzung der Gruppen der ersten Abtheilung niiher 
zu untersuchen, vielmehr gedenke ich, mit der vorliegenden Arbeit 
meine Verdffentlichungen iiber die Zusammensetzung der Gruppen vor- 
laufig zu schliessen. Ich glaube, dass die vorliegenden vier Theile 
als ein einheitliches Ganze betrachtet werden kénnen, wenngleich ich 
nicht leugnen will, dass ich an einzelnen Stellen kleine Aenderungen 
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vornehmen wiirde, wenn ich die ersten Theile jetzt in ihre definitive 
Form zu bringen hitte. 

Auch auf die Lehre von den Untergruppen gehe ich nicht naher 
ein, als es bereits im Verlauf der Arbeit selbst néthig war. Diese 
Lehre ist, wie Herr Lie lingst erkannt hat, mit der Lehre von der 
Zusammensetzung auf’s engste verkniipft, und diese Verbindung tritt 
in meinen Untersuchungen sehr deutlich hervor, da mein Ausgangs- 
punkt durch das Problem gebildet wird, alle zweigliedrigen Unter- 
gruppen zu finden, denen eine gegebene eingliedrige Untergruppe 
angehért, Dieselben Principien, welche ich in meinen Arbeiten an- 
wenden musste, fiihren mit besonderer Leichtigkeit zur Liésung des 
Problems, alle Untergruppen einer gegebenen Gruppe zu bestimmen, 
denen eine gegebene Transformation angehért. Die Lésung dieser 
Aufgabe bietet nach den mitgetheilten Resultaten keinerlei Schwierig- 
keit, wenn die gegebene eingliedrige Untergruppe ganz allgemeiner 
Natur ist. Aber auch die Wahl einer speciellen eingliedrigen Unter- 
gruppe iindert die Untersuchungsmethode nicht wesentlich. Ich glaube 
jedoch, es bei diesem Hinweis bewenden lassen zu sollen. 

Dagegen michte ich einige weitere Bemerkungen hier beifiigen. 

Mit Herrn Lie bezeichne ich mehrere Gruppen als gleich zu- 
sammengesetzt (holoedrisch isomorph), wenn alle Coefficienten ¢,,, 
durch passende Wahl der bestimmenden eingliedrigen Untergruppen 
gleich gemacht werden kénnen; in diesem Sinne wird die Zusammen- 
setzung durch die Coefficienten c. bestimmt. Ich habe mir nie ver- 
hehlt, dass dieser Name Nachtheile mit sich bringt, welche darauf 
beruhen, dass die Gruppen in einfache und zusammengesetzte ein- 
getheilt, und doch von der Zusammensetzung der einfachen Gruppen 
gesprochen wird. Dennoch glaube ich nicht, dass der eingefiihrte 
Name beseitigt werden kann. Aber es diirfte sich empfehlen, einen 
zweiten Ausdruck fiir diesen Begriff zu haben. Desshalb spreche ich 
zuweilen von der ,,Gestaltung’‘ der Gruppen und gebrauche ,,gleich 
gestaltet“ und ,,gleich zusammengesetzt als Synonyma. 

Vier Zahlen sind es, welche in den jetzt abschliessenden Arbeiten 
stets in derselben Weise gebraucht werden. Einmal die Zahl r als 
die Gliederzahl der Gruppe; dann die Zahl p, welche die Gliederzahl 
fiir die Hauptuntergruppe angiebt. Hieran schliessen sich zwei weitere 
Zahlen | und k, welche etwas niher besprochen werden sollen. Die 
Zahl 1 ist (Bd. 31, S. 266) definirt als die kleinste Zahl derjenigen 
Functionen, durch welche sich alle Functionen 7,, ¥,...%,—-1 aus- 
driicken lassen. (Wenn es nachher heisst, dass sich fiir ein beliebiges 
l stets 7 Functionen P,...P, so wihlen lassen, dass sich die y,...Y,—1 
rational durch P,... P, ausdriieken lassen, so ist das falsch. Herr 
Engel machte mich darauf aufmerksam, dass diese Behauptung wahr- 


11* 
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scheinlich unrichtig sei, wenigstens eines Beweises bediirfe. Schon 
vorher hatte ich Beispiele gefunden, wo eine solche Darstellung nicht 
méglich ist). Bezeichnet man 


Cre =>: Na Care > 


so lassen sich, wie man leicht sieht und worauf ich an einer andern 
Stelle (Programm 1889) aufmerksam gemacht habe, alle ~, durch 
Functionen 


(1) z Cex, >" Cra Cix, eee z= Cx, 2, Cx, x, tee Cx, *, 
xa 


Hy un By 


und umgekehrt ausdriicken. Man kann daher die Zahl J auch defi- 
niren als die kleinste Zahl von Functionen, durch welche alle Func- 
tionen (1) sich darstellen lassen. Dass diese Zahl namentlich fiir die- 
jenigen Gruppen, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen sind, von 
hervorragender Bedeutung ist, hat sich durch die friiheren Unter- 
suchungen ergeben. Indessen hat in den drei ersten Theilen (abgesehen 
von den §§ 10 und 19, deren Zweck darin bestand, eine Classe von 
Gruppen auszuschliessen) den Ausgangspunkt fiir die Untersuchung 
immer die Zahl k gegeben, welche definirt wird als die grésste Zahl, 
fiir welche alle Unterdeterminanten (r -——k + 1)'" Grades in der 
charakteristischen Determinante identisch verschwinden. Diese Zahl 
giebt die Gliederzahl fiir eine Untergruppe an, deren Transformationen 
simmtlich mit einander vertauschbar sind und der eine ganz allgemein 
gewihlte Transformation angehért. Dieser Zahl kommt noch eine 
zweite Kigenschaft zu. Man weiss, dass alle Functionen (1) Invarianten 
der adjungirten Gruppe sind, und dass sich deren Zahi auf | wesent- 
liche Invarianten zuriickfiihren liisst. Wenn aber k > 1 ist, so hat 
diese Gruppe i —/ weitere Invarianten oder es giebt ausser den | 
angefiihrten noch weitere Lésungen der r Differentialgleichungen: 


(2) Dye oy, 9 (@=1...7). 


Wenn die Gruppe in der speciellen Form gegeben ist, welche 
durch die charakteristische Gleichung gewonnen wird, so ist es nicht 
schwer, auch diese weiteren Invarianten anzugeben; indessen ist es 
mir bisher nicht gelungen, eine allgemeine Form fiir diese Functionen 
aufzustellen. 

Der Unterschied dieser beiden Arten von Invarianten tritt in § 4 
(Bd. 31, S. 268) nicht so deutlich hervor, als ich wiinschen méchte; 
vielmehr kénnen Angaben, welche dort gemacht sind, leicht Miss- 
verstiindnisse hervorrufen. Um dieselben zu beseitigen, spreche ich 
folgende Siitze aus, fiir deren Beweis ich auf § 4 verweise: 
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»Wenn P(y) eine lineare Invariante der adjungirten Gruppe, also 
eine lineare Lésung der 7 Differentialgleichungen (2) ist, so stellt 
P(n) = 0 eine invariante Untergruppe der gegebenen Gruppe dar.“ 

» Wenn die einer Gruppe adjungirte Gruppe gerade i von ein- 
ander unabhiingige lineare Invarianten besitzt, so ist die Hauptunter- 
gruppe (r — ¢)-gliedrig und wird durch das Verschwinden der ¢ linearen 
Invarianten dargestellt.“ 

Wir bezeichnen noch die / Invarianten, welche durch die Func- 
tionen (1) gegeben sind, als solche der ersten Classe, und die iibrigen 
k-—1 als solche zweiter Classe; dann kénnen wir folgenden Satz 
beifiigen : 

,Fiir eine invariante Untergruppe r — 1'" Grades, welche durch 
das Verschwinden einer linearen Invariante der ersten Classe erhalten 
wird, ist der Rang um eins kleiner als der der gegebenen Gruppe; 
verschwindet aber eine Invariante der zweiten Classe, so ist der Rang 
der Untergruppe ebenso gross wie fiir die gegebene Gruppe selbst.‘ 

Nachdem mehrere Resultate meiner Arbeit: Zur Theorie der 
Lie’schen Transformationsgruppen, (Programm 1886), in der vor- 
liegenden Abhandlung erweitert worden sind, halte ich es fiir an- 
gebracht, die weiteren darin enthaltenen Siitze, soweit sie sich auf 
die Ausammensetzung, also auf die Coefficienten ¢ beziehen, im 
folgenden zu wiederholen. Ich fiihre r unbeschriinkt veriinderliche 
und von einander unabhiingige Gréssen u,...u, ein und setze der 
Kirze wegen: 


(tx) = > Cong tte} 


ebenso soll (Ox) = u,, (x0) = —u, sein. Jetzt sei aus der Reihe 
1...” irgend eine gerade Zahl 2e von Nummern afy...e€ aus- 
gewahlt; dann ist bekanntlich die Determinante 


| (@ a) (@B)... (@&) 

(a) (6B)... (8) 
das Quadrat eines Ausdrucks (@By...&§€), der auch selbstindig 
definirt werden kann, Zugleich besteht die Gleichung: 


(3) e+ (@By +++ &) = D>} {cape Or +++ 60) + Cuye(00 +++ £8) +++}, 


wo in der Klammer auf der rechten Seite e(2e — 1) Preducte stehen, 
deren jedes erhalten wird, indem man aus den Nummern af... §€ 
zunichst zwei Marken « B’ beliebig auswihlt und dann die tibrigen 
2e —2 Marken y’...£ so hinzufiigt, dass a’f’y’...€ aus aBy...§€ 
durch eine gerade Zahl von Permutationen erhalten wird. 
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Wiahlt man aus der Reihe 1...r7 eine ungerade Zahl 2e + 1 von 
Nummern afy...é€y, so erhalten wir die Formel: 


(4) D>} {ease («+ ne) + Caye(9--- &nBQ) +--+} =O, 


wo in der Klammer e(2¢ + 1) Producte stehen, welche ganz ihnlich 
wie oben bestimmt werden. 

Die Bedingung, dass der Coefficient ,(y) von w”~' in der charak- 
teristischen Gleichung identisch verschwindet, kann auch in der Form 
der r Gleichungen geschrieben werden: 

0 (ee) 
(5) J -~e (a= 1...9). 
Dann folgen aber auch, wenn a, 6, y drei, aByde fiinf und 


«6B... irgend 2e-+ 1 verschiedene Marken der Reihe 1... ,r sind, 
die Gleichungen: 


a(@Bye) O(aBydeq) «1 .. O(aB...Ene) 
ae ae. Oe a 


e 
Bildet man die Ausdriicke (#8...) fiir die grésste Zahl r — s 
von Nummern, fiir welche dieselben nicht identisch verschwinden, so 
werden, wenigstens im allgemeinen, s Functionen g, ..., gefunden 
werden kénnen, so dass, wenn @B...y, x...¥v eine gerade Per- 


mutation von 1... @ darstellt, die Functionaldeterminante 
Pi Pro-+- Ds 
A Ty) = GB... 0) 


ist. Zugleich sind ,...g, Invarianten der zweiten adjungirten Gruppe 
i 
Pe du, “ete: 
ve 


In der bezeichneten Arbeit hatte ich behauptet, dass die Func- 
tionen g, ...@; unter der Bedingung y, = 0 stets existiren. Ich er- 
kannte aber schon im Friihjahr 1886, dass der Satz Ausnahmen er- 
leidet und stellte damals die Bedingungen fiir seine Giiltigkeit voll- 
stindig auf. Da ich jedoch den angegebenen Satz jetzt vollstindig 
entbehren kann, habe ich diese Bedingungen nicht verdffentlicht. 


§ 27. 
Ein allgemeiner Satz iiber invariante Untergruppen. 


Kine Reihe von Satzen lasst sich leicht aus dem folgenden ‘Theorem 
herleiten: 

Die Hauptuntergruppe einer invarianten Untergruppe einer ge- 
gebenen Gruppe ist selbst wieder eine invariante Untergruppe derselben. 














Sa 
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Zum Beweise nehmen wir an, die gegebene Gruppe G, habe eine 
invariante Untergruppe G;; letztere sei weder ihre eigene Hauptunter- 
gruppe, noch seien alle ihre Transformationen mit einander vertauschbar, 
sie habe vielmehr eine unter G; enthaltene Hauptuntergruppe G,. Dann 
behaupte ich, dass auch G, eine invariante Untergruppe von G,. ist. 
Die Herleitung ist ausserordentlich einfach und stiitzt sich fast nur 
auf die hier benutzten Begriffe. Die infinitesimalen Transformationen, 
durch welche G, bestimmt wird, mégen mit Xz, X y Kyo te Oe 
zeichnet werden; fiir G; mégen zu den Marken a, B, y... die Marken 
t, x, 4... hinzukommen, und ebenso fiir G, zu den a, B, y...t,%, A... 
noch die Marken @,6,t.... Wir deuten eine lineare Function der 
inf. Transformationen wieder dadurch an, dass wir die entsprechenden 
Marken in eine eckige Klammer einschliessen. Dann sind durch die 
gestellten Bedingungen die Gleichungen gegeben: 


(Xe X3) =|«,B,y...], (XeX.) = [a,B,y..-], (X, Xx) = [«,B,y..+], 
) (Xa Xp) = [a Byy oH], (Xe Kg) — (a, By... tH,d...]. 

Hier ist zu beweisen, dass (X_X,) = [a, B, y...] ist. Zu dem 
Ende bilde man die Jacobi’schen Identitiiten (a, B, @), (a, 4, @), (4, %, @) 
welche die Gleichungen nach sich ziehen: 


(2) (X_(XuXa)) =|a,B,y7...], (Xo (Xe X,)) = [a,B,y...], 
(Xp (X.Xx)) = [«, By y-- +): 


Diese Gleichungen sagen aus, dass die Combinirung von irgend 
einer inf. Transformation mit jedem Ausdruck, zu dem man durch 
die Operationen (X_.Xs), (X.X,) und (X,X,) gelangt, zu Trans- 
formationen fiihrt, welche allein durch X,, Xz, X, ... dargestellt 
werden kénnen, also der G, angehéren. Da aber G, die Hauptunter- 
gruppe von G; ist, so miissen die simmtlichen Ausdriicke (X,Xg), 
(X.X.), (X,X,) ebensoviele von einander unabhiingige Transforma- 
tionen liefern, als G, Glieder hat; es lisst sich also jede inf. Trans- 
formation von G, durch die (X_,Xg), (XeX.), (X.Xx) darstellen. 
Wenn man also irgend eine inf. Transformation von G, mit X, com- 
binirt, so erhilt man einen Ausdruck, welcher durch die inf. Trans- 
formationen dieser Untergruppe darstellbar ist; im Ausdruck von 
(Xq Xp) sind also die X,, X,... nicht enthalten, oder G, ist bereits 
eine invariante Untergruppe der gegebenen Gruppe G,. 

Wenn G; eine invariante Untergruppe von G, ist, so sind drei 
Falle méglich: entweder ist G; ihre eigene Hauptuntergruppe, oder 
alle Transformationen von G; sind mit- einander vertauschbar, oder 
drittens G,; enthilt eine Hauptuntergruppe, welche von G; verschieden 
ist. Im letzten Falle ist die so erhaltene Hauptuntergruppe fir die 
gegebene Gruppe eine invariante Untergruppe; fiir diese kénnen wir 
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wiederum dieselbe Unterscheidung machen und damit fortfalren, bis 
wir entweder zu einer invarianten Untergruppe gelangen, welche ihre 
eigene Hauptuntergruppe ist, oder zu einer, deren Transformationen 
simmtlich mit einander vertauschbar sind. In den letzteren Fall ist 
natiirlich eine eingliedrige invariante Untergruppe einzuschliessen. 
Speciell kénnen wir also die Siitze aufstellen: 

Jede Gruppe, mit Ausnahme der einfachen Gruppen, hat entweder 
mindestens eine invariante Untergruppe, deren Transformationen mit 
einander vertauschbar sind, oder mindestens eine, welche ihre eigene 
Hauptuntergruppe ist. 

Jede Gruppe, welche ihre eigene Hawptuntergruppe ist, mit Aus- 
nahme der einfachen und halbeinfachen Gruppen, besitet eine invariante 
Untergruppe, deren Transformationen mit einander vertauschbar sind. 


Fir den Beweis des letzteren Satzes haben wir zu beriicksichtigen, 
dass jede solche Gruppe eine invariante Untergruppe vom Range null 
hat; bildet man deren Hauptuntergruppe und fahrt damit fort, so 
gelangt man zu einer Untergruppe, deren Transformationen mit ein- 
ander vertauschbar sind. 

Der Umkehrung des an die Spitze des Paragraphen gestellten 
Satzes geben wir folgende Form: 

Wenn G; eine invariante Untergruppe einer gegebenen Gruppe ist, 
aber keine Untergruppe unter sich enthilt, welche fiir die gegebene 
Gruppe invarianten Charakter besitet, so miissen entweder alle Trans- 
formationen von G; mit einander vertauschbar sein oder G; muss ihre 
eigene Hauptuntergruppe sein. 

Einen Theil des hier bewiesenen Satzes habe ich bereits in § 6 
meiner Abhandlung: Zur Theorie der Lie’ schen Transformationsgruppen 
(Programm unseres Lyceums fiir den Sommer 1886) gegeben. Nur 
habe ich dort beim Beweise, aber nicht in der Fassung des Satzes 
darauf Riicksicht genommen, dass eine invariante Untergruppe eine 
solche unter sich enthalten kann. Der dort angegebene Satz muss also 
folgende Fassung erhalten: 

Wenn unter einer invarianten Untergruppe G; keine invariante 
Untergruppe einer gegebenen Gruppe enthalten ist, so muss der Coeffi- 
cient ¥,(y4) von w*-' in der fiir G,; gebildeten charakteristischen Glei- 
chung identisch verschwinden. 

Dort ist das Verschwinden allgemein behauptet, und nur beim 
Beweise darauf hingedeutet, dass der Satz nur fiir die niedrigste in- 
variante Untergruppe gilt. 

Es sei gestattet, einige specielle Fille des im vorstehenden be- 
wiesenen allgemeinen Satzes anzufiihren. Wenn eine Gruppe G, eine 
zweigliedrige invariante Untergruppe besitzt, so sind deren Trans- 
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formationen entweder mit einander vertauschbar, oder das Hauptele- 
ment der Untergruppe ist eine invariante eingliedrige Untergruppe fiir 
G,. Besitzt eine Gruppe eine invariante Untergruppe von drei, aber 
nicht von weniger Parametern, so ist letztere entweder eine Kegel- 
schnittsgruppe oder ihre Transformationen sind simmtlich mit einander 
vertauschbar. Die Transformationen einer viergliedrigen invarianten 
Untergruppe einer Gruppe, welche keine in der viergliedrigen ent- 
haltene Untergruppe zur invarianten Untergruppe hat, sind mit ein- 
ander vertauschbar. 
§ 28. 
Kegelschnittsgruppen als Untergruppen. 

Aus den Entwicklungen des dritten Theiles (Annalen Bd. 34, 
S. 107) folgt, dass jede Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe 
ist, einfache Gruppen zu Untergruppen hat; der zweite Theil lehrt 
aber, dass jede einfache Gruppe von beliebigem Range wiederum ein- 
fache Gruppen des Ranges eins enthilt; somit folgt: 

Jede Gruppe, welche ihre eigene Hawptuntergruppe ist, enthiilt 
Kegelschnittsgruppen. 

Dabei darf man jedoch im allgemeinen eine Transformation der 
gegebenen Gruppe nicht ganz beliebig wihlen, wenn sie einer in ihr 
enthaltenen Kegelschnittsgruppe angehdéren soll. Das ist vielmehr nur 
bei einer ganz bestimmten Classe von solchen Gruppen der Fall, 
nimlich den in den §§ 7 u. 8 (Bd. 31, 8. 278 u. S, 282) angegebenen 
Gruppen vom Range eins fiir welche die charakteristische Gleichung 
im Allgemeinen nur eine einzige verschwindende Wurzel besitzt. 
Welche weiteren Bedingungen bei den itibrigen Gruppen erfiillt sein 
miissen, soll uns hier nicht beschiftigen. Wir wollen vielmehr jetzt 
zu denjenigen Gruppen tibergehen, welche nicht ihre eigenen Haupt- 
untergruppen sind, und annehmen, eine solche enthalte Kegelschnitts- 
gruppen unter sich. Soll jetzt eine Transformation einer Kegelschnitts- 
gruppe angehéren, welche Untergruppe zu der gegebenen ist, so darf 
sie wiederum nicht beliebig gewahlt werden, sondern sie muss zu- 
nichst der Hauptuntergruppe der gegebenen Gruppe angehéren. Es 
gilt namlich der Satz: 

Jede Kegelschnittsgruppe, welche eine Untergruppe einer gegebenen 
Gruppe ist, gehort ihrer Hauptuntergruppe an. 

Die gegebene Gruppe werde durch X,... X,, die Kegelschnitts- 


gruppe durch > «X; > 0X, > 1X bestimmt. Wenn 


dann x,4,u irgend eine gerade Permutation der Zahlen 1, 2, 3 ist, 
sO muss sein: 


(1) (> m X., Pa m X,) = > (am + bey” + em”) X 
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und die aus den 9 Coefficienten a,, b,, c, gebildete Determinante 
muss von null verschieden sein. Nach der Definition der Hauptunter- 
gruppe gehért die rechte Seite von (1) derselben fiir x —1,2,3 an 
und da die Determinante 

a, b, C, | 

Ay by Cy 

as bs ¢; 


nicht verschwindet, so muss auch jede in der Kegelschnittsgruppe ent- 
haltene eingliedrige Untergruppe der Hauptuntergruppe angehdoren. 
Dieser Satz kann in folgender Weise verallgemeinert werden: 


Wenn eine in einer Gruppe G enthaltene Transformation einer 
Untergruppe U angehirt, welche ihre eigene Hawptuntergruppe ist, so 
muss sie zugleich der Hauptuntergruppe H von G angehoren. 


Wieder sei G durch X,...X,, U durch Y,... Y,, bestimmt, 
und es seien Y,... Y, linear durch X,... X, darstellbar. Zugleich 
muss jedes (Y,Y,) durch Y,... Y,, ausgedriickt werden kénnen und 
umgekehrt miissen alle Y,... Y, sich durch eine passend gewihlte 
Anzahl verschiedener Ausdriicke (Y,Y,) darstellen lassen. Da H die 
Hauptuntergruppe von G@ ist, miissen alle Transformationen (Y, Y,) 
der Gruppe H angehéren, folglich auch Y,... Yn, was bewiesen 
werden sollte. 

Die Gruppen kénnen in zwei Classen eingetheilt werden: die der 
ersten Classe besitzen solche Untergruppen, welche ibre eigenen Haupt- 
untergruppen sind, die der zweiten besitzen solche nicht. Speciell 
kénnen wir auch sagen, die Gruppen der ersten Classe enthielten 
Kegelschnittsgruppen, die der zweiten Classe nicht. Es handelt sich 
jetzt darum, zu entscheiden, wann der eine und wann der andere Fall 
eintritt, und im ersten Falle alle Untergruppen der bezeichneten Art 
zu bestimmen. Diese beiden Aufgaben werden in folgender Weise 
gelést: Man suche zu der gegebenen Gruppe G die Hauptuntergruppe, 
d. h, diejenige Gruppe, welche durch die Transformationen (X,X,) 
bestimmt wird, Wenn diese Gruppe mit der gegebenen identisch ist, 
so gehdrt die Gruppe der ersten Classe an. Im andern Falle mége 
H, die Hauptuntergruppe sein; deren Hauptuntergruppe sei H,, deren 
H, u.s.w. Nun ist, wenn nicht H, mit H, resp. H, mit H, identisch 
ist, die Gliederzahl von H, kleiner als die von H, und die von H, 
wieder mindestens um eins kleiner als die von H,. Somit fiihrt dieser 
Process nach einer endlichen Zahl von Wiederholungen entweder auf 
eine Gruppe H,,, die ihre eigene Hauptuntergruppe ist, oder auf eine 
solche, deren Transformationen mit einander vertauschbar sind. Im 
ersten Falle ist H,, selbst eine Untergruppe der betrachteten Art, im 
zweiten Falle kénnen solche tiberhaupt nicht vorkommen. 
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Sobald man die Darstellung der Ausdriicke (X,X,) durch die 
X,... X, kennt, erfordert die Entscheidung der Frage, ob die Gruppe 
Kegelschnittsgruppen enthilt oder nicht, nur ganz einfache Eliminationen. 

Wenn der eben angegebene Process auf eine Gruppe H,, fihrt, 
welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so muss nach den voran- 
gegangenen Entwicklungen jede derartige Untergruppe ganz in H, 
enthalten sein. Die Aufgabe, alle derartigen Untergruppen von G zu 
finden, fiihrt also auf das Problem: 

In einer vorgelegten Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe 
ist, alle Untergruppen zu bestimmen, denen dieselbe Eigenschaft zu- 
kommt. 

Die Lésung dieses Problems gehért nicht hierher, es geniige des- 
halb, folgendes Ergebniss anzugeben: 

Wenn eine Gruppe Kegelschnittsgruppen enthdlt, ohne ihre eigene 
Hauptuntergruppe zu sein, so sind alle thre Untergruppen, welche thre 
eigenen Hauptuntergruppen sind, in einer ganz bestimmten Untergruppe 
enthalten, der dieselbe Eigenschaft zukommt. 

Da wir uns im folgenden noch besonders mit den bier charakte- 
risirten Gruppen beschiftigen werden, so wird es nicht nothwendig 
sein, auf diejenige Darstellung dieser Gruppen einzugehen, welche sich 
aus den vorstehenden Entwicklungen ergiebt. Wir wollen jetzt zu der 
zweiten Classe von Gruppen iibergehen; fiir dieselben liefert die voran- 
gehende Untersuchung folgenden Satz: . 

Wenn eine Gruppe keine Kegelschnittsgruppe enthilt, so muss ihre 
Hauptuntergruppe weniger Glieder enthalten als die gegebene Gruppe, 
und deren Hauptuntergruppe wieder weniger Glieder wu. s. f., 
oder in andern Worten: 

Zu einer Gruppe G, welche keine Kegelschnittsgruppe enthdlt, suche 
man die Hauptuntergruppe H, , zu dieser die Hauptuntergruppe H, u. s. w. 
Dann wird die Gliederzahl jedesmal mindestens wm eins vermindert, 
und man gelangt schliesslich zu einer Untergruppe H,,, deren Trans- 
formationen mit einander vertauschbar sind. 

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ist jede der so 
gefundenen Untergruppen H,, H,...H, eine invariante Untergruppe 
der gegebenen Gruppe G. Um daher die Gestaltung der Gruppe G 
darzustellen, kann man, wenn H,, r,-gliedrig ist, 7, inf. Transforma- 
tionen X,,, X,,... zur Darstellung von H,, benutzen. Zur Darstellung 
der r,-gliedrigen Gruppe H,,-; fiige man r,—r, Transformationen 
X.,, X,,... hinzu u. s. w. Endlich mégen zur Bestimmung von H, 
noch die inf, Transformationen X,,, Xx,,... hinzutreten. Eine ganz 
beliebige inf. Transformation von G midge mit X, bezeichnet werden, 
und dabei mége es gleichgiilltig sein, ob dieselbe einer der Uuter- 
gruppen H,...H,, angehért oder nicht. Wird diese Bezeichnung zu 
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grunde gelegt, so gelten folgende Relationen, in denen die eckigen 
Klammern wieder lineare homogene Gleichungen bezeichnen: 


(X,, Xe) = 9, (My Xe) = [yy Hy - ty, (My Me.) = [hy My ++ ds 
(X,, Ke) = [t,, Hy ~~. bgp Hye J, (Xi, Xe.) — [o,, ey - . - byy H---); 


(Xe, Ay) = [6,, Hy. . by Hy. s = bg, Bye e efyee 
(X.,, 2 tm) = Ley» % ee Po © 
(X.,, Xe) = [oy Hy -. + bay Hye + bmy Mm- sede 


Wenn man statt der Hauptuntergruppen lieber invariante Unter- 
gruppen einfiihren will, so kann man folgenden Satz aussprechen, den 
bereits Herr Engel bewiesen hat: 


Jede r-gliedrige Gruppe, welche keine Kegelschnittsgruppe enthilt, 
besitzt mindestens eine (r—1)-gliedrige invariante Untergruppe G,1, 
diese wieder mindestens eine (r—2)-gliedrige invariante Untergruppe 
G2 U. S. W. 

Wenn nimlich die Hauptuntergruppe H, von G gerade r— 1 
Glieder hat, so ist sie selbst die einzige (r—1)-gliedrige invariante 
Untergruppe. Hat aber H, nur r — @ Glieder, so fiige man zu H, 
noch « — 1 von einander und von H, unabhiingige inf. Transforma- 
tionen aus G hinzu; dann ist die so gebildete Untergruppe sicherlich 
invariant. Diese ist aber von derselben Eigenschaft; daher gelangt 
man zu G, 2, G,_3.... 

Gruppen der zuletzt betrachteten Art sind zuerst von Herrn Lie 
(Archiv for Math. B. 3, 8. 112—116, 1878) und dann von Herrn Engel 
(Leipziger Berichte 1886 8. 83—94) untersucht worden. Die neuen 
Resultate, welci: ich in diesem Paragraphen hinzufiigen konnte, 
brauche ich wei nicht besonders hervorzuheben, da sie bei Ver- 
gleichung der angegebenen Arbeiten mit den vorstehenden Entwick- 
lungen sofort zu tage treten. 


§ 29. 
Welche Gruppen kiénnen Hauptuntergruppen sein? 


Um die Hauptuntergruppe einer gegebenen r-gliedrigen Gruppe 
zu untersuchen, nehmen wir zuvérderst an, die charakteristische Glei- 
chung habe fiir jedes beliebige System in der r-gliedrigen Gruppe 
mindestens k verschwindende Wurzeln und zugleich seien alle Unter- 
determinanten (r—k--1)'" Grades in der charakteristischen Deter- 
minante identisch gleich null. Dann kann man den r — & nicht ver- 
schwindenden Wurzeln, welche die Gleichung fiir eine ganz allgemeine 
inf. Transformation hat, ebensoviele von einander unabhingige inf. 

















Zusammensetzung von Transformationsgruppen. IV. 173 


Transformationen zuordnen. Es ist selbstverstindlich, dass diese der 
Hauptuntergruppe angehéren; aber es fragt sich, unter welchen Be- 
dingungen die Hauptuntergruppe nur (r—/k)-gliedrig ist, also durch 
diese r — k Transformationen vollstindig bestimmt wird, Das ist nur 
moglich, wenn die Hauptuntergruppe vom Range null ist; es gilt 
nimlich der Satz: 

Sucht man fiir irgend eine Transformation die Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung wnd ordnet jeder nicht verschwindenden Wurzel so 
viele infinitesimale Transformationen zu, als der Grad der Wurzel 
betrdgt, so geniigen die so erhaltenen Transformationen nur dann zur 
Bestimmung der Hauptuntergruppe, wenn letztere vom Range null ist. 

Die inf. Transformation allgemeiner Beschaffenheit, fiir welche die 
charakteristische Gleichung gebildet ist, mége mit X, und die den 
nichtverschwindenden Wurzeln zugeordneten Transformationen mit 
X,... X,% bezeichnet werden; zugleich seien a, B, y... Marken der 
Reihe 1....—%. Dann wird jedes ¢,,, bestimmt verschwinden , wenn 
die letzte Marke 4 nicht gleich einer Nummer 1... —k ist. 

Aus den Entwicklungen der §§ 7 und 12 ergiebt sich sofort, dass 
unter den gemachten Voraussetzungen ¢,,32 = 0 und ebenso 


. Leaua Cale = 0 


ist. Auf dem dort angegebenen Wege kann man weiter gehen und 
die beiden hingeschriebenen Formeln erweitern. Daraus folgt dann der 
angegebene Lehrsatz. Ich ziehe es aber vor, einen andern Beweis zu 
liefern und nur dasjenige Gleichungssystem zwischen den Coefficienten 
Cua mm benutzen, welches in § 1 (Bd. 31, 8. 257) aufgestellt und zur 
Grundlage fiir die Untersuchung der charakteristischen Gleichung ge- 
macht worden ist. Um die allgemeine Gleichung dieser Art aufzustellen, 
wiihle man aus den Nummern 1...7 einmal s+ 1 feste Marken 
a, B,, B)-..8,; aus und lasse dann weitere s + 1 Marken ¢, %,, %5...%; 
alle beliebigen Werthe von 1...7 annehmen, und bilde die Summe: 


(1) ‘(cap CBakoXs CByes%, am CB, #e% + Cast Cpyeoxs CB sxx: i Cpr 
+ died: + Cape CB ixots CBrzsey s+ + CB, yy x,) Cxux, = 0, 


wo von den s Producten, welche in der Klammer stehen, jedes folgende 
aus dem vorangehenden durch cyklische Vertauschung der Marken 
6, ..- B, erhalten wird. 

Zuniichst fiihren wir den Beweis nur unter der Voraussetzung 
durch, dass alle Elementartheiler der charakteristischen Gleichung vom 
ersten Grade sind. Wenn danu @ eine der Marken 1...r — k ist, 
80 ist C3 fiir a2 B gleich null, dagegen fiir « = 6 gleich @,. Da 
der Voraussetzung nach durch die Marken 1... —k eine Unter- 
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gruppe bestimmt wird und die Gleichung (1) fiir jede Gruppe giiltig 
ist, so kénnen wir Besonderheiten der vorliegeaden Untergruppe nur 
dadureh erhalten, dass wir einige der festen Marken einen Werth an- 
nehmen lassen, welcher zu einer mit X, vertauschbaren Transformation 
gehért. Nun wissen wir aber im allgemeinen nicht, wie viele solcher 
von einander unabhiingigen Transformationen vorhanden sind, und 
unser Resultat soll auch fiir k=—1 gelten. Demnach haben wir 
einige der Marken a, B,... 8, gleich r zu setzen. Fir a =r folgt 
aus (1): 
(, a ii + 5) > pn CBatity + + * CBsx5%1 = 0, 
Hi. ..Hy 

so dass entweder der erste oder der zweite Factor verschwinden muss. 
Da es uns aber darauf ankommt, das allgemeine Verschwinden des zweiten 
Factors zu beweisen, so miissen wir einen ziemlich weitliufigen Weg 
einschlagen. Wir setzen daher in (1) zuniichst 6, = 6, = ---= Bf, =r 


und erhalten: 
> Caxx wo; = Q, 


Da diese Gleichung fiir jedes s gilt, so folgt: 


Caxx + Cax,x, + Crm, X. 4- +++ == 0 


? 


wofern @, = @,, = @,, = --- ist, 

Ebenso wihle man jetzt fiir B,, B,... 8, den Werth v, lasse aber 
« und , (= B) zwei beliebige Nummern der Reihe 1... 7 — k sein. 
Dann muss im ersten Producte «x, =x, —=---—x,(=x) gesetzt 


werden, und wir erhalten jedes ¢,s, multiplicirt mit 


sl 
> Cin Dy y 


was nach dem Vorstehenden verschwindet. Die weiteren Producte 
liefern: 


> Carry Cran, (O5-* + OF ow, + ----+ wi-*) = 0, 
%, %q 


und da diese Gleichung wieder fiir jedes s gilt, folgt 
> (Cana Cpax 4- Cyx,a Cpax, +o occ) a 


wenn ist: 
@, = Dy, =: 


Liisst man a, B,, B, Marken der Reihe 1...r—k, dagegen 
p, =---=6,—~,r sein, so wird im ersten Product in (1) das Cag, 


multiplicirt mit 
4 Cimx, CBs, —'s 


%, #2 
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im zweiten das ¢gg,, mit 


> Y s—2 
Cixyxs CByxom, @x, ? 


% Xo 


welche beiden Producte bereits als verschwindend nachgewiesen sind. 
Wir erhalten somit die neue Gleichung: 


= Cox,xs CBxoxs Ceaxsxy (a, °+ <* @x, + oi oe + Ox, @, + @y, ) _ 0. 
Hy Hq r hy 
Wenn man will, kann man hier andere Marken, etwa a, B,, A, 
der Reihe 1... —& angehéren lassen und erhilt eine andere Glei- 
chung. Jedenfalls gilt aber die hingeschriebene Gleichung tiir jedes s, 
und man schliesst wieder, dass die Summe 


> | Caxx, CB nats CBaxsx, 


verschwindet, wofern die Summation nach x, nur tiber alle Marken 
erstreckt ist, zu denen die einer festen w, gleichen Wurzeln gehéren, 
wihrend die Summation nach x,, x, sich tiber 1... —& erstreckt. 
In gleicher Weise kann man beliebig fortfahren; dann beweist 
man auf dem mehrfach durchgefthrten Wege, dass die Gleichung 


(2) > Cor, %y CB, xa%s CBaxs%s a Caz _y*jm = 0 
sass My 
nicht nur richtig ist, wenn man die Summation von allen x, .. . x; tiber 
die Marken 1...7—& erstreckt, sondern auch, wenn man fiir x, 
nur diejenigen Marken nimmt, fiir welche die zugehérige Wurzel den- 
selben Werth hat. 
Wir bezeichnen die Summe 


>? ne Ceag mit C,», 
1 
wenn die Summation iiber alle Marken 1 ...~r erstreckt wird; dagegen 
soll die Summe 
r—k 
>? Ne Cyag mit Cup 
1 
bezeichnet werden, wenn die Summation nach og auf die Marken 
1...9* —& beschrinkt wird. 
Multipliciren wir nun die linke Seite von (2) mit ma yg, ... 1g,_, 
und summiren auch nach «@ tiber die Marken 1. ..2 —k, so geht die 
Gleichung (2) iiber in 


(3) >) Oise, Cie, Cams +» Coy, = 0. 
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Wir stellen fiir die Hauptuntergruppe die charakteristische Gleichung 
auf, so lassen sich deren Coefficienten als ganze Functionen von 


Cees CaCin, D'Or Cin Cin. « 
darstellen. Da die letzteren siimmtlich identisch verschwinden, miissen 
es auch die ersteren thun; in der vorausgesetzten Hauptuntergruppe 
sind also stets alle Wurzeln gleich null, was bewiesen werden sollte. 
Wir haben jetzt den aufgestellten Satz noch fiir den Fall zu 
beweisen, dass nicht alle Elementartheiler vom ersten Grade sind. 
Wenn die Wurzel @, zu einem Elementartheiler (4 + 1)'" Grades 


gehért, so bilden wir die zugeordneten inf. Transformationen so, dass 
die Gleichungen bestehen: 


(X,Xa)) =o, Xeid+ Xet—r),...(X-Xe)— @aXy+Xq, (X-Xa) = WaXa 


Die Ordnungszahl, in welcher, diesen Gleichungen entsprechend, 
eine inf. Transformation zu ihrer Wurzel gehért, soll dadurch be- 


zeichnet werden, dass man die Marke in | | einschliesst, so dass unter 
Voraussetzung der vorigen Gleichung ist: 
Jalal, jo} 2... Ja) oat. 








Ferner soll, wenn x irgend eine Marke ist, die zu derselben Wurzel, 
aber zu der um eins héhern Ordnung gehérige Marke mit x bezeichnet 
werden, so dass die Gleichungen bestehen : 
|x| =—=|x|+ 1, @,' == Wy, (X, Xy) <= @, Xv + X,. 
‘ir benutzen einen in § . 31, 8. 28 ewiesenen Satz. Dor 
Wir benut § 8 (Bd. 31, 8. 281) b Satz. Dort 
ist niimlich gezeigt worden, dass, wenn X, in dem angegebenen Sinne 
eine Transformation u'* und X, eine solche v' Ordnung ist, dann 
im Ausdruck von (X,X,) nur Transformationen vorkommen, deren 
Ordnungszah! héchstens w + v — 1 betriigt. 
In (1) wihlen wir a, B,, B, ... Bi-1 so, dass die zugehdrigen 
Transformationen von der ersten Ordnung sind, und setzen 
Bi = Bini = -+-- = 8 =7. 
Dann ist in (1) das erste Glied: 


> "Cape > Com, © Barats CByeams > + + 8g mye rej psejseres raya 
Ryo Ry 


Hier entsprechen %,, %,... %:42, %i41 Gemselben Elementartheiler ; 

zugleich gehéren «, B, ... 6,-, und demnach auch ¢ zu Transforma- 

tionen erster Ordnung; es muss also sein: 
|%|Slml|<Se-- Sm) --- Sa], 


so dass die Ordnungszahl iiberall dieselbe ist. Somit ist 


_- 
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Hy SS Xs ++ +s = K41) 
und ¢gs, wird multiplicirt mit: 


s—it 
> Cuxny Cpomi%. ee C34 i @y, + 


yr H; 


Ebenso wird in (1) das (¢-++1)'° Glied sein: 


Cara > Cornyn Crayxy + + + Cray; y%s—3 CB. %y—i%s—i44 ++ 0 Cae _ yaya 


Hyre-Hs 


Hier gehéren wieder x, ... 5:4; zu derselben Wurzel; zugleich sind 
die Ordnungszahlen dieselben. Deshalb erhalten wir Cg, multiplicirt 
mit der Summe: 


s—t 
D2 Cot x, CBee, + + + Cf; yxjx, Ox, - 


Myre Ry 


Dieselben beiden Summen wiirde man aber erhalten haben, wenn die 
charakteristische Gleichung nur Elementartheiler erster Ordnung ent- 
hielte. Demnach bleibt unter der gemachten Beschrinkung die Glei- 
chung (2) bestehen. 

Wenn jetzt @ zu einer Transformation zweiter Ordnung gehdrt, 
aber B,.,.(;-1 zu solchen erster Ordnung, so wird in (1) sowohl im 
ersten Product fiir cag, wie im (i-+1)' fiir c.,, das « entweder zu 
Transformationen erster oder zweiter Ordnung gehéren. Fiir Trans- 
formationen erster Ordnung ist bereits das Verschwinden der erhaltenen 
Summe bewiesen; wir kénnen also von diesen Summen ganz absehen. 
Von den weiter hinzutretenden Summen werden gewisse ebenfalls ver- 


schwinden, wenn wir annehmen, dass selbst fiir |@| = 2 nicht nur 
die Gleichung (2), sondern auch die Gleichung 
(4) > Corn, %y Ba,x5%, ota Cei-1 3 {= 0 


besteht, wofern ¢ kleiner als im vorliegenden Falle gewahlt wird. 
Alsdann verwandelt sich (1) in folgende Gleichung: 


is i—1 — 
> , Cax,x, CB, xa, wes Ce;_4 *%) (a5, : + Wy, @y, + Sour + x, ‘) 


Hye Hy 


+(s Sas > Cox. OB 22% 4 ps1 mim (a, + ita + @,') =0. 


Da aber diese Gleichung fiir jeden Werth von s gilt, so kann 
man wieder auf die allgemeine Giiltigkeit der Gleichungen (2) und (4) 
schliessen. :; 

Man sieht jetzt aber auch, wie man fortfahren muss, wenn ent- 
weder mehrere der Marken «, 6,, 6, ... zu Transformationen zweiter 
Ordnung gehdren oder solche von dritter und héherer Ordnung vor- 
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kommen. In allen Fiillen zeigt sich, dass fiir die vorausgesetzte Haupt- 
untergruppe die Coefficienten der charakteristischen Gleichung 


1 (m), ¥2(m)--- 
identisch verschwinden. Damit ist der aufgestellte Satz ganz allgemein 
bewiesen, und es eriibrigt nur noch, den Fall niiher zu charakterisiren, 
wo zu den angegebenen r — k inf, Transformationen noch weitere zur 
Bestimmung der Hauptuntergruppe hinzutreten. 

Wir lassen die friihere Voraussetzung bestehen, dass mit dem 
identischen Verschwinden von & Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung auch alle entsprechenden Unterdeterminanten (r — k + 1)!" 
Grades identisch verschwinden. Die mit einer allgemeinen Trans- 
formation X, vertauschbaren Transformationen sollen mit X,_,...X,-—441 
und die durch die nicht verschwindenden Wurzeln erhaltenen mit 
X,...X,~% bezeichnet werden. Soll jetzt die Hauptuntergruppe mehr 
als r — k Parameter besitzen, so miissen in ihr gewisse Transforma- 
tionen enthalten sein, die sich als homogene lineare Functionen von 
X,, X11... X,r-n41 ausdriicken lassen. Dazu ist nothwendig, dass 
die Gleichung entgegengesetzt gleiche Wurzeln w, und — a, besitzt. 
Wir bezeichnen wieder die zu — @, gehérige Marke mit «’. Wenn 
jetzt die Gleichungen bestehen: 


(XX, )=OXp+Xp_y, (X-Xy)=— OX, + Xi, 
k—1 
(X,, Xi.) = >'P xX 


so haben wir die beiden Fille zu unterscheiden , ob > p, a” == 0 oder 


+ (0 ist, wo dem a, fiir X,, die Wurzel »” entspricht. Im ersten 
Fall muss auch fiir jede Reihe einander zugeordneter Wurzeln a) 
sein :> p, a) = 0, wie aus Gi. (7) § 12 (Bd. 33, 8. 16) fiir Elementar- 
theiler ersten Grades unmittelbar folgt und allgemein auf dem in § 23 
(Bd. 34, 8. 88, 89) vorgezeichneten Wege bewiesen wird. 


Angenommen jetzt, alle zur Bestimmung der Hauptuntergruppe 
hinzutretenden von null verschiedenen (X,, X,,) mégen solche Aus- 


drticke >? py Xr» liefern, fiir welche >? p, a” =O ist. Bezeichnen 
wir die von einander unabhiingigen derartig hinzukommenden inf. 
Transformationen als X,44,...X,», so muss fiir alle inf. Trans- 
formationen X, ... X,-, die charakteristische Gleichung nur ver- 
schwindende Wurzeln besitzen. Jetzt kann man die Gleichung (1) 
derselben Betrachtung unterziehen, welche vorhin angestellt worden 
ist, und gelangt zu dem Ergebniss, dass auch die auf die neue Weise 
erhaltene Hauptuntergruppe vom lange null ist. Diese Betrachtung 
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wird erleichtert, wenn man die beiden folgenden einfachen Bemerkungen 
beriicksichtigt. 

Wofern eine oder mehrere der Marken £,... A, sich als letzte 
Marke in nicht-verschwindenden Coefficienten ¢(,441) ..--C(r—a) ¢ finden, 
ersieht man unmittelbar, dass 


zz Cxix, Ciaeaey + + + Cie, x, = O 
ist. Denn wenn z. B. (X,, X;) durch X,, allein ausgedriickt werden 
kann, wiihrend (X,_, X»,) = - + - = (X,«X,,) = 0 ist, so setze man 
in (1) c—r—h, B, =, 6B, = 6,..,B,—,, und erhiilt die auf- 
gestellte Gleichung. Nachdem dies bewiesen ist, kann man auf die 
Giiltigkeit derselben Gleichung auch in den weiter méglichen Fallen 
schliessen, wenn f, ... 6; hOhere Marken sind, welche an letzter Stelle 
in einem ¢C—4).9 Vorkommen. 
Offenbar ist jedes Product 


CByn,Xy CBomoxs eee CB xx, = Q, 


wenn alle 6,... 6, der Reihe r —k-+1...%r—h angehiren; denn 
wiire dies Product von null verschieden, so miisste 


|| > |e] > ees >| Hs] > |x| 
sein, was unmdglich ist. 

Demnach setze man niemals @ gleich einer Marke r —k-+-1...r—h, 
dagegen mégen einige der Marken #,...8, gleich r, andere gleich einer 
Marke r —k-+1...7—h, und wieder andere gleich einer Marke 
der Reihe 1...r,—k gesetzt werden. Die oben angestellte Betrachtung 
iindert sich dann nur insofern, als fiir manche Marken #6 und » zu- 
weilen verschwindende Wurzeln hinzutreten und solche Producte in 
der Summe ausfallen. Dadurch ist aber kein wesentlicher Unterschied 
bedingt, weil nach beliebiger Wahl der oben benutzten Zahl 7 
man eine Gleichung (fiir s = 7) erhiilt, in welcher die Wurzeln ganz 
wegfallen, wihrend in allen weiteren Gleichungen (s > ¢) nicht nur 
die Summationsbuchstaben auf die Marken 1 ...7 —k beschriinkt 
werden, sondern auch einzelne Producte fiir jeden Summationsbuch- 
staben ausfallen. Demnach bleibt die Schlussfolgerung ungeiindert, 
dass die Hauptuntergruppe vom Range null ist. 


Wenn aber fiir ein (X, X/,) =>», : zugleich >? p, @” +0 
ist, so enthilt die Gruppe nothwendig Kegelschnittsgruppen. Dies ist 
unmittelbar klar, wenn in der vorstehenden Gleichung @ und 6 beide 
gleich Null sind, da alsdann X,, X,, (X,X,) eine solche Untergruppe be- 
stimmen. Wenn aber die angegebene Bedingung erst fiir gréssere Werthe 
von @ und 6o erfiillt ist, so kann man die Ergebnisse des § 24 (Bd. 34, 

12* 
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8. 98—106) anwenden. Dann giebt es eine positive Zahl a, so dass 
jedesmal (X., Xs) = ist fir ep +6<a, aber (X,, X.) + 0 fiir 


o+o6> 4; und fiir (X,, X.,) => Pv Xr—» ist >'p,0 += 0; ausser- 
dem stellen die (X,, X.) fiir alle Werthe von @ und o gerade a+ 1 
von einander unabhingige inf. Transformationen dar. Deshalb kann 
man, wie dort niher gezeigt worden ist, die X,. und X/ so wiihlen, 
dass sie mit (X,,X,) einer Kegelschnittsgruppe angehéren, womit 
der aufgestellte Satz bewiesen ist. 


Unter denjenigen Gruppen, welche nicht ihre eigenen Hauptunter- 
gruppen sind, ist noch eine Classe zu erwiihnen. Es sind das die- 
jenigen, welche in den §§ 10 und 19 (Bd. 33, S. 4—10 und Bd, 34, 
S. 59—66) auf eine allerdings etwas laistige Art und Weise behandelt 
worden sind; indessen ist es dort gelungen, die hauptsiichlichsten 
Eigenschaften dieser Classe aufzufinden. Die ihr angehérigen Gruppen 
sind durch die EKigenschaft bestimmt, dass in der charakteristischen 
Gleichung die letzten k Coefficienten y,, Y-1 . .. Yp-—a41 identisch ver- 
schwinden, wihrend nicht alle Unterdeterminanten (* — k-+- 1)'*" Grades 
in der charakteristischen Determinante verschwinden. Indem wir dann X, 
wieder als ganz allgemeine inf. Transformationen voraussetzen, kénnen 
wir weitere k — 1 inf. Transformationen X,_, ... X,—%;; derartig hin- 
zufiigen, dass sie mit X, eine Untergruppe vom Range null bestimmen. 
Fernere hiervon und unter einander unabhiingige r — h inf. Trans- 
formationen X,...X,—, sollen den nicht verschwindenden Wurzeln 
der Gleichung fiir X, zugeordnet werden. Dann mige die Haupt- 
untergruppe durch X,...X,«, X~x41... X--« bestimmt sein, wo 
h von null verschieden ist. Fiir jede dieser » — h inf. Transforma- 
tionen hat die charakteristische Gleichung lauter verschwindende Wurzeln, 
wie am angegebenen Orte (Bd. 33, S 61. Gleichungen (3) und 8. 63, 
Gl. 11) bewiesen ist. Diese Eigenschaft geniigt, um die Hauptunter- 
gruppe zu charakterisiren. Wir kénnen wiederum die Gleichung (1) 
zu grunde legen, darin einige der Marken #, ... B, gleich r und die 
Marke « nebst weiteren #, gleich solchen Marken setzen, deren Trans- 
formationen der Hauptuntergruppe angehdren. Dann indern sich die 
obigen Untersuchungen nicht und das Resultat bleibt dasselbe. Also 
ist auch in diesem Falle die Hauptuntergruppe vom Range null. Somit 
sind wir zu dem allgemeinen Resultate gelangt: 

Wenn die Hauptuntergruppe einer gegebenen Gruppe keine Kegel- 
schnittsgruppe enthilt, so muss sie vom Range null sein. 

Hiermit hiaingen einige weitere Siitze eng zusammen, deren Beweis 


bereits durch die vorangehenden Untersuchungen geliefert ist, nimlich 
unter andern folgende Siitze: 
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Wenn P,...P; die einfachsten Functionen sind, durch welche 
sich die Coefficienten der charakteristischen Gleichung darstellen lassen, 
und wenn unter ihnen sich Functionen vom 2%" und von einem hihern 
Grade befinden, so kann man es bei passender Wahl der bestimmenden 
inf. Transformationen erreichen, dass sich die Coefficienten der charakte- 
ristischen Gleichung fiir die Hauptuntergruppe durch dieselben Func- 
tionen 2" und hihern Grades ausdriicken lassen. 

Eine Gruppe enthilt nur dann keine Kegelschnittsgruppe, wenn 
sich alle Coefficienten der charakteristischen Gleichung durch lineare 
Functionen ausdriicken lassen. 

Bestimmen X, ... Xp die Hauptuntergruppe einer gegebenen Gruppe 
und bildet man fiir dieselbe die charakteristische Gleichung, so ist es 
nicht moglich, aus deren Coefficienten eine lineare Function von , ...np 
herzustellen. 

Betretfs der Hauptuntergruppen haben wir zwei Fille als méglich 
erkaunt: entweder sind sie vom Range null oder sie enthalten Kegel- 
schnittsgruppen. Nun tritt die weitere Frage an uns heran, ob jede 
Gruppe dieser beiden Arten eine Hauptuntergruppe sein kénne. Wenn- 
gleich es mir noch nicht méglich ist, ganz erschépfend die Bedingungen 
anzugeben, denen eine Hauptuntergruppe geniigen muss, so ist es 
doch leicht zu sehen, dass die aufgestellte Frage verneint werden 
muss. Denn die Gleichung (1) fiir s = 1 lehrt, dass, wenn die Haupt- 
untergruppe p-gliedrig ist, der Coefficient von w?-! in der fiir sie auf- 
gestellten charakteristischen Gleichung identisch verschwindet, oder 
mit andern Worten, dass, wenn durch X,...X, die Hauptuntergruppe 


gegeben ist, De Cag = 0 ist fiir a—1...p. 


Ausserdem tritt jetzt ein zweites Problem an uns heran: die 
Zusammensetzung aller Gruppen anzugeben, fiir welche die Gestaltung 
der Hauptuntergruppe bekannt ist. Die Lésung dieses Problems ist 
durch die vorangehende Entwicklung bereits wesentlich vorbereitet, 
aber noch nicht vollstiindig durchgefiihrt; ftir den Fall, dass die Gruppe 
Kegelschnittsgruppen besitzt, wird sich der folgende Paragraph mit 
dieser Aufgabe befassen. 


§ 30. 


Gestaltung einer gewissen Klasse von Gruppen, welche nicht ihre 
eigenen Hauptuntergruppen sind. 


Wir wollen jetzt diejenigen Gruppen bestimmen, welche zwar 
nicht ihre eigenen Hauptuntergruppen sind, aber mit denselben am 
nichsten verwandt erscheinen, da ihre Hauptuntergruppen fir sich 
betrachtet die Eigenschaft haben, die eigenen Hauptuntergruppen zu 











182 W. Kittie. 


sein. Bezeichnen wir also + von einander unabhingige inf. Trans- 
formationen der gegebenen Gruppe mit X,...X,, so soll fiir 
t, %, 4, —=1...97 zwar nicht die Gruppe (X,X,) mit der Gruppe 
X,...X;,, aber die Gruppe ((X.X,), (X2X,)) mit der durch (X,X,) 
bestimmten Gruppe identisch sein. 

Im Anschluss an die friiheren Entwicklungen sei X, eine ganz 
allgemeine inf. Transformation. Man suche fiir dieselbe die Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung. Wenn in derselben & Wurzeln ver- 
schwinden, so erhilt man k — 1 Transformationen X,; ... X,—241, 
welche unter einander und mit X, vertauschbar sind; die iibrigen 
yx — k inf. Transformationen X, ... X,—;, welche zur Bestimmung der 
Gruppe dienen, kénnen so gewiihlt werden, dass sie den nicht ver- 
schwindenden Wurzeln entsprechen. In der Hauptuntergruppe treten 
zu X,... X, noch gewisse lineare Functionen von X,... X,a41 
hinzu. Auch zeigt der vorige Paragraph bereits, dass in der Haupt- 
untergruppe eine gewisse durch X,... X,x41 dargestellte inf. Trans- 
formation ganz allgemeinen Character hat und demnach eine solche 
Transformation X, in gleicher Weise zur Aufsuchung der Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung geeignet ist, wie X, in der gegebenen 
Gruppe. Um dies noch weiter zu erkennen, kann man entweder auf 
die Untersuchungen des § 11 (Bd. 33, S. 9—11) zuriickgehen, oder 
man kann fiir beide Gruppen die charakteristische Gleichung bilden. 
Daraus ergiebt sich der Satz: 

Um eine r-gliedrige Gruppe zu bestimmen, welche zwar nicht selbst 
ihre eigene Hauptuntergruppe ist, deren Hauptuntergruppe aber mit 
threr eigenen zusammenfallt, nehme man an, diese Hauptuntergruppe 
set durch die inf. Transformationen X, ... X, bestimmt, und in der- 
selben sei X, eine allgemeine inf. Transformation und mit Xp-1...Xp—r41 
vertauschbar. Dann ist es zur Bestimmung der r-gliedrigen Gruppe 
gestattet, zu den p genannten weitere r — p inf. Transformationen 
hinzuzufiigen, welche unter einander und mit den X,... Xp-r41 ver- 
tauschbar sind. Dieser Weg geniigt, wm alle Gruppen von der bezeich- 
neten Eigenschaft zu erhalten. 

Hiermit ist aber der Inhalt des vorigen Paragraphen, soweit er 
sich auf die apgegebene Klasse von Gruppen erstreckt, keineswegs 
erschépft. Die Transformation X, ist nur als allgemeine inf. Transforma- 
tion in der Hauptuntergruppe, dagegen X,. als solche in der r-gliedrigen 
Gruppe vorausgesetzt. Wenn also bereits fiir X, mehrere Wurzeln 
verschieden sind, so miissen sie ganz gewiss fiir X, verschieden sein. 
Ist also w, fiir X, in der Untergruppe eine einfache Wurzel, so ent- 
spricht ihr fiir X, in der r-gliedrigen Gruppe eine einfache Wurzel 
@._; zugleich ist (X,X_.) = Wa Xu, (Xp Xa) = @a Xa. Fiir die Haupt- 
untergruppe haben wir jetzt die allgemeinste Gestaltung zu grunde zu 
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legen, welche wir in § 24 (Bd. 34, 8. 101—105) angegeben haben. 
Danach gehdrt eine Hauptwurzel w, einem einzigen Elementartheiler, 
etwa vom Grade a-++1 an; bezeichnet / den Rang dieser Untergruppe, so 
kann man bei passender Wahl von Xp, Xp_1...Xp—zy1, Xp—s.-- Xp—aqi 
erreichen, dass ist (X,X,,) = @X,,,..- (Xp X,) = of) X_, 
dass dagegen sich (Xp_;X,,) .. . (Xp-aqiX.,) durch X. 
driicken lassen. 

Um zu dieser Darstellung zu gelangen, listen wir ein gewisses 
Gleichungssystem (Gl. 10, auf 8. 104), von dem wir nachwiesen, dass 
es durch eine (/—1)-fache Unendlichkeit von Werthen 7 befriedigt 
werde. Nun bleibt alles, was tiber die Abhiingigkeit dieser Gleichungen 
von einander gesagt worden ist, auch jetzt bestehen, da der Beweis 
sich nur auf die Eigenschaft der betr, Wurzeln stiitzt, Hauptwurzeln 
zu sein. Folglich bilden in diesem Falle die Lésungen eine (r — p+ 1)- 
fache unendliche Mannigfaltigkeit. Somit kénnen auch die inf. Trans- 
formationen X,, X,.... Xp41 so gewahlt werden, dass ist 


(X,. X,.) a Xi (Xp X,.) es @w X,, i 


tga 0+ + Ae, BUS- 


Unter den Hauptwurzeln der Hauptuntergruppe kann man immer 
1 von einander unabhiingige so auswiihlen, dass sich alle tibrigen durch 
diese ausdriicken lassen. Wenn dieselben @,, @,... sind, so bestimme 
man 1 Coefficienten ), ,...%%-1 durch die 7 Gleichungen: 


BW, +n @ + ny@ +--+) + m4 a}? = 0, 
’ t-1 
By + my Ox + MO +++ + m1 OF” =O, 


Diese Gleichungen werden stets durch ein einziges System m,, ,,...%—1 
befriedigt. Ersetzt man jetzt das vorhin erhaltene X, durch 


Xr + My Xp Xp a + -1 Xp-eps, 
so wird fiir das neue X, sein: 
(X,X,,)=0, (X-X-,) =0. 


Nun setzen sich alle Hauptwurzeln aus den / ausgewihlten linear zu- 
sammen; folglich ist X, mit allen Transformationen vertanschbar, 
welche als solche héchster Ordnung zu Hauptwurzeln gehdren. Ebenso 
kann man jetzt Coefficienten ,', ,°... 1 durch die Gleichungen: 


w, + no, + no +--+ yoiaf-) = 0 


bestimmen; hierdurch wird erreicht, dass das neue X,_; mit den ge- 
nannten Transformationen vertauschbar ist; u. s. w. 

In der p-gliedrigen Hauptuntergruppe bilden die inf, Transfor- 
mationen X,...X»,-14:, welche in der angegebenen Weise gewihlt 
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sind, nebst den X,,, Xx,... und den weiteren in gleicher Weise zu 
einer Hauptwurzel gehérigen Transformationen eine einfache oder halb- 
einfache Untergruppe, wihrend bei der angegebenen Wahl alle iibrigen 
inf. Transformationen eine invariante Untergruppe vom Range null 
bestimmen. Wir haben gesehen, dass wir in der r-gliedrigen Gruppe 
die X,...Xp4: so wihlen kénnen, dass sie mit allen Transforma- 
tionen der einfachen Gruppe vertauschbar sind. Somit erhalten wir 
den Satz: 

Soll eine Gruppe G, zur Hauptuntergruppe eine Gruppe G, haben 
und soll letztere ihre eigene Hauptuntergruppe sein, so kann man in 
G, eine von G, unabhingige Gruppe G,—» bestimmen, deren Trans- 
formationen mit einander und mit einer in G, enthaltenen ecinfachen 
oder halbeinfachen Gruppe gleichen Ranges vertauschbar sind. Wéahlt 
man umgekehrt in G, eine einfache oder halbeinfache Gruppe beliebig, 
so giebt es stets in G, eine (r—p)-gliedrige Gruppe von lauter mit 
einander vertauschbaren Transformationen, welche mit jener Gruppe 
vertauschbar ist. 


Daraus ergiebt sich folgende praktische Regel zur Bildung solcher 
Gruppen: 

ks sei G, eine Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe 
ist, und G, diejenige einfache oder halbeinfache Gruppe, aus welcher 
G, durch Zusammensetzung mit einer Gruppe vom Range null gebildet 
ist. Um eine Gruppe G, zu bilden, fiir welche G, die Hauptunter- 
gruppe ist, fiige man eine (r —p)-gliedrige Gruppe hinzu, deren Trans- 
formationen mit einander vertauschbar sind, und setze fest, dass 
dieselbe auch mit G, vertauschbar sein soll.‘ 

Um die Voraussetzungen, auf denen der vorstehende Satz beruht, 
noch einmal vollstiindig zu tibersehen, erinnern wir daran, dass in 
§ 12 (Bd. 33, S. 14—16) die Gleichungen (2) und (3) ganz allgemein 
gelten, unabhiingig von der Wahl der Transformation, fiir welche die 
charakteristische Gleichung aufgestellt ist, dass dagegen die Gleichung 
(6) und die darauf sich stiitzende Gleichung (7) nur solche Transfor- 
mationen voraussetzen, welche in einem (X,X,) vorkommen. Ist also 
(X,X,) +0, so gehéren zu X, und X, fiir jedes beliebige X, ent- 
gegengesetzt gleiche Wurzeln; ebenso wenn (X,X,) durch X, aus- 
gedriickt wird, so wird stets die zu X, gehérige Wurzel die Summe 
der beiden zu X, und X, gehdrigen sein. Dagegen wird die in § 12 
gelehrte Bestimmung aller Wurzeln im vorliegenden Falle nicht mehr 
moglich sein. 

Der vorhin angegebene Satz lehrt die vollstindige Gestaltung einer 
Gruppe, wenn ihre Hauptuntergruppe selbst einfach oder halbeinfach 
ist; wir erhalten das Theorem: 


Wenn eine r-gliedrige Gruppe eine p-gliedrige Haupiuntergruppe 
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besitzt und letetere einfach oder halbeinfach ist, so hat sie eine (r—p)- 
gliedrige ausgezeichnete (d. h. mit der ganzen Gruppe vertauschbare) 
Untergruppe. 

Dieser Satz, welchen ich fiir die Zusammensetzung mit der Kegel- 
schnittsgruppe schon friiher (Programm 1886) bewiesen habe, liefert 
folgende Regel zur Bildung solcher Gruppen: 

Um in allgemeinster Weise aus einer p-gliedrigen einfachen oder 
halbeinfachen Gruppe eine r-gliedrige Gruppe zu bilden, welche jene 
zur Hauptuntergruppe hat, hat man eine (r —p)-gliedrige Gruppe hinzu- 
zufiigen, deren Transformationen mit einander und mit den Trans- 
formationen der p-gliedrigen Untergruppe vertauschbar sind. 

Beiliufig folgt: 

Alle r-gliedrigen Gruppen, welche dieselbe p-gliedrige einfache oder 
halbeinfache Gruppe zur Hauptuntergruppe haben, sind holoedrisch 
isomorph. 

Ebenfalls ergiebt sich unmittelbar , dass der Rang der r-gliedrigen 
Gruppe gleich ist dem der (einfachen oder halbeinfachen) Hauptunter- 
yruppe. 

Wir nehmen jetzt an, die Hauptuntergruppe sei nach der in § 22 
(Bd. 34, 8S. 81, 82) angegebenen Regel und unter der weiteren Voraus- 
setzung gebildet, dass alle Nebenwurzeln durch eine einzige gefordert 
werden. Indem wir wieder durch X, ... X, die Hauptuntergruppe 
bestimmt sein lassen, durch die Marken t,x ,.. solche Transforma- 
tionen bezeichnen, welche einer einfachen Gruppe angehéren, dagegen 
den Nebenwurzeln und den zu ihnen gehdrigen Transformationen die 
Marken «, 6... geben, und die X,4,...X,_...X_...X, den obigen 
Bestimmungen gemiiss wihlen, erhalten wir 

(Xa Xp) = 0, (Xa Xi) = Car(aye) Xap, (XpXo) =O, (X_X.) — 0. 
Kine einfache Anwendung der Jacobi’schen Identitit lehrt, dass, wenn 
(Xp Xq) = eX, ist, auch (Xp Xie) = & Xipa 
sein muss. Indem wir also etwa zu X,1.. Xp41 je das mit einem 
passenden Factor multiplicirte X, hinzufiigen, kénnen wir bewirken, 
dass die neuen X,_;... X,4; mit allen Transformationen der Gruppe 
vertauschbar sind. Soll also die Gruppe keine ausgezeichnete Unter- 

gruppe besitzen, so muss p == r — 1 sein. Hieraus folgt: | 

Eine p-gliedrige Gruppe enthalte keine (p—1)-gliedrige invariante 
Untergruppe, aber cine solche von weniger Gliedern; die Transforma- 
tionen derselben midgen mit einander vertauschbar und die zugehdrigen 
Nebenwurzeln durch eine einzige gefordert sein. Wenn diese die Haupt- 
untergruppe einer r-gliedrigen Gruppe sein soll fiir r > p, so fiige man 
eine inf. Transformation hinzw, welche mit den zw der einfachen oder 
halbeinfachen Gruppe gehirigen Transformationen vertauschbar ist, 
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dagegen mit den zw den Nebenwurzeln gehirigen Transformationen je 
eine zweigliedrige Untergruppe bildet. Die iibrigen inf. Transformationen, 
welche fiir r >p-+1 hinzuzufiigen sind, kinnen so gewdhit werden, 
dass sie mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar sind. 

In der p-gliedrigen Hauptuntergruppe migen die X,, X,... eine 
einfache oder halbeinfache Gruppe bestimmen, Xa, Xs... die invariante 
Untergruppe, so bestehen die Beziehungen: 


(X, X,) SS (Xp41 X,) —_ 0, (X, Xx) _— éXa, 
(X,-1 Xa) am-c + a» (2 pti Xa) = 0, 


wo « noch gleich eins oder gleich null gewdhlt werden kann. 

Beiliufig erinnern wir noch daran, dass der Rang der gegebenen Gruppe 
héchstens um eins grésser sein kann als der der gegebenen Gruppe. 
Ebenso lehrt der angegebene Lehrsatz, dass alle r-gliedrigen Gruppen, 
deren Hauptuntergruppe holoedrisch isomorph ist mit einer gegebenen 
p-gliedrigen Gruppe von der angegebenen Zusammensetzung, in zwei 
Klassen zerfallen, wo alle Gruppen derselben Klasse gleich zusammen- 
gesetzt sind. 

Beispiele zu der hier angegebenen Gestaltung kénnen in grosser 
Menge beigebracht werden. Ich erinnere nur an die allgemeine lineare 
Gruppe des (/-++ 1)-dimensionalen Raumes: pe, eps, LaPa fiir 
a, B=1---l+1. Hier geben die po, %q Pa — X41 Pits, Laps die 
Hauptuntergruppe an, und in dieser bestimmen 2g Pe — 21419141) LePs 
eine einfache Gruppe vom Range 1, dagegen die pe die invariante 
Untergruppe. Als hinzutretende inf. Transformation betrachtet man 
LP tees + M4ipi4i = Y; dann ist (Yp*)=—— pa, dagegen Y 
mit allen andern angegebenen Transformationen vertauschbar. 

Um die vorangehenden Entwicklungen noch auf eine weitere 
Klasse von Gruppen anzuwenden, setzen wir solehe Gruppen als Haupt- 
untergruppen voraus, deren Gestaltung in Band 34, 8. 86 angegeben 
ist. Hier wird auch jeder Nebenwurzel , eine inf. Transformation 
X, zugeordnet; wenn dann durch w, nicht die entgegengesetzt gleiche 
—@, mit gefordert ist, so nehmen wir auch diese als vorkommend 
an, setzen (X,.X) = Y und lassen Y mit jeder Transformation der 
Gruppe vertauschbar sein. Dann folgt aus (X, X,.) = ¢ X, auch 
(X, Xiva) = & X.4e; demnach sind alle derartigen Coefficienten gleich, 
wenn alle Wurzeln durch eine einzige bedingt sind; andernfalls erhalten 
wir (X,X.) = & Xa. Jedenfalls muss sein (X,Y) = (¢+2,) Y. 

Weitere specielle Gestaltungen anzugeben, wird nicht ndthig sein. 
Wir gehen deshalb dazu iiber, den Fall zu untersuchen, wo noch 
nicht die Hauptuntergruppe mit ihrer eigenen Hauptuntergruppe 
identisch ist, sondern wo man erst durch mehrfache Wiederholung 
dieser Operation zu einer solchen Gruppe gelangt. Dabei kann es 





_—— ee 





ee 








Zusam tzung von Transformationsgruppen 1V. 187 





nicht unsere Aufgabe sein, wiederum simmtliche Fille im einzelnen 
zu betrachten, vielmehr werden wir uns damit begniigen, einige all- 
gemeine Gesetze hiertiber aufzustellen. Wir wollen also zuniichst die 
Frage erértern, ob jede beliebige der in diesem Paragraphen ange- 
gebenen Gruppen Hauptuntergruppe sein kann. Dass diese Frage 
nicht allgemein bejaht werden kann, hat bereits eine Bemerkung am 
Schluss des vorigen Paragraphen gelehrt. Wir gehen von den speciellen 
Zusammensetzungen aus und betrachten zuniichst die auf Seite 185, 186 
angegebene. Dort waren X,... X., Xx... so vorausgesetzt, dass 
sie eine einfache oder halbeinfache Gruppe bestimmen; X,, Xs... 
sind mit einander vertauschbar und geben in der p-gliedrigen Gruppe 
eine invariante Untergruppe an. Dazu treten X,;:... X,, so dass ist: 


(X, X,)—= +++ == (Xp X,)—, (X,Xq)=e X,, 
(Xp-1 Xu) = ++ += (Xp4i Xa) = 0, 


Soll eine Transformation X,,, hinzutreten, so lisst sich dieselbe 
wiederum so wiihlen, dass sie mit X,... X,, X, ... vertauschbar 
ist. Dann lehrt die Identitiit (r+-1, r, @) : Ci4tyrrCraq = 9. Soll daher 
die gegebene r-gliedrige Gruppe wirklich Hauptuntergruppe sein 
(also ¢y41)rr 4= 9), so muss wegen des Verschwindens von ¢ygq und 
der entsprechenden Coefficienten jede Transformation X,., . Xp4: mit 
allen Transformationen derjenige Gruppe vertauschbar sein, welche 
ihre eigne Hauptuntergruppe ist. Dieselbe Ueberlegung machen 
wir fiir die weitere vorhin angegebene Klasse von Gruppen (8, 186); 
bilden wir wieder die Jacobi’sche Identitat (r-+-1,7r,«) unter der 
Voraussetzung, dass sich (X,,;X,) und (X, X,) nur durch X, dar- 
stellen lassen, so gilt derselbe Schluss; es ist also (X,X,) =(X, Xe’) =0 
und damit auch (X,Y) = 0. 

Nun kénnen wir aber in jeder p-gliedrigen Gruppe, welche ihre 
eigene und zugleich die Hauptuntergruppe fiir eine r-gliedrige Gruppe 
ist, fiir gewisse inf. Transformationen die aufgestellte Bedingung 
erfiillen; wenn X, eine solche ist, so miissen mit den vorausgesetzten 
Gleichungen (X, X,) = --+- = (X, X,) =0 auch die folgenden be- 
stehen: (X,Xq) = --- = (Xpii1 Xe) = 0. Entsprechend lisst sich 
stets beweisen, dass ¢,,, regelmiissig verschwindet, wenn X, eine Trans- 
formation der p-gliedrigen Hauptuntergruppe ist; dagegen kénnen die 
Coefficienten ¢,,,,, von null verschieden sein. Stellen wir dies Ergebniss 
mit denjenigen Resultaten zusammen, welche wir friiher (§ 23 u. 24) 
iiber die Zusammensetzung erhalten haben, so folgt der wichtige Satz: 

Die Hauptuntergruppe muss entweder einfach resp. halbeinfach oder 
vom Range null sein oder durch Zusammensetaung einer einfachen 
(resp. halbeinfachen) Gruppe mit einer invarianten Untergruppe vom 
Range null sich bilden lassen. 
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Dass dieser Satz auch direct auf dem im vorigen Paragraphen 
angewandten Wege hergeleitet werden kann, soll nur angedeutet 
werden. Ebensowenig kénnen wir niher darlegen, wie hohe Bedeutung 
dieser Satz fiir die Zusammensetzung der Gruppen hat. Es eriibrigt 
aber noch, einige Siitze anzugeben, welche gelten, wenn eine Gruppe, 
die ihre eigene Hauptuntergruppe ist, zugleich invariante Untergruppe 
irgend einer Gruppe ist. 

Zu einer solchen Untergruppe gelangt man stets, wenn die fort- 
gesetzte Aufsuchung der Hauptuntergruppe zu einer Gruppe von der 
bezeichneten Art fiihrt, wenn also die Gruppe iiberhaupt Kegelschnitts- 
gruppen enthilt. Ist nimlich H, die Hauptuntergruppe der gegebenen 
Gruppe, H, die von H, u. s. w. und schliesslich G;—= H, die von 
H,1, so ist auch G; eine invariante Untergruppe der gegebenen 
Gruppe. Wir nehmen wieder an, die charakteristische Gleichung habe 
im allgemeinen & verschwindende und r—k nicht verschwindende 
Wurzeln, und den ersteren seien die inf. Transformationen X,... X,~x41 
den letzteren die X,...X,, zugeordnet. Dann kénnen der G; un- 
méglich unter der gemachten Voraussetzung lauter solche Transforma- 
tionen angehéren, welche mit X, vertauschbar sind. Auf eine beliebige 
andere inf. Transformation wenden wir aber ein Beweisverfahren an, 
welches wir in § 21, (Bd. 34, 8. 72) zu einem iihnlichen Zweck bereits 
benutzt haben. Wir combiniren nimlich irgend eine gegebene, der 
invarianten Untergruppe angehdrige inf. Transformation so oft mit 
X,, bis wir zu einer méglichst einfachen Transformation gelangen. 
Dann folgt zuniichst, dass auch mindestens eine inf. Transformation 
vorkommt, welche die Form hat 9, X, + 4, X,++++-+ myx Xx. 
Indem man dasselbe Verfahren 6fters wiederholt, gelangt man schliess- 
lich zu einer Transformation ya Xe + 43 Xs + yy Xy +--+, wo erstens 
Xa, Xz, X, ... je als erste Transformationen ihren entsprechenden 
Wurzeln zugeordnet sind, und wo zweitens diese Wurzeln @a, wg, @y... 
siimmtlich einander gleich sind. Alsdann ist aber auch 


Na Xa + ye Xp + nyXy+--: 


der Wurzel o, als erste Transformation zugeordnet, da die Gleichung 
besteht: 


(X,, Nu Xa + ne Xp + Ny Xy +:::)= Wa (Na Xa + ng Xp +---). 
In diesem Sinne gilt folgender Satz: 

Wenn eine Gruppe G, eine invariante Untergruppe G; besitet und 
diese ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so muss G; mindestens eine inf. 
Transformation enthalten, welche Haupttransformation zu einer ganz 
allgemeinen, der G, angehirigen zweigliedrigen Untergruppe ist. 

Hieraus schliesst man weiter, dass man zur Bestimmung der in- 
varianten Untergruppe lauter solche inf. Transformationen benutzen kann, 
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welche zu Wurzeln der charakteristischen Gleichung gehéren. Dann 
finden aber auf diese invariante Untergruppe dieselben Entwicklungen 
Anwendung, welche im Anfange dieses Paragraphen fiir die Hauptunter- 
gruppe angestellt sind. Somit bleiben auch die Resultate vollstiindig 
ungeiindert. Speciell ergiebt sich also der Satz: 

Wenn eine Gruppe G; ihre eigene Hauptuntergruppe und zugleich 
die invariante Untergruppe einer Gruppe G, ist, so mige G; durch die 
inf. Transformationen X,, X,... und Xq, Xp... bestimmt sein, wo 
die ersteren eine einfache oder halbeinfache Gruppe, die letateren die 
invariante Untergruppe vom Range null ergeben; alle andern zur Be- 
stimmung von G, nothwendigen inf. Transformationen Xg, Xo... kinnen 
dann so gewdhlt werden, dass sie mit X,, X,... vertauschbar sind. 

In gleicher Weise bleiben auch die tibrigen, oben fiir die Haupt- 
untergruppe angegebenen Siitze bestehen. Nimmt man dann noch 
das auf S. 171 gefundene Resultat hinzu, so sieht man, dass in den 
meisten Fallen simmtliche Coefficienten ¢ unmittelbar niedergeschrieben 
werden kénnen. 


Braunsberg im August 1889, 

















Ueber eine merkwiirdige Configuration gerader Linien im 
Raume.*) 


Von 


Herricu Mascuke in Berlin. 


Im Folgenden soll eine Configuration von 140 geraden Linien 
untersucht werden, welche aus einer Anwendung der Gruppentheorie 
auf die Geometrie der geraden Linie im Raume erwiichst, und mehr- 
fach interessante geometrische Kigenschaften aufzuweisen hat. Was 
die hierzu erforderlichen liniengeometrischen Vorbegriffe betrifft, welche 
hier in einer eigenthiimlichen, dem Charakter der Zahl 7 angepassten 
Form erscheinen, so sind dieselben in § 1 des Niheren auseinander- 
gesetzt. 

In Bezug auf die weitere Untersuchung sei es mir noch gestattet, 
darauf hinzuweisen, dass die zu besprechende Configuration geradezu 
als geometrisches Bild der 7! Vertauschungen von 7 Elementen an- 
gesehen werden kann, wie aus § 2 unmittelbar hervorgehen wird. In 
Folge dessen sind die hier abgeleiteten geometrischen Resultate direct 
zu verwerthen fiir die Theorie der Gleichungen siebenten Grades. Ich 
hoffe hierauf in einer demniichst erscheinenden Arbeit noch niiher ein- 
gehen zu kénnen. 


§ 1. 
Ueberzihlige Liniencoordinaten. 


In seiner Arbeit ,,Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen 6'" 
und 7‘ Grades“ hat Herr Klein iiberziihlige Liniencoordinaten in 
folgender Weise eingefiihrt**). Geniigen die 7 Gréssen a, %,,... 2, 
den beiden Relationen: 


(1) > a= 0, > x2 = 0, 


U 0 


*) Vergl. eine vorliiufige Mittheilung in den Nachrichten d. K. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gédttingen 1889, Nr. 14. 
**) Math. Ann. Bd. 28, pag. 206, 
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so erhiilt man durch Elimination eines der 2, etwa 2, eine in 
2,,-.-+%  homogene quadratische Gleichung 


Q(x, . . . %) = 0. 
Diese quadratische Form Q kann alsdann, indem man die & in geeig- 
neter Weise linear durch die 6 Grdssen 


Dik = Sik — 24 he (i, k=1,2,3,4; im k) 
ausdriickt, in die Form 


(2) Pr2 Pai + Pis Par + Pra Pos 

umgesetzt werden. Bedeuten jetzt 2,,..., und ¢,’...2,’ homogene 
Coordinaten zweier Punkte, so sind durch die 6 Gréssen p,;, in be- 
kannter Weise Liniencoordinaten definirt. Einem jeden, den Glei- 
chungen (1) geniigenden Werthsystem der 7 Gréssen 2 ,... a, ent- 
spricht demnach ein ganz bestimmtes Werthsystem der 6 Gréssen pj;;, 
fiir welches die Form (2) verschwindet, also eine bestimmte gerade 
Linie des Raumes,*) 

Wir werden indess im Folgenden es gar nicht néthig haben, ein 
specielles Punktcoordinatensystem der z zu Grunde zu legen, werden 
vielmehr ausschliesslich mit den 7 den Gleichungen (1) geniigenden 
iiberziihligen Liniencoordinaten 2,...a, rechnen, und aus Griinden 
der Symmetrie auch stets die genannten 7 Gréssen neben einander 
betrachten, ohne die vorhin angegebene Elimination vorzunehmen. 

Einige Vorbemerkungen iiber das Rechnen mit diesen iiberzihligen 
Liniencoordinaten werden noch noéthig sein, um spitere Unter- 
brechungen zu vermeiden. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei 


Gerade mit den Coordinaten 2; und 2;’, wobei also die Gleichungen 
bestehen miissen: 


6 6 a 6 
> “=O, > xi = 0, Pe “2% ==, > x? = 0, 
0 0 0 


0 


sich schneiden, ist auch hier emfach folgende: 
6 
(3) > afae’ nt. 
0 
Kine lineare, homogene Gleichung zwischen den 7 Coordinaten 
6 


2 a,x; = 0 


0 


*) Vergl. betreffs der canonischen Liniencoordinaten der 6 Gréssen a,,... 2 
die Abhandlung von Herrn Klein: Zur Theorie der Liniencomplexe 1" und 2" 
Grades. Math. Ann, Bd, 2, pag. 198. 
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definirt einen linearen Complex. Welches ist die Invariante dieses 
Complexes? Die Invariante eines linearen Complexes verschwindet, 
wenn die Coefficienten selbst Liniencoordinaten bedeuten, wenn also 


> a=9, > @=0. 


Die erste dieser beiden Bedingungen kann aber, auch beim allgemeinen 
linearen Complexe, stets erfiillt werden, indem man zu 2a;a; den 
mit einem Factor g multiplicirten Ausdruck 22,;, welcher ja nach 
der ersten der Gleichungen (1) verschwindet, hinzuaddirt, und nun @ 


so bestimmt, dass 
6 
» (a, + 0) =0 
i=0 


wird. Dies ergiebt 9 = — z 2a;. Die Gleichung eines linearen 


Complexes kann demnach stets auf diese ,,Normalform“ gebracht 
werden, indem ich unter der Normalform einer Complexgleichung eine 
solehe verstehe, in welcher die Summe der Coefficienten Null ist. 
Nennen wir auch hier*) die 7 Complexe 4% —=0,... a4, = 0 
Fundamentalcomplexe, so sind z. B. deren Normalgleichungen folgende: 


~ 6+ a=, oe 
1 0 


Nunmehr werden wir unter der Invariante eines Complexes den 
Ausdruck 2«;*? verstehen, vorausgesetzt, dass die Complexgleichung 
2a;x;—0 in threr Normalform gegeben ist. In gleicher Weise ist 
2a;B; die simultane Invariante zweier linearen Complexe, wenn deren 
Gleichungen 2a;%;—0, 28,4; 0 Normalgleichungen sind. 


§ 2. 
Problemstellung. 


Unterwirft man die 7 Coordinaten einer Geraden 2,,... %, einer 
beliebigen Permutation, so werden durch dieselbe die Gleichungen (1) 
nicht geindert, die permutirten Coordinaten definiren desshalb wiederum 
gerade Linien. Im Allgemeinen erhilt man daher durch Anwendung 
simmtlicher 7! Permutationen aus einer Geraden 7! Gerade, welche 
insofern ein geschlossenes Ganze bilden, als durch eine beliebige Per- 
mutation der Coordinaten ihre Gesammtheit nicht geindert wird. 

Aber die Anzahl der Geraden dieser Configuration ist im all- 
gemeinen Falle fiir eine naihere geometrische Untersuchung zu gross. 





*) Wie in der citirten Klein’schen Abhandlung die 6 Complexe 
H%= 0,..., % =O. 








-e = = 
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Diese Anzahl reducirt sich dagegen bedeutend, wenn einige der Coordi- 
naten gleichgesetzt werden. Man kann hierbei, ohne allzu grossen 
Aufwand von Rechnung, methodisch unter steter Beriicksichtigung der 
Gleichungen (1) siimmtliche méglichen Fille durchgehen, die Anzahl 
der Geraden der betreffenden Configuration angeben, insbesondere aber 
auch nach dem Kriterium (3) zusehen, welche und wie viele Gerade 
sich schneiden. Diejenige Configuration wird alsdann das grdésste 
Interesse beanspruchen, bei welcher méglichst viele Gerade durch 
einen Punkt gehen, resp. in einer Ebene liegen. 

Andererseits liegt es nahe, sich bei der Aufsuchung solcher Con- 
figurationen durch geometrische Ueberlegungen leiten zu lassen. So 
bleibt z. B. der Inbegriff der 7 Fundamentalcomplexe 2,—0, ... 2,—=0 
bei den genannten Permutationen ungeindert, folglich auch die Ge- 
sammtheit der 21 Directricenpaare, welche durch je 2 der Fundamental- 
comiplexe definirt sind, Die Coordinaten einer dieser 42 Geraden lauten: 


=H l= k= y= x1,—1, 


r,=4+(—54+/—35), 4 => (—5—y—3B), 


_ 


die 41 anderen erhilt man durch Permutation dieser Gréssen. Das 
Kriterium (3) aber zeigt, dass diese 42 Geraden siimmtlich gegen ein- 
ander windschief sind. 
Mit den 4 Fundamentalcomplexen 2 = 0, 7, = 0, 2, =0, 2, =0 
liegen in Involution*) die 3 Complexe: 
%,—%,=0, 4% —%=—0, ~—2,=—0. 


Diese gehéren einer und derselben linearen Schaar an, besitzen mit- 
hin nur ein Directricenpaar. Fiir dasselbe ergeben sich die Coordinaten 
% = %,—=—% —2,=—0, 4—1, = 28,8, 4 = 28,8, 
wo é€ eine imaginiire dritte Einheitswurzel bedeutet. Geht man in 
analoger Weise von je vieren der Fundamentalcomplexe aus (oder 
permutirt man die angegebenen Coordinaten auf alle méglichen Weisen), 
so erhilt man im Ganzen 35 Directricenpaare, also eine Configuration 
von 70 Geraden.. Hier lehrt nun die Gleichung (3), dass jede Gerade 
von 8 anderen geschnitten wird, dagegen kommt es nicht vor, dass 

sich 3 Gerade in einer Ebene oder in einem Punkte schneiden. 

Ohne noch weitere Beispiele von Geradenconfigurationen aufzu- 
zihlen, bezeichne ich gleich die Configuration, in welcher bei relativ 
niedriger Geradenanzahl médglichst viele Gerade durch einen Punkt 
gehen resp. in einer Ebene liegen. Es ist dies diejenige Configuration, 
fiir deren Gerade 2 mal je 3 Coordinaten gleich sind, Diese Angabe 


*) Zwei lineare Complexe liegen in Involution, wenn ihre simultane Invariante 
verschwindet. Vgl. Math. Ann. Bd. 2, pag. 201. 
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geniigt, wenn man von einem gemeinsamen Proportionalititsfactor ab- 
sieht, zur eindeutigen Bestimmung der 7 Coordinaten. Man erhiilt fiir 
dieselben in beliebiger Reihenfolge die Werthe 

3,4, 4,4, &, bu, 
wo 4 und w die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


e2+2+2=—0, 


also: 
(4) y(-1+7-—7) 


bedeuten. In der That gehen fiir diesen Fall die Gleichungen (1) in 
die identischen Relationen 


A4t+u+1=0, 
V+ w+3=—0 
iiber. Die Anzahl dieser Geraden ergiebt sich als sear = 140. Auf- 


gabe der folgenden Untersuchung ist also die geometrische Discussion 
_ der Configuration, welche durch die bezeichneten 140 Geraden ge- 
bildet wird. 

Wenn man trotz der genannten Griinde in der Bevorzugung gerade 
dieser Configuration noch eine gewisse Willkiir erblickt, so sei be- 
merkt, dass auch die tibrigen Geradenconfigurationen, welche fiir die 
7! Vertauschungen ungeindert bleiben, leicht zu der genannten Con- 
figuration in Beziehung gesetzt werden kénnen, wie dies in § 9 auch 
z. T. durchgefiihrt ist. 


§ 3. 
Das Schneiden der Geraden. Hauptpunkte und Hauptebenen. 


Sei jetzt LD =3,4,4,4,u,u,u oder kiirzer 3AA A uu diejenige 
Gerade der Configuration, deren Coordinaten x,,... 2%, die eben hin- 
geschriebenen Werthe in der angegebenen Reihenfolge besitzen. Die 
Gerade L wird von der Geraden w3Auudd geschnitten. Fiir die ge- 
nannten beiden Geraden geht nimlich die Gleichung (3) in die 
Identitat tiber: 


(5) 3u +3442? 4 wt + 34 —0. 
Man zeigt leicht, dass die Coordinaten zweier Geraden der Configu- 
ration tiberhaupt die Gleichung (3) nur auf die angegebene Weise (5) 
erfiillen kénnen. Man kann demnach z. B. sofort schliessen, dass 
2 Gerade, welche die Coordinate 3 an derselben Stelle besitzen, zu 
einander windschief sind, ebenso 2 Gerade, welche 4 oder w mehr 
oder weniger als einmal an derselben Stelle zu stehen haben ete. 

Um jetzt weitere Schnittgerade von ZL anzugeben, machen wir 
von einem von Herrn Klein aufgestellten liniengeometrischen Satze 
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Gebrauch, den derselbe bereits fiir den Fall der iiberziihligen Linien- 
coordinaten in folgender Weise specialisirt hat: *) 


Den ss geraden Vertauschungen der x entsprechen ebenso viele 


Collineationen des Raumes, den u ungeraden Vertauschungen der x 


eine gleiche Anzahl dualistischer Umformungen des Raumes. 


Permutiren wir also in irgend einer Weise die 7 Coordinaten des 
sich schneidenden Geradenpaares 


3AdAuu 
(6) uddAupada 


simultan, so erhalten wir auf jeden Fall wiederum ein sich schneidendes 
Geradenpaar, Nun wenden wir auf das Geradenpaar (6) simmtliche 
Vertauschungen der 2 an, welche die Gerade Z ungeiindert lassen. 
Es sind dies offenbar diejenigen 6 . 6 = 36 Vertauschungen, welche 
nur 2,2,” unter sich und x,%,”, unter sich permutiren, Von diesen 
fallen fiir das Linienpaar (6) je 2 identisch aus, weil auch fiir die 
zweite Gerade z, = 2, ist. Man erhilt demnach aus (6) durch die 
genannten Vertauschungen 18 Transversale der Geraden L. 

Da die Gleichung (5) symmetrisch ist in Bezug auf 4 und uw, so 
schneidet sich auch das Geradenpaar, welches man aus (6) durch Ver- 
tauschung von 4 mit w erhilt, nimlich: 


3umwdadd, 
A3maduuy. 
Wendct mau hierauf die Vertauschung (7,2), (#.%;), (@,2,) an, so 
erhilt man das sich schneidende Geradenpaar: 
dAAAuuu, 
AdAuudua., 
Die erste dieser beiden Geraden ist wiederum L, und genau wie vor- 


hin erhilt man aus der zweiten wieder 18 neue Transversale von L. 


Weitere Transversalen von JZ existiren nicht. Wir haben mithin 
den Satz: 


1) Jede Gerade unserer Configuration wird von 36 Geraden der 
Configuration geschniiten. 


Um jetzt festzustellen, ob sich mehr als 2 Gerade in einem Punkte 
oder in einer Ebene von Z schneiden, betrachten wir die beiden in 
(6) und (6a) aufgestellten Transversalen von L: 
udiuuad, 

Adpusud. 


(6a) 


(7) 


*) Math. Ann. Bd. 28, pag, 507. 
13* 
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‘ Multipliciren wir die entsprechenden Coordinatenwerthe und addiren, 
so ergiebt sich wiederum nach Gleichung (5) identisch Null. Also 
schneiden sich die Geraden (7) auch unter sich, gehen mithin 
mit Z durch einen Punkt, oder liegen mit Z in einer Ebene, 
oder beides. 

Wenden wir nun auf die beiden Geraden (7) die cyklische Ver- 
tauschung (x,%,%) (%,2,%,) und deren 2" Potenz an, so erhalten wir 
folgende 6 Gerade 

uddauwdsa, Adpudpd, 
(8) waudddu, Auudauas, 
wusaduda, Audwddu, 


welche unter den 36 Transversalen von Z enthalten sind. Eine leichte 
Priifung ergiebt, dass sich siimmtliche 6 Gerade (8) unter einander 
schneiden. Auf diese Geraden (8) wenden wir die ungerade Ver- 
tauschung (7,2,) an, so erhalten wir folgende 6 Geraden, die auch 
unter den 36 Transversalen von L enthalten sind 


uddapwdad, Adhuuddu, 
(8a) ududiawda, Aupdaudsa, 
“wudsdddu, Awdwdus. 


Diese schneiden sich ebenfalls siimmtlich unter einander. Die Geraden 
(8) und (8a) haben die erste w3AuudAdA gemeinsam. Dagegen schneidet 
keine der tibrigen 5 Geraden von (8) irgend eine der iibrigen 5 Geraden 
von (8a), also miissen entweder die Geraden (8) durch einen Punkt 
gehen, und die Geraden (8a) in einer Ebene liegen, oder umgekebrt. 
Welcher von beiden Fallen eintritt, kann nicht entschieden werden, 
so lange wir kein bestimmtes Punktcoordinatensystem zu Grunde legen. 
Wir nehmen willkiirlich an, dass die Geraden (8) mit Z in einer 
Ebene liegen, die wir J nennen wollen. Alsdann miissen sich die 
Geraden (8a) mit Z in einem Punkte schneiden, und diesen wollen 
wir mit 1 bezeichnen. 

Wir constatiren leicht, dass es ausser Z keine weiteren Ge- 
raden giebt, welche gleichzeitig simmtliche 6 Geraden (8) oder (8a) 
schneiden. 

Ich lege jetzt eine Tabelle an, in welcher simmtliche 36 Trans- 
versalen von LZ enthalten und in der Weise geordnet sind, dass je 6 
in einer Colonne unter einander stehende Geraden sich in einem 
auf Z liegenden Punkte schneiden, der mit der dariiber stehenden 
arabischen Ziffer bezeichnet ist, und dass je 6 in einer Zeile neben- 
einander stehende Geraden sich in einer durch ZL gehenden Ebene 
schneiden, die mit der daneben stehenden rémischen Ziffer be- 
zeichnet ist. 
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Tabelle der 36 Transversalen der Geraden L = 3AAdAuuuy. 


1 2 3 1 5 6 
1| (wddwead! uedsdawa waw draw| AAuedud Aududadu| Auwdwdad3 











IL wudaday | wlu dead | uddwded ‘AwAuead Auwadua | AAupady 


11 | (wawddualudawary uu Baad) Apwdade AAwupa3 Awdudua 
IV | dduedp| Awawada Auwddus|wdeAwdd wAdudud| wedAdidy 


V duduaud dupadiu AdApueu3sa|udduddu euddead wduddawa 


VI Apwauda| Aduwdus AwAwddaw| wudadsaua udwadaw wdAdsuudaa 


























Aus dieser Tabelle folgt eine bequeme Bezeichnungsweise der 36 Trans- 
versalen von ZL. Unter der Transversalen V,6 z. B. oder auch LZ, V, 6 
verstehen wir diejenige Transversale von Z, welche in der Ebene V 
durch den Punkt 6 geht. 

Aus dem Vorhergehenden resultirt demnach der Satz: 

2. Die 36 Transversalen einer jeden Geraden G schneiden sich zu 
je 6 in 6 auf G liegenden Punkten und liegen eu je 6 in 6 durch G 
gehenden Ebenen. 

Ich will diese soeben definirten Punkte und Ebenen Hauptpunkte 
und Hauptebenen nennen, auch sollen die 140 Geraden unserer Con- 
figuration zum Unterschiede von anderen Geraden Hauptgerade heissen. 
Da auf jeder Hauptgeraden 6 Hauptpunkte liegen, und 7 Hauptgerade 


durch jeden Hauptpunkt gehen, so existiren im Ganzen sw Haupt- 


punkte uad ebenso viel Hauptebenen. Also haben wir den Satz: 

3. Die 140 Geraden unserer Configuration, die Hauptgeraden, 
schneiden sich in 120 Punkten, den Hauptpunkten, und liegen in 120 
Ebenen, den Hauptebenen. Durch jeden Hauptpunkt gehen und in 
jeder Hauptebene liegen 7 Hauptgerade. 

Spiiterer Anwendun: :n halber notiren wir noch folgende Sitze: 

4, Jeder Punkt und jede Ebene, in welcher sich irgend 2 Haupt- 
gerade schneiden, ist ein Hauptpunkt resp. eine Hauptebene. 

5. Innerhalb einer Hauptebene gehen durch einen Hauptpunkt 2 
und nur 2 Hauptgerade. 

Hieraus folgt nun unmittelbar: 

6. In jeder Hauptebene liegen 21 Hauptpunkte und durch jeden 
Hauptpunkt gehen 21 Hauptebenen, 

Dass jeder der bisher aufgestellten Siitze iu dualistischer Form 
erscheint, hat seinen allgemeinen Grund darin, dass iiberhaupt unsere 
Configuration sich selbst dualistisch entspricht. In der That wird die 
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Gesammtheit der 140 Hauptgeraden durch eine beliebige ungerade 
Vertauschung der x nicht geindert. Eine derartige Vertauschung ist 
aber nach dem oben angefiihrten Klein’schen Satze gleichbedeutend 
mit einer dualistischen Umformung des Raumes, 


§ 4. 
Gruppirung der 6 Hauptpunkte einer Hauptgeraden. 


Die 140 Hauptgeraden gehéren den 21 linearen Complexen 
%;— 2% = 0 an, welche wechselseitig in Involution liegen, z B. 
x, — 2 =O mit 2, — 2,=—0 ete. Jede Hauptgerade ist dabei gleich- 
zeitig in sechsen derselben Complexgerade. So gehdért die Gerade L 
den Complexen an: 


(10) 


%—%=0, 4,—%,=0, 
Janane t — 2, =0, 


%,—2%,=0, 4—2,=—0. 


Ich frage jetzt, welche Punkte entsprechen einer beliebigen Haupt- 
ebene von ZL in den 6 Complexen (10)? Diese Punkte miissen auf Z 
liegen, weil Z in allen 6 Complexen Complexgerade ist. Wie man 


nun unmittelbar aus der Tabelle (9) abliest, geht das Entsprechen 
nach folgender Tabelle vor sich: 














| me | a4 — 24 Ly — Xs | Ly — Ay | T,— 2%, 2,—2,|=0 
I} 1 2 3 4 5 6 | 
Ii} 2 3 1 6 4 5 | 
(11) I} 3 | 1 2 5 6 e 4 
Iv; 4 | 5 6 1 2 3 
Vj 5 | 6 4 3 1 2 
VI| 6 | 4 5 2 3 1 














Greift man aus dieser Tabelle die in 2 involutorisch liegenden Com- 
plexen den einzelnen 6 Ebenen entsprechenden Punktepaare heraus, 
so folgt nach einem bekannten Satz, dass diese Punktepaare in 
Involution liegen. Man berechnet auf diese Weise, dass die Punkte 
1, 2, 3, 
4, 5,6 


der Geraden LZ dreimal und zwar in folgender Weise in Involution 
liegen: 
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(1,4) (2,6) (3, 5), 
(12) (1,5) (2,4) (3,6), 
(1,6) (2,5) (3, 4). 
Wir notiren demnach den Satz: 
7) Die 6 Hauptpunkte einer jeden Hauptgeraden liegen auf 3 ver- 
schiedene Weisen in Involution (und dualistisch), 
Wir gelangen zu einer weiteren EHigenschaft der betrachteten 6 


Hauptpunkte, welche fiir die folgenden Entwickelungen von funda- 
mentaler Bedeutung sein wird, wenn wir Complexe von der Form 


Xi + Ax, + uae, = 0 
in Betracht ziehen. Auch diese Complexgleichung ist in der Normal- 
form gegeben zu Folge der Identitit: 1+4+4=—0. Dem 
Complexe . 
(13) ty + Ax, + Ux, = 0 
gehért zuniichst die Gerade Z an, wegen 
B+ a+ ut=0, 
ausserdem aber auch, wie ein Blick auf die Tabelle (9) lehrt, die 
Geraden 
I1, 14, IV3, VI6. 
Dem zu dem Complexe (13) involutorisch liegenden Complexe 2,— 2,0 
gehéren ausser LZ die Geraden an 
16, 115, ll4, IV3, V2, VI1. | 
Der Ebene I entsprechen also in beiden Complexen die Punkte 1 
und 6. Diese liegen harmonisch zu den Punkten. in denen die beiden 
Directricen der Complexe die Gerade Z schneiden. 
Die Directricen der beiden Complexe haben die Coordinaten 
1, —1, 1, 4, w, 0, 0 
und 1, 1, —1, da, w, 0, 90. 
Man verificirt leicht, dass die erste dieser beiden Geraden in der Ebene 
IlI durch den Punkt 3 geht, die zweite in der Ebene IV durch den 
Punkt 4. Daraus folgt, dass die Punkte (1, 6) durch die Punkte (3, 4) 
harmonisch getrennt werden. 

Fihrt man die analoge Rechnung durch fiir die Complexe 
ty + Ax, + ux,—0 und x —2,=—0, so schliesst man, dass die 
Punkte (3, 5) von (2,6) harmonisch getrennt werden. Endlich folgt 
aus der Betrachtung von 2 +4Ax,+u2,—0 und a, — 2, =0, 
dass die Punkte (1, 5) von (2, 4) harmonisch getrennt werden. 

Wir sehen also, dass die 6 Hauptpunkte von L 


I, 2, 3, 
4, 5, 6 


(14) 





| 
| 
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dreimal in der Weise harmonisch liegen, dass 

(1,5) von (2, 4), 

(2,6) 4, (3,5), 

(1,6) ,, (3,4) 
harmonisch getrennt werden. 6 Punkte einer Geraden, die in dieser 
Beziehung zu einander stehen, will ich ,metharmonisch* nennen. Wir 
haben demnach den Satz: 

8. Die 6 Hauptpunkte einer jeden Hawptgeraden liegen methar- 
monisch zu einander. Das Gleiche gilt von den 6 Hauptebenen einer 
Hauptgeraden, und als unmittelbare Folge hieraus: 

9. Die 7 in einer Hauptebene liegenden Hauptgeraden sind so 
beschaffen, dass eine jede durch die 6 anderen in 6 metharmonischen 
Punkten geschnitten wird (und dualistisch).*) 

Zwei solche von 6 metharmonischen Punkten, welche von zwei 
anderen harmonisch getrennt werden, will ich metharmonisch zusam- 
mengehoérig nenuen. 

Wir stellen jetzt die Wirkungen derjenigen Vertauschungen der 
x auf die 6 Hauptpunkte von Z fest, welche die Gerade Z ungeiindert 
lassen. Es sind das diejenigen Vertauschungen, welche nur 2, 2,2; 
und 2,%,2, unter sich permutiren. Die Gesammtheit derselben liefert 
eine intransitive Gruppe von 36 Vertauschungen. Wenden wir irgend 
eine der genannten Vertauschungen auf die 6 Geraden einer Colonne 
oder Zeile der Tabelle (9) an, so werden dieselben in 6 andere um- 
gesetzt, welche wiederum in irgend einer Zeile oder Colonne stehen. 
Aus der Umsetzung der Colonnen oder Zeilen schliessen wir unmittel- 
bar auf die Vertauschungen der ihnen entsprechenden Hauptpunkte 
oder Hauptebenen. 


So liefert z. B. die ungerade Vertauschung (x, 2,) folgende dualistische 
Umformung der Punkte und Ebenen: 


(11), (211), (3), (4IV), 6 V), (6 VD. 


*) Hieraus folgt ein merkwiirdiger Satz iiber das vollstiindige Vierseit in 
der Ebene, Seien 4 Gerade in einer Ebene beliebig gegeben 


(Y= 0, Y=9, y= 9, HW +¥t y=), 
so liegen, wenn man auf jeder derselben in bestimmter, hier nicht niiher an- 
zugebender Weise die fehlenden 3 metharmonischen Punkte sucht, (es treten 
nach beliebiger Fixirung von 3 Punkten fiir die iibrigen 3 keine neuen willkiir- 
lichen Parameter, sondern nur rein numerische Constante auf) diese hinzukom- 
menden 12 Punkte zu je vieren auf 3 geraden Linien 


1 1 
(y.—2+uys=0, NFU Y=9, ON+Y—Y=9, w= — s—-yV-7), 
welche mit den gegebenen Viereckseiten ein ,,metharmonisches System“ ausmachen, 
d, h. 7 gerade Linien bilden, von denen jede durch die 6 anderen in 6 methar- 
monischen Punkten geschnitten wird. 
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Fiihren wir die angedeutete Rechnung nun durch fiir simmtliche 
18 geraden in Betracht kommenden Vertauschungen, welche also 
Collineationen bedeuten, so zeigt sich, dass denselben nur 6 Ver- 
tauschungen der Punkte resp. Ebenen entsprechen. Die Gruppe der 
Vertauschungen der x ist demnach dreistufig isomorph sowohl auf die 
Gruppe der Vertauschungen der Punkte, als auch auf die der Ebenen 
bezogen. Interessant ist hierbei, dass die Beziehung auf die Punkt- 
und auf die Ebenengruppe eine durchaus verschiedene ist. So ent- 
sprechen z. B. der Identitiit der Punktgruppe die 3 Vertauschungen 


1, (@,%_Hy) (Hy eH;), (8X3 Xp) (4%; Xe) 
(15) {dagegen der Identitiéit der Ebenengruppe folgende 3: 

1, (@,W_H3) (%y%5 Wy), (1 Hy) (a4 ys). 
Folgendes ist nun die Gruppe der Vertauschungen der Hauptpunkte: 
(15a) (123) (456), (132) (465), (14) (26) (35), (15) (24) (36), (16) (25) (34), 1. 


Ersetzt man die arabischen Ziffern durch entsprechende rémische, so 
erhalt man die Vertauschungsgruppe der 6 Ebenen. Wie man leicht 
sieht, repriisentiren diese Gruppen Diedergruppen fiir »=—3. Wir 
haben demnach den Satz: 


10. Die 6 Hauptpunkte einer Hauptgeraden lassen 6 lineare Trans- 
formationen in sich zu, welche eine Diedergruppe (n=3) bilden.*) 


*) Hieraus folgt, dass die Binirform 6 Ordnung /(2,, 22) = 0, welche gleich 
Null gesetzt, jene 6 Punkte darstellt, in geeigneter Weise linear transformirt, 
sich unter den von Herrn Bolza (,,On Binary Sextics with Linear Transforma- 
tions into themselves“. Americ, Journ. of Mathematics, Vol. X, Nr.1 und ,,Zur 
Theorie der Binirformen 6. Ordnung‘t, Math. Ann. Bd 30, pag. 546) aufgestellten 
Formen vorfinden muss. In der That ergiebt sich fiir unseren Fall 

24° + a2,° 2° + 2° = 0. 
Auf diese Form miissen’ also 6 metharmonische Punkte nothwendig gebracht 
werden kénnen, Es kommt dann nur noch eine Bedingung hinzu, aus welcher 
sich «= +4)V7 bestimmt. Diese 6 Punkte liegen alsdaun, wenn man sie auf 
der Kugel interpretirt, welche Triigerin der Werthe einer complexen Variabelen 
z ist, so, dass 3 der Punkte auf demselben Parallelkreise der Breite m mit den 
Liingen 0, Ll =. 
3 3 

auf dem Parallelkreise der Breite — @ liegen, wo g durch die Gleichung be- 
stimmt ist: 


liegen, wiihrend die anderen 3 Punkte mit denselben Liingen 


1 
cos 29 = + ~~: 
‘ 
Da demnach bei 6 metharmonischen Punkten nur noch die Constanten einer 


linearen Substitution willkiirlich sind, so folgt, dass 3 Punkte beliebig angenom- 
men werden kinnen, die 3 anderen aber dann nur noch 2 verschiedene, aber 


bestimmte Lagen, je nach der Wahl des Vorzeichens der V—7 annehmen kinnen. 











202 H. Mascuxe. 


§ 5. 
Die 30 Punkt- und Ebenenoctupel. 


Wir gehen bei der Untersuchung dieses Paragraphen von der 
Configuration aus, welche durch die Hauptgerade Z mit ihren 36 Trans- 
versalen gebildet wird. Fasse ich auf ZL zwei beliebige Hauptpunkte 
ins Auge, z. B. die Punkte 1 und 5, so geht nach Satz 5) in einer 
beliebigen Hauptebene von Z, z. B. in I durch diese beiden Punkte 
ausser Z nur noch je eine Hauptgerade. 

Diese zwei schneiden sich in einem in der Ebene I liegenden 
Hauptpunkte, den ich I (1, 5) nennen will. Von diesem Punkte sage 
ich, er ist in der Ebene I den Punkten 1 und 5 zugeordnet, Man 
erhailt in dieser Weise 6 Punkte, welche den Punkten 1 und 5 zu- 
geordnet sind, niimlich in jeder der 6 Hauptebenen einen. Die Frage, 
die uns jetzt interessirt, ist folgende: 

Ist die Verbindungslinie von 2 einem bestimmten Punktepaar (i, k) 
von L zugeordneten Punkten Hauptgerade oder nicht? 

Die Verbindungsgerade der Punkte 1 (1,5) und II (1, 5), welche 


ich kurz (I, If) (1,5) nennen kann, muss folgende 4 Hauptgeraden 
schneiden : 


Ll: wddaupdd, 

15: Awduwdd3a, 

Ll: wuddaddy, 

Il5: Apwwadsuda. 

Ich versuche zuniichst, ob ich durch Hauptgeraden der Aufgabe geniigen 
kann. Ein Schneiden kann nur nach der Identitit (5) geschehen. 
Es kann demnach fiir die zu untersuchende Gerade mit den Coordi- 
naten 2 entweder nur 2, oder x, oder «, —3 sein, weil andern- 
falls zwei 3-en unter einander stehen wiirden. In ahnlicher Weise geht 
man die einzelnen Fiille durch, und iiberzeugt sich, dass ausser L in 
der That noch eine Hauptgerade als Transversale existirt, nimlich 
(17) Adududu. 

Um die Verbindungsgeraden anderer den beiden Punkten 1,5 in an- 
deren Ebenen zugeordneten Punkten zu erhalten, wende ich zunichst 
auf die 5 Geraden (16) und (17), welche mit LZ ein Tetraeder bilden, 


(16) 


Seien z =a, 8, y die 38 Punkte 1,2, 3 (in der im Text gewihlten Bezeichnung), 
so erhilt man fiir die 8 anderen 4, 5,6 mit der Abkiirzung: 


G—y=a, y—a=b, «—fp=e 
die 3 Werthe 


2be 2ca 2ab 
wf 6+— oo ae 


pub’ ae "tonne 
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diejenigen Vertauschungen der « an, welche die Gerade L punktweise 
ungeindert lassen, Dies sind nach (15) folgende zwei: 

(18) (© Hs) (L4%_%y) und (2; Xy My) (4X; Xe). 

Diese lassen die Punkte 1 und 5 fest, und fiihren die Ebenen I und 
II iiber in III, I und II, III. Also sind auch die Geraden (III, I) (1, 5) 
und (II, IT) (1, 5) Hauptgeraden. 

Endlich wende ich diejenige Vertauschung der x an, welche die 
Punkte ] und 5 untereinander vertauscht, also (15) (24) (36) in Nr. (15a), 
Diese Punktvertauschung wird bewirkt durch 
(18a) (#7) (@, 45). 

Man erhilt hierdurch folgende neue Hauptgeraden: 

(1, 5) (IV, VI), (1,5) (V, IV) und (1, 5) (VI, vy). 

Endlich berechne ich direct, wie vorhin, die Geraden (1, 5) (I, IV), 
(1, 5) (I, V) und (1, 6) (I, VI). Es zeigt sich, dass auch diese Haupt- 
gerade sind, und wenn ich nun auch hierauf (18) und (18a) anwende, 
so erhalte ich simmtliche 15 Verbindungsgeraden der 6 den beiden 
Punkten 1 und 5 zugeordneten Punkte. Also folgt: Die 15 Verbindungs- 
geraden der 6 den beiden Punkten 1,5 in den 6 Ebenen zugeordneten 
Punkte sind stimmtlich Hauptgerade. 

Genau dasselbe Resultat erhalten wir, wenn wir von dem Punktepaar 
1,6 von Z ausgehen. Durch die Diedergruppe (15a), welche das Punkt- 
system 1,...6 in sich iiberfiihrt, werden nun die Punktepaare (1, 5) 
und (1,6) transformirt in (2,6), (3,4) und (2, 4), (3,5). Diese 6 
Punktepaare sind aber siimmtliche in der Punktreihe 1,...6 methar- 
monisch zusammengehdrige Punktepaare. Demnach haben wir den 
Satz: . 

11. Die 15 Verbindungslinien der 6, irgend einem metharmonisch 
zusammengehirigen Punktepaar (i, k) in den 6 durch i, k gehenden 
Hauptebenen zugeordneten Punkte sind Hauptyerade. 

Dieser Satz gewinnt nun noch an Interesse dadurch, dass er auch 
wirklich nur fiir 2 metharmonisch zusammengehérige Punktepaare gilt. 
So finde ich z. B. als Verbindungsgerade der 2 dem metharmonisch 
nicht zusammengehdrigen Punktepaar 1,2 in den Ebenen 1, Il zu- 
geordneten Punkte die Gerade 
(19) re 1, 24, 2u, uw, a, & 1, apd 1, 
welche offenbar nicht Hauptgerade ist. 

Nehme ich jetzt zu den 6 dem metharmonisch zusammengehorigen 
Punktepaar i, k zugeordneten Punkten noch die beiden Punkte ¢ und k 


mit hinzu, so habe ich eine Configuration von 8 Punkten vor mir, deren 


simmtliche at = 28 Verbindungsgeraden Hauptgerade sind. Hier ist 


es offenbar unwesentlich, dass wir gerade von L ausgegangen sind, wir 
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hiitten ebenso gut von irgend 2 anderen der 8 Punkte ausgehen kénnen. 
Eine solche Configuration von 8 Hauptpunkten mit ihren 28 Verbin- 
dungsgeraden will ich ein Punktoctupel nennen. Die 7 nach Satz 3 
durch jeden Hauptpunkt gehenden Hauptgeraden sind hier durch die 
Verbindungslinien des Punktes mit den 7 iibrigen Punkten gegeben. 
Da jede Gerade 6 metharmonisch zusammengehérige Punktepaare trigt, 
mithin zur Bildung von 6 von einander verschiedenen Punktoctupeln 
Veranlassung giebt, an jedem Punktoctupel aber 28 Gerade betheiligt 


sind, so giebt es im Ganzen a S = 30 Punktoctupel. Wir notiren 





daher folgenden Satz: 


12. Es giebt in unserer Configuration 30 Octupel von je 8 Haupt- 
punkten, deren je 28 Verbindungsgerade Hauptgerade sind. 

Nun liegen auf jeder der 28 Hauptgeraden eines Punktoctupels 
6 Hauptpunkte. Davon sind je 4 Nichtoctupelpunkte. Durch einen 
solchen Punkt kann nicht mehr als eine der 28 Hauptgeraden des 
Octupels hindurchgehen. Schnitten sich in ihm 2 der 28 Hauptgeraden, 
welche als Verbindungsgerade der Octupelpunkte P,, P, und P,’, P,’ 
definirt sein mégen, so wiirden die 4 Octupelpunkte P,, P,, P,’, P,’ 
in einer Ebene liegen, und z. B. durch P, drei in einer Ebene liegende 
Hauptgerade hindurchgehen. Dies geht aber nicht nach Satz 5. 
Folglich sind die zu je 4 auf jeder der 28 Hauptgeraden liegenden Nicht- 
octupelpunkte simmtlich von einander verschieden, ihre Anzahl mithin 
4.28—=112. Hierzu kommen die 8 Octupelpunkte, welche mit den 
vorigen zusammen 120, d. h. alle Hauptpunkte ausmachen. Also folgt: 

13. Auf den 28 Hauptgeraden eines Punktoctupels liegen siimmt- 
liche 120 Hauptpunkte. 

Wegen der Wichtigkeit dieser Octupelconfigurationen sei es ge- 
stattet, die dualistischen Siitze gesondert auszusprechen. Dieselben 
lauten: 

14. Die 15 Schnittgeraden der 6 irgend einem metharmonisch 
zusammengehirigen Ebenenpaar (A, B) in den 6 auf der Schnittgeraden 
von A, B liegenden Hauptpunkten zugeordneten Ebenen sind Hauptgerade. 
Dabei haben wir unter der einem Ebenenpaar A, B in einem Punkte 
i der Schnittgeraden A, B zugeordneten Ebene diejenige Ebene zu 
verstehen, welche die beiden Hauptgeraden enthilt, die in A und in 
B durch i hindurchgehen. 

15. Es giebt in unserer Configuration 30 Octupel von je 8 Haupt- 
ebenen, deren je 28 Schnittgerade Hauptgerade sind. 

16. Durch die 28 Hauptgerade eines Ebenenoctupels gehen stimmt- 
liche 120 Hauptebenen. 

Die 28 Geraden eines Ebenenoctupels sind iibrigens nicht etwa 
mit denen irgend eines Punktoctupels identisch. Denn in einem Ebenen- 














Configuration von 140 Geraden. 205 


octupel liegen 7 Octupelgeraden in jeder der 8 Hauptebenen, wahrend 
von den 28 Geraden eines Punktoctupels nur 3 in einer Ebene liegen 
(Vgl. den Beweis'zu Satz 13). 


§ 6. 
Die zu einem Octupel gehérige Vertauschungsgruppe der x. 


Ich untersuche jetzt die Vertauschungen der ~, welche das zu den 
beiden Punkten 1 und 5 in LZ gehérige Punktoctupe! in sich iiber- 
fiihren. Wir haben im vorigen Paragraphen bereits Vertauschungen 
von der Periode 3 und der Periode 2 von der verlangten Beschaffen- 
heit kennen gelernt, Erstere liessen sowohl den Punkt 1 als auch den 
Punkt 5 ungeiindert, letztere vertauschten beide Punkte miteinander. 
Ks liegt nahe, zu fragen, ob es nicht eine Vertauschung der x von 
der Periode 7 giebt, welche die 7 durch Punkt 1 gehenden Haupt- 
geraden cyklisch unter sich vertauscht. Bezeichnen wir fiir den Augen- 
blick die Gerade L mit Z, und die iibrigen durch 1 gehenden Geraden 
in der in der Tabelle (9) gegebenen Reihenfolge mit L,, L,,... Lg. 
Wenn eine Vertauschung von der verlangten Beschaffenbeit existirt, 
so muss es stets eine solche Potenz derselben geben, dass durch die- 
selbe LZ, in ZL, tibergeht. Dadurch geht (wegen der Coordinate 3) 
Z) in 2, tiber. Dieselbe Vertauschung denke ich mir jetzt auf jede 
der iibrigen 6 Geraden ausgeiibt, die ich dann ZL’ nennen will. Ich 
bekomme so fiir 








Ly :2%, =, L, =L,, L,, L,, 
L,’: &, =p, Ly = L,, Lg, 
Fy 5 Ms + also kann nur sein: Dy = Lo, Ls, Lo, 
Lj :24,=4, ' Ly =, L;, 
Ly :%,=4, L; = Ly, L;, L,, 
L, 3%, =4,) Le = Ly, Ls, Ly. 


Ich habe demnach nur die beiden Fiille zu priifen: 

L,=—L, wd L,=X,. 
Nehmen wir erst L,) = L,. Dann wird (wiederum wegen der 3) 2, 
aus 2, und man erhiilt fiir 


Ly 3% =4,) 1 = L,, Lg, 
L, : 4%, =3, 2 =L,, 
Ly :%,= L 


J . 
also kann nur sein: 
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Combinirt man nun diese Méglichkeiten mit den vorigen, so folgt: 
L, =L,, L, = L,. L, kann nun nicht = L, sein, weil die Periode 
7 sein soll, also L, = L,. Jetzt bleibt nur noch iibrig L, — Ly, 
und das geht wiederum nicht. Also haben wir 


L, = L, 
anzunehmen. Dann wird (wegen der 3) x, aus 7, und man erhiilt 
fiir L, : 42,4 u. s. w. wie oben, nur dass «, statt 2, zu setzen ist. 
Daraus folgt: 
Lj =L,, L,, 
L,’ = Ly, 
L; -e Iy; L;, 


Lj = L,, Ly, L,, 
L; = L,, L,, L,, 
Ly = In, L,, L,. 
Hieraus ergiebt sich nun eindeutig in der That eine Vertauschung von 
der Periode 7, nimlich: 
(L,L,L,L,L; 1, Ly) 
woraus man sofort folgende Vertauschung der « erhiilt: 
(20) (Xo Wy Xe Hy Xl, a, 2). 
Zugleich ist hierdurch bewiesen, dass dies die einzige Vertauschung 
der x ist, welche die 7 Geraden des Punktes 1 cyklisch unter einander 
vertauscht und zugleich LZ, in L, iiberfiihrt. 

Wenden wir jetzt die genannte Vertauschung auf den Punkt 5 
von JZ an, so gehen aus den 7 Geraden dieses Punktes nur solche 
hervor, welche unter den 28 Geraden-des zu L(1, 5) gehérigen Punkt- 
octupels vorkommen. Man hat, um dies einzusehen, nur nach der 
Vorschrift des vorigen Paragraphen die 15 zu dem genannten Octupel 
gehérigen Geraden hinzuschreiben, welche nicht schon in der Tabelle 
(9) unter 1 und 5 enthalten sind. Da nun aber der Punkt 5 durchaus 
keine Sonderstellung gegen den Punkt 1 einnimmt, so gilt dieselbe 
Behauptung auch von jedem der 6 anderen Punkten des Octupels, und 
so folgt, dass durch (20) in der That das Octupel Z(1, 5) in sich 
selbst tibergefiihrt wird. 

Hieraus schliessen wir nun vor allem, dass die Vertauschwngs- 
gruppe, welche die 8 Punkte eines Octupels in sich tiberfiihrt, mindestens 
eweifach transitiv sein muss. Denn unter Festhaltung des Punktes 1 
kénnen wir an Stelle jeder der 7 durch 1 gehenden Hauptgeraden 
jede andere vermége der Vertauschung (20) setzen. Auf jeder der 
genannten Hauptgeraden liegt aber je einer der noch iibrigen 7 Haupt- 
punkte des Octupels. Also kann allgemein unter Festhaltung irgend 
eines Octupelpunktes ein beliebiger der 7 anderen in jeden der 7 iiber- 


—— 
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gefiihrt werden, also iiberhaupt ein beliebiges Punktepaar punktweise 
in jedes andere. 

Diese Bemerkung benutzen wir nun insbesondere dazu, um nach- 
zuweisen, dass es keine Vertauschung der x geben kann, welche das 
Octupel L(1, 5) in das Octupel L(1, 6) tiberfiihrt. Es mégen die Punkte 
des ersten Octupels P mit P,...P,, die des zweiten Q mit Q,,...Q 
bezeichnet werden. Mégen alsdann unter Anwendung irgend einer 
Vertauschung der x, welche das Octupel P in das Octupel Q tberfiihrt, 
die 2 beliebigen Punkte P,P, in Q;Q, tibergehen. In Folge der be- 
wiesenen mindestens zweifachen Transitivitiét kénnte ich dann Q;, Q 
in 2 beliebig vorgegebene Punkte von Q iiberfiihren. Es miisste also 
moglich sein, irgend 2 Punkte von P in irgend 2 Punkte von Q iiber- 
zufiihren. Ich zeige nun aber, dass ich die auf ZL liegenden Punkte 1 
und 5 des Octupels P nicht in die Punkte 1 und 6 des Octupels Q 
iiberfiihren kann, Das kénnte niimlich nur geschehen durch eine Ver- 
tauschung, welche die Gerade Z fest lisst. Aber alle Vertauschungen, 
welche die Gerade LZ fest lassen und zugleich den Puakt 1 in sich 
selber iiberfiihren, lassen auch jeden der anderen 6 Punkte von L fest, 
wie im vorigen Paragraphen gezeigt, kénnen mithin nicht 5 in 6 
iiberfiihren. 

Die 6 Octupel, welche zu einer Hauptgeraden gehéren, sondern 
sich demnach in 2.3 derart, dass sich nur die 3 Octupel der einen 
Art, und die 3 der anderen Art in sich iiberfiihren lassen. Da man 
aber jede Hauptgerade in jede andere iiberfiihren kann, so folgt: 

16. Die 30 Punktoctupel sondern sich in 2.15 derart, dass die 
15 der einen Art nur unter sich gleichberechtigt sind, ebenso die 15 der 
anderen Art (d. h. dass die Vertauschungen der x nur gestatten, die 
15 Octupel je einer Art unter sich zu vertauschen). 

Hiernach sind wir im Stande, die Anzahl der Vertauschungen der 
x zu berechnen, welche ein Punktoctupel ungeiindert lassen. Ein 
Punktoctupel kann nur durch diejenigen Vertauschungen der « wiederum 
in ein Punktoctupel iibergefiihrt werden, welche Collineationen bedeuten. 


Dies sind nach dem schon mehrfach citirten Klein’schen Satze a. 


Dieselben fiihren, auf ein bestimmtes Punktoctupel angewandt, dasselbe 
nur in 15 verschiedene Lagen iiber. Also muss es a = 168 Ver- 
tauschungen in der Vertauschungsgruppe der x geben, welche ein 
Punktoctupel ungeindert lassen. Wir notiren daher den Satz: 

17. Kin jedes Punktoctupel wird durch eine Gruppe von 168 
Collineationen, welche durch Vertauschungen der x gegeben sind, in sich 
selbst iibergefiihrt. 

Dem mit der Theorie der Jacobi’schen Modulargleichung vom 8'* 
Grade vertrauten Leser wird sofort die Uebereinstimmung avffallen, 
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welche zwischen der im Texte gegebenen Gruppe und der Gruppe der 
genannten Modulargleichung besteht*). In der That substituiren sich die 
in der Klein’schen Arbeit mit P,, P,,...P,**) bezeichneten Aus- 
driicke, von einem simultanen Vorzeichenwechsel abgesehen, genau so, 
wie die 8 Punkte eines Octupels. Ich stelle die von uns bereits mehr- 
fach benutzten Vertauschungen der x zusammen, welche das die Punkte 
£1 und L5 enthaltende Punktoctupel in sich iiberfiihren, und als 
erzeugende Substitutionen fiir die G,,, angesehen werden kénnen. Es 
sind dies die in (18), (18a) und (20) angefiihrten Formeln: 

(21) (1 %_ Hy) (LyX ey), (Hy Xp) (Ly Hs), (Wy xy LyX; Xz %_2X,). 

Diese 3 Vertauschungen von den Perioden 3, 2 und 7 entsprechen 
den 3 von Herrn Klein in der citirten Arbeit auf pag (269) ad 1), 2), 3) 
gegebenen erzeugenden Substitutionen der P,. 

Wir haben nun nech den Ebenenoctupeln einige Aufmerksamkeit 
zu widmen. Die Sitze 16 und 17 gelten natiirlich wortlich auch fiir 
Ebenenoctupel. Genau dieselben Vertauschungen der x, welche ein 
Punktoctupel in sich iiberfiihren, werden auch ein bestimmtes Ebenen- 
octupel in sich iiberfiihren. Ich will dasselbe kurz mit dem Punktoctupel 
covariant nennen. Eine Auskunft iiber die Beziehung, welche zwischen 
diesen Octupeln herrscht, gebe ich in folgendem Satz: 

18. Man erhilt aus einem durch seine 28 Hauptgeraden gegebenen 
Punktoctupel das covariante Ebenenoctupel, wenn man einfach in den 
Coordinaten der 28 Geraden 4 mit uw vertauscht. 

Dass das aus der genannten Vertauschung hervorgehende Octupel 
mit dem urspriinglichen im obigen Sinne covariant ist, ist evident. 
Es wire nur zu zeigen, dass dasselbe ein Ebenenoctupel ist. Den hier- 
fiir erforderlichen Beweis gebe ich im folgenden Paragraphen, wo er 
sich den dort zur Sprache kommenden Erérterungen besser anschliesst. 
Wir ziehen aber aus dem angefiihrten Satz den Schluss, dass ein 
Punktoctupel mit seinem covarianten Ebenenoctupel keine Hauptgerade 
gemein haben kann. Entgegengesetzten Falls miissten wegen der 
Covarianz die beiden Octupel simmtliche 28 Gerade gemeinsam haben. 


*) Vgl. hieriiber: Brioschi ,,Ueber die Jacobi’sche Modulargleichung vom 
sien Grade“, Math. Ann, Bd. 15, pag. 241, ferner Klein ,,Ueber die Auflésung 
gewisser Gleichungen vom 7" und 8" Grade“. Math. Ann. Bd. 15, pag. 251, 
endlich Noether ,,Ueber die Gleichungen 8'" Grades und ihr Auftreten in der 
Theorie der Curven vierter Ordnung‘‘, Math. Ann. Bd, 15, pag. 89, woselbst 
auch die einschligigen Arbeiten von Betti, Kronecker, Hermite und Mathieu 
angegeben sind. 

**) Math. Ann. Bd. 15, pag. 269. Bei Zugrundelegung eines bestimmten Punkt- 
coordinatensystems wiirden wir diese Klein’schen ,,8 Hauptpunkte‘‘, resp. Ebenen 
direct unter unseren Octupeln vorfinden. Die auf pag. 273 von Herrn Klein auf- 
gestellten 7-werthigen linearen Complexe sind dann gerade unsere %)=0,...4,=0 
und gewisse Complexe von der Form: a; -+ &,-+ «,=0. 
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Es kann auch nicht irgend ein Hauptpunkt des Punktoctupels in eine 
Hauptebene des covarianten Ebenenoctupels hineinfallen, denn eine 


Hauptebene und ein Hauptpunkt in vereinigter Lage haben 2 Haupt- 
gerade gemeinsam. 


§ 7. 
Hauptgerade, die einem metharmonisch nicht zusammengehérigen 
Punktepaar zugeordnet sind. 


Wie wir in §5 im Anschluss an den Satz 11 sahen, sind die- 
jenigen Punkte, welche einem metharmonisch nicht zusammengehérigen 
Punktepaar von Z in den 6 Hauptebenen zugeordnet sind, so beschaffen, 
dass sicher nicht alle ihre 15 Verbindungslinien Hauptgerade sind. 
Ich will jetzt zeigen, dass nur 6 von diesen Verbindungsgeraden Haupt- 
gerade sind. 

Aus dem Satz 14 in § 5 folgt nimlich, dass z. B. simmtliche dem 
metharmonisch zusammengehérigen Ebenenpaar (I, VI) in den 6 Haupt- 
punkten zugeordneten Ebenen sich in Hauptgeraden schneiden, so 
z. B. die in den Punkten 1 und 2 zugeordneten. Die Schnittgerade 
dieser beiden Ebenen ist aber dieselbe Gerade, wie die Verbindungs- 
linie der den beiden Punkten 1 und 2 in den Ebenen I und VI zu- 
geordneten Punkte. Hieraus schliessen wir allgemein: 


19. Die 6 Geraden, welche je 2 solche Punkte verbinden , die einem 
metharmonisch nicht zusammengehirigen Punktepaar in je 2 methar- 


monisch zusammengehorigen Ebenen zugeordnet sind, sind Hauptgerade, 
und nur diese. 


Um die Gruppirung dieser 6 Hauptgeraden, die ich dem methar- 
mounisch nicht zusammengehdérigen Punktepaar zugeordnet nennen will, 
niher zu untersuchen, miissen wir 2 wesentlich verschiedene Arten 
von metharmonisch nicht zusammengehérigen Punktepaaren unter- 
scheiden. Die Gruppe (15a), welche die 6 Hauptpunkte einer Haupt- 
geraden in sich transformirt, ist, wie ihr Anblick lehrt, imprimitiv; 
und zwar bilden die Punkte 1, 2, 3 und 4, 5,6 die beiden Systeme der 
Imprimitivitiit. 

Je 2 Punkte, welche demselben System der Imprimitivitat an- 
gehéren, will ich primitiv zusammengehérig nennen oder auch kurz 
ein primitives Punktepaar; dieselben sind offenbar metharmonisch nicht 
zusammengehorig. Es giebt innerhalb der 6 Hauptpunkte einer Haupt- 
geraden 6 derartige primitiv zusammengehoérige Punktepaare. Die 3 
noch iibrig bleibenden Punktepaare, (1, 4), (2, 5), (3, 6) gehéren weder 
metharmonisch noch primitiv zusammen. 

In Bezug auf 2 primitiv zusammengehérige Punktepaare beweise 
ich nun folgenden Satz: 


Mathematische Annalen, XXXVI. 14 
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20. Die 6 in den Hauptebenen einer Hauptgeraden einem primitiv 
zusammengehirigen Punktepaar der Hauptgeraden zugeordneten Punkte 
liegen in einer Ebene (und dualistisch). Wir wollen diese Ebene dem 
primitiven Punktepaar zugeordnet nennen. 

Fiir die Gerade Z und das primitive Punktepaar 1, 2 sind die 6 
zugeordneten Hauptgeraden leicht anzugeben; es sind folgende: 


(1,2)(1 VI) :pwawad3du, 
(1, 2) (IIL V) : wwadauda, 
(1,2) (ILIV) :wadwaud, 
}(,2)(.V) :Aau3uma, 
(1, 2) (UILIV): AwSAduga, 
(1, 2) (IL VI) : A8ampau. 


Wie die Anwendung des Kriteriums (3) zeigt, schneiden sich diese 
Geraden simmtlich unter einander, und da sie Verbindungsgerade von 
6 getrennt liegenden Punkten vorstellen, kénnen sie sich nur in einer 
Ebene schneiden. Durch Anwendung der Gruppe (15a) folgt dann 
allgemein der in 20 angegebene Satz. 

Aus diesem Satze leiten wir nun eine der merkwiirdigsten geome- 
trischen Beziehungen unserer Configuration ab. Da niimlich die in 
(22) angegebenen 6 Geraden in einer Ebene liegen, so muss dieselbe 
Hauptebene sein. Folglich muss noch eine 7 in derselben Ebene 
liegende Hauptgerade existiren. Auf analoge Weise wie die zu den 
Geraden in Nr. 16 gehérige Transversale berechnet man diese 7 Haupt- 
gerade als 


(22) 








3, Uy Uy ty A, a, A= Le. 


Diese entsteht aus Z durch Vertauschung von A mit w. Eine derartige 
Vertauschung wollen wir durch einen Accent kennzeichnen und all- 
gemein zwei solche Geraden G und G’ Gegengerade nennen. 

Wende ich jetzt auf das primitive Punktepaar 1, 2 diejenigen 6 
Vertauschungen der « an, welche dasselbe in die 6 primitiven Punkte- 
paare von L iiberfiihrt, so lassen dieselben die Gerade LZ ungeindert; 
folglich bleibt auch ZL’ ungeiindert, weil je 2 Gegengerade sich in 
Bezug auf die Vertauschungen der x covariant verhalten. Durch die 
genannten 6 Vertauschungen wird nun auch die Hauptebene der Ge- 
raden in Nr. (22) in 6 andere Hauptebenen iibergefiihrt; diese gehen 
demnach simmtlich durch LZ’, sind siimmtlich von einander verschieden, 
sind also nichts anderes als die 6 Hauptebenen von L’. Wir haben 
demnach folgenden Satz: 

21. Die den 6 primitiven Punktepaaren einer Hauptgeraden G 
zugeordneten Ebenen sind identisch mit den 6 Hauptebenen der 
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Gegengeraden G’, oder auch: Die den 6 primitiven Punktepaaren einer 
Hauptgeraden G zugeordneten 6.6 Hauptgeraden sind identisch 
mit den sdmmtlichen 36 Transversalen der Gegengeraden G’ (und 
dualistisch). 

Wir kniipfen hieran noch eine allgemeinere Bemerkung. Da die 
in Nr, (22) angegebenen Geraden in einer Hauptebene von L’ liegen, 
so miissen sich dieselben in unserer Tabelle (9) vorfinden, falls wir 
daselbst iiberall 42 mit w vertauschen. In der That gehen dieselben 
durch die angegebene Vertauschung aus den 6 Hauptgeraden des Punktes 
6 von ZL hervor. Daraus folgt itiberhaupt, dass durch die Vertauschung 
von 4 mit w alle Hauptpunkte von Z mit den Hauptebenen von L’ 
und umgekehrt vertauscht werden, und hieraus schliessen wir all- 
gemein: 

22. Durch die Vertauschung von 2 mit wu vertauschen sich die 
Hauptebenen unserer Configuration mit den Hauptpunkten. 

Hiermit ist auch der noch ausstehende Beweis zu Satz 18 des 
vorigen Paragraphen erbracht. 

Ks fehlt nun noch die Untersuchung der 6 einem weder methar- 
monisch noch primitiv zusammengehérigen Punktepaar zugeordneten 
Hauptgeraden. 

Dieselben berechnen sich fiir das Punktepaar (1, 4) in folgender 
Weise: 

(1,4) (I, VI) :Aw3mwddg, 

(1, 4) (VI, Il) : wApydaa, 

(1,4) (II, 1V) :Awpddaua, 

(1, 4) (IV, IID): wwawaas, 

(1, 4) (II, V) : A3muwdd, 

(1,4)(V, TD :wmeadada. 


Das Kriterium (3) zeigt, dass hier jede Gerade die folgende schneidet, 
und die letzte wieder die erste, dass aber sonst ein Schneiden dieser 
6 Geraden nicht stattfindet. 


Durch Anwendung der Gruppe (5a) folgt demnach: 
23. Die einem weder metharmonisch noch primitiv zusammengehirigen 
Punktepaar zugeordneten 6 Hauptgeraden bilden ein geschlossenes wind- 


schiefes Sechsseit. 
§ 8. 
Geradenquadrupel und Tripel von Octupeln. 


Ich frage jetzt nach Hauptgeraden, welche in 2 oder mehreren 
Punktoctupeln gemeinsam vorkommen, und zwar beschriinke ich mich 
auf die 15 Octupel einer Art. 


14* 
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Die beiden Octupel L(1, 5) und Z(2,6) haben nun zuniichst die 
Gerade ZL gemeinsam, Das erste wird in das zweite iibergefiihrt 
durch die Vertauschung (7, 7, %,). Bei derselben bleiben alle Ge- 
raden ungeindert, fiir welche wie bei ZL z,=—2,=—2,—A ist. Es 
sind dies folgende 4: 


dAdAuun, 


wdadadas 
(24) f dU, 
wihddudu, 


wahduus. 


Diese 4 Geraden kommen nun aber simmtlich in dem Octupel Z(1,5) 
vor; folglich miissen sie auch in dem Octupel L(2, 6) vorkommen. 
Weitere Geraden aber haben diese beiden Octupel nicht gemeinsam. 
Da durch (2, «, 2) L(2,6) in L(3, 4) tibergefiihrt wird, so gehéren 
die 4 Geraden (24) auch dem Octupel Z(3,4) an. Wir haben dem- 
nach 3 Punktoctupel vor uns, welche 4 (windschiefe) Geraden gemein- 
sam haben. Es giebt im Ganzen offenbar soviele derartiger Tripel 
von Octupeln, als es Linienquadrupel (24) giebt. Das Quadrupel (24) 
wird aber durch siimmtliche mdglichen Vertauschungen der 2 in 
7 
octupeln der einen Art. 2 Octupel, welche an einem Tripel Theil nehmen, 
bestimmen das dritte eindeutig. Ist jedes Octupel an « Tripeln be- 


15.4 


<— = 35, also = 7. Jedes Octupel ist mit- 


= 35 Quadrupel iibergefiihrt, also giebt es 35 Tripel von Punkt- 





theiligt, so muss sein 


hin an 7 Tripeln betheiligt, und daraus folgt, dass es mit jedem 
der 14 anderen Octupel in einem Tripel vorkommt, Wir fassen dies 
in dem Satze zusammen: 


24. Versteht man unter einem Tripel von Octupeln 3 solche, welche 
4 Hauptgerade gemeinsam haben, so bestimmen 2 Octupel eines Tripels 
das dritte eindeutig. Jedes der 15 Octupel einer Art bestimmt mit jedem 
anderen derselben Art ein Tripel. Die Anzahl der letateren ist 35. 

Die 28 Geraden eines Punktoctupels O sondern sich demnach in 
4.7. de 4 bilden die gemeinsamen Geraden eines der 7 Tripel, an 
denen O Theil nimmt. 

Hiernach ist es nun sehr leicht, die 28 Geraden eines Octupels 
hinzuschreiben. Um z. B. die Geraden des Octupels Z(1, 5) zu erhalten, 
notire man zuniichst aus der Tabelle (9) die unter 1 aufgefiihrten Ge- 
raden incl. L, und schreibe zu jeder dieser 7 Geraden die 3 anderen, 
welche man erhilt bei Festhaltung von 4 durch Vertauschung von 
3, Uy My Ue 

Zugieich folgt aus dem Vorigen: 
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25. Irgend 2 der 15 Punktoctupel einer Art haben keinen Haupt- 
punkt gemeinsam. 
Die 120 Hauptpunkte liegen also getrennt zu je 8 in den 15 Punkt- 


- octupeln der einen Art. 


Was nun die Ebenenoctupel anbetrifft, so gelten die analogen 
Siitze. Es sei. aber noch bemerkt, dass die in Nr. (24) aufgefiihrten 
Geraden 2 Punkte verbinden, welche 2 metharmonisch zusammen- 
gehérigen Punkten in 2 metharmonisch zusammengehérigen Ebenen 
zugeordnet sind. Hieraus folgt, dass dieselben Geraden (24) auch 
einem Ebenenoctupel angehéren miissen. Demnach sind die 4 gemein- 
samen Geraden eines Tripels von Punktoctupeln auch gemeinsame Gerade 
eines Tripels von Ebenenoctupeln. 

Die Tripel der 15 Octupel der anderen Art endlich erhilt man, 
wenn man bei der Construction der 4 gemeinsamen Hauptgeraden 
eines derselben nicht 4 sondern w festhilt. 

Da die 4 in (24) angegebenen Geraden dem Octupel Z(1, 5) an- 
gehéren, so schneidet z. B. die 2'° derselben 2 von den Hauptebenen 
von J, die Ebenen (I, VI) nimlich, in 2 Hauptpunkten. Dieselbe 
Gerade aber, als dem Octupel Z(2,6) angehérig, schneidet 2 andere 
von den Hauptebenen von Z niimlich (11, VI) wiederum in 2 Haupt- 
punkten, und ebenso noch 2 andere niimlich (III, IV), als dem Octupel 
L (3, 4) angehirig. Die genannte Gerade hat demnach die ausgezeichnete 
Eigenschaft, die 6 Hauptebenen von L in 6 Hauptpunkten zu schneiden. 

Da die 4 Geraden (24) aber auch gemeinsame Geraden eines 
Tripels von Ebenenoctupeln sind, so folgt dualistisch: Die genannte 
Gerade hat die weitere Eigenschaft, dass ihre 6 Hauptebenen aus der 
Geraden L die 6 Hauptpunkte herausschneiden. 

Dasselbe gilt offenbar von je zweien der 4 gemeinsamen Geraden 
eines Tripels von Octupeln, also folgt: 

26. Die 4 einem Tripel von Octupeln gemeinsamen Geraden stehen 
in der merkwiirdigen Beziehung zu ecinander, dass jede durch die 6 
Hauptebenen jeder der 3 anderen in ihren 6 Hauptpunkten geschnitten 
wird. 

Von 2 Octupeln verschiedener Art, welche zur Geraden Z gehéren, 
mache ich nur die Angabe, dass solche entweder 7 Gerade gemeinsam 
haben, wie z. B. die Octupel Z(1,5) und L(1,6), oder 4 Gerade, 
wie z. B. L(1, 5) und L(2, 4), dass letztere 4 aber durchaus ver- 
schieden sind von den Geraden, welche 2 Octupel derselben Art 
gemeinsam haben. Nach diesen Bemerkungen ist man im Stande, 
nachzuweisen, dass man in der Geraden Z mit ihren 6 Punctoctupeln 
im Verein mit der Gegengeraden L’ mit ihren 6 Ebenenoctupeln siimmt- 
liche 140 Gerade der Configuration vor sich hat. 


| 
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§ 9. 
Nebengerade der Configuration. 
Wir haben in (19) eine Gerade mit den Coordinaten 
N =— 1, 2A, 2y, p', 4, —1, —1 

kennen gelernt, welche durch 2 Hauptpunkte geht, nimlich durch 
die dem Punktepaare 1, 2 in den Ebenen I, II zugeordneten Punkte, 
und welche nach Satz (20) in §7 in einer Hauptebene liegt. Es ist 
nicht schwer, alle Hauptgeraden anzugeben, welche die Gerade N 
schneiden. Man erhilt dieselben siimmtlich, indem man auf die 7 
Geraden eines Biischels, welche von der Geraden N geschnitten werden, 
alle 6 Vertauschungen von 2, %,, % anwendet, bei denen offenbar 
N ungeiindert bleibt. Es resultiren im Ganzen 24 Transversalen der 
Geraden N. Eine leichte Untersuchung derselben ergiebt, dass 3mal 
je 7 derselben durch einen auf N liegenden Punkt gehen, wihrend 
die 3 iibrig bleibenden Transversalen von N, welche ich 1,, J,, J, 
nennen will, zu einander windschief sind. Also liegen auf N 3 Haupt- 
punkte. Interessant ist es nun zu sehen, wie sich diese Verhiiltnisse 
dualistisch umkehren. Man braucht zu dem Zwecke nur auf N und 
ihre 24 Transversalen eine ungerade Vertauschung der x anzuwenden, 
welche N ungeiindert liisst, z. B. (a, 7). Alsdann wandeln sich die 
3 Hauptpunkte in 3 Hauptebenen um in der Weise, dass unter Auf- 
nahme der vorhin ausgeschiedenen 3 Geraden 1, , /,, 1, in die Geraden 
der 3 Hauptebenen, jetzt 3 andere Gerade m,, m,, m, ausscheiden, 
welche durch die 3 Hauptpunkte gehen, und ebenfalls unter einander 
windschief sind. 

Wenden wir auf N die 7! Vertauschungen der x an, so erhalten 
wir 840 Gerade, die wir Nebengerade 1'* Ordnung nennen wollen. 
Wir haben alsdann den Satz: 

27. Die 120 Hauptpunkte liegen 840 mal zu je dreien auf je einer 
Nebengeraden erster Ordnung, ebenso schneiden sich die 120 Hauptebenen 
840 mal zu je dreien in denselben Nebengeraden. 

Ausser den Hauptgeraden und diesen Nebengeraden existiren keine 
Geraden, auf welchen mehr als 2 der 120 Hauptpunkte liegen. Die 
Verbindungsgeraden zweier Hauptpunkte, welche keine weiteren Haupt- 


punkte enthalten, haben entweder in beliebiger Reihenfolge die Co- 
ordinaten : 


1,—1,1, 4, u, 90,0 
(Nebengerade zweiter Ordnung. Ihre Anzahl ist 1260. Es sind dies 
iibrigens die in (14) bereits erwihnten Geraden) oder folgende: 
2, 47, 4, ww, 3+24,34+ 2. 
(Nebengerade dritter Ordnung. Ihre Anzahl ist ebenfalls 1260). 
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Man zihlt leicht ab, dass durch jeden Hauptpunkt 21 Nebengerade 
erster, 21 Nebengerade zweiter und 21 Nebengerade dritter Ordnung 
gehen. Hieraus folgt: 

28. In Beeug auf einen Hauptpunkt P spalten sich die 119 
iibrigen in 35 + 42 + 42. Die 35 liegen zu je 5 auf den durch P 
gehenden 7 Hauwptgeraden, die ersten 42 zu je zweien auf den 21 durch 
P gehenden Nebengeraden erster Ordnung, die letztew 42 einzeln auf 
den durch P gehenden 21 Nebengeraden zweiter und 21 Nebengeraden 
dritter Ordnung. 


Berlin, den 3. Juli 1889. 

















Ueber Schnittpunktfiguren ebener algebraischer Curven. 
Von 


E. Srupy in Marburg. 


Herr Olivier hat in zwei auf die Theorie der algebraischen 
Curven beziiglichen Abhandlungen mebrere Siitze aufgestellt, welche 
die Aufmerksamkeit einiger Mathematiker erregt haben.*) Diese Siitze 
und viele andere sind als besondere Fille in einem allgemeineren 
Theorem enthalten, das, soweit es sich auf Curven mit einfachen 
Schnittpunkten bezieht, so ausgesprochen werden kann: 


Sind auf einer algebraischen Curve n'’” Ordnung C* vier Punkt- 
gruppen a, b, y, 0 gelegen, von welchen a und b residual sind zu y 
und 0, so dass die Paare (a, 7), (a, 9), (b, y), (b, 8) je ein volles 
Schnittpunktsystem der C” beziiglich mit einer C', C™, C™, C4 ausmachen; 
so liegen die Punktgruppen d, c, B, «, in welchen sich die Curven C!# 
und C™, C™ und C4, Ct und C™, C4 und C™ noch weiterhin durch- 
dringen, auf emer C™, deren Ordnung sich aus den Relationen ergibt: 
(1) l+i=—=m+m,—n+n,. 

Dieser Satz ist keineswegs neu; er enthilt nur eine vollstiindige 
geometrische Kinkleidung der Identitiit des sogenannten Restsatzes. 
Seien niimlich die linken Seiten der Gleichungen, welche die be- 
treffenden Curven darstellen, ebenso bezeichnet, wie die Curven selbst, 
so hat man, wenn y und 0 vermége C* und C™ residual sind zu a, 
und b vermége C" residual ist zu d, nach dem Néther’schen Funda- 
mentalsatze eine Identitit von der Form C’. Ch = C™-C™ + (*.C%, 
aus welcher eben geschlossen wird, dass b auch residual ist zu a 
vermége einer Curve, deren Ordnung m, sich aus der Gleichung 


1+ 1, =m + m, ergibt.**) Wir mégen nun aber die Identitiit, 


*) Olivier, ,,Ueber einige allgemeine Eigenschaften der geometrischen 
Curven,“ Crelle’s J. Bd. 70, 8. 156 ff. ,,Zur Theorie der Erzeugung geometrischer 
Curven“, Ebenda, Bd, 71, 8.1 ff. Bacharach, ,,Ueber den Cayley’schen 
Schnittpunktsatz‘, Math. Ann. Bd, 26, 8, 292 u. ff. 

**) Brill und Nother, ,,Ueber die algebraischen Functionen und ihre An- 
wendung in der Geometrie.““ Math, Ann, Bd, 7, 8. 273. 
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indem wir etwa — C4 fiir C4 setzen, zuniichst symmetrischer schreiben: 
(2) Ct. Ch + C™.Cm+ C0". On =0 

und dann bemerken, dass auch der letzte Factor C™ einer einfachen 
geometrischen Deutung fihig ist: Gleich Null gesetzt, stellt er gerade 
die Curve dar, deren Vorhandensein in obigem Satze behauptet wurde. 

Besondere Beachtung verdient nun die Symmetrie der Identitit (2). 
Die Curven C', C4, C™, C™, C, C™ ordnen sich in bestimmter 
Weise zu Paaren; eine einzelne unter ihnen ist aber nicht ausgezeichnet. 
Daraus folgt, dass man von irgend einer dieser 6 Curven ausgehend, 
eine ganz entsprechende Anordnung der Schnittpunktgruppen a, J, c, d, 
«, 6, y, 9 erbalten muss, wie bei Benutzung von C* als Grund- 
curve. Jede der 6 Curven triigt 4 Punktgruppen, zwei von uns durch 
Buchstaben des lateinischen und zwei durch Buchstaben des griechischen 
Alphabets bezeichnete Gruppen. 

Jede der ersteren Gruppen ist residual zu jeder der beiden anderen 
Gruppen, vermdge je einer Curve des Systems, welche mit der gerade 
als Grundeurve betrachteten Curve nicht zu einem Paar gehért. Die 
acht Punktgruppen a, b,c, d,a,8,y,9 ordnen sich zu vier Paaren: 
a, a; b, B; c,y; d,0; derart, dass zwei demselben Paar angehdrige 
Gruppen durch keine der 6 Curven des Systems verbunden werden 
kénnen. Ferner ordnen sie sich in zwei Quadrupel a,b,c,d und 


a, B, y, 0; derart, dass irgend zwei Gruppen desselben Quadrupels 
auf einer bestimmten 


Curve des Systems cor- a 

residual sind, und dass fo ie 

beide Quadrupel ein- , ee | eee eee Le z 
ander in der eben be- fo pn 4 A / 
merkten Zuordnung Mes / ra \ [ / 4 

zu Paaren entspre- aX I uf A a 
chen. Endlich be- / x ae \ it a 
stimmt jede Punkt- / eg 1s Si \ 
gruppe (z. B. a) des ” EE meee y \@ . BS 
einen Quadrupels drei j 
Punktgruppen (8,7, 0) \ J 

des anderen Quadru- ee el 


pels, deren jede mit 
ihr zusammen das volle Schnittpunktsystem zweier Curven des Systems 
ausmacht. Kurz, die Gruppirung der acht Punktgruppen und sechs 
Verbindungscurven ist (wie auch aus naheliegenden Griinden von vorne- 
herein deutlich) dieselbe, welche von den Ecken eines Wiirfels und 
seinen Seitenfliichen dargeboten wird. Fiir uns mag sie durch die 
beigefiigte Figur veranschaulicht werden, in welcher die sechs Curven 
durch Kreise dargestellt sind. 
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Statt von einer der sechs Curven als einer Grundcurve auszu- 
gehen, kann man auch eine der acht Punktgruppen auszeichnen, und 
demgemiiss den Satz etwa in folgender Form aussprechen: 

Wenn drei algebraische Curven C', C™,C* durch dieselben Punkte 
a gehen, und sich ausserdem paarweise noch in den Punktgruppen 
0, v, B durchdringen, so kann man noch in mannichfacher Weise drei 
andere Curven Ch, C™, C™ finden, deren Ordnungen den Gleichungen 
(1) geniigen, welche einzeln beziiglich durch die Punktgruppen 9, y, B 
gehen, welche ferner paarweise auf den Curven C', Cm, C denselben 
Rest ergeben, und deren stimmtliche iibrige Schnittpunkte in gewissen 
Punkten « der Ebene zusammenfallen. 

Bezeichnen wir die Anzahlen der Punkte a...0 durch dieselben 
Buchstaben, wie die Punktgruppen selbst, so miissen zwischen diesen 
Zahlen natiirlich die folgenden Relationen bestehen: 


,a+d=mn, b+y—m,n, 
a+y=nl, b+d—nl,, 
a+ p=—Ilm, b+a=—|m, 
ec+BpB=mn,, d+a=—m,n, 
e+a=—nl, d+p—nl, 
e+d=1m, d+y=—lm,. 


(3) 





Die Relationen allein wiirden, mit den Gleichungen (1) zusammen- 
genommen, von den 14 Zahlen 7, m, n, 1l,, m,, n,, a, b, ¢, d, 
«, B, y, 9 im Ganzen fiinf willkiirlich lassen; es ist aber natiirlich 
nicht gesagt, dass jedem ganzzahligen Lésungssystem dieser Gleichungen 
auch eine Figur der betrachteten Art entspricht. Vielmehr haben diese 
Zahlen, wenn sie einer solchen Figur entsprechen sollen, noch gewissen 
Bedingungen zu geniigen (die sich nicht allgemein angeben lassen); 
es wird ferner im Allgemeinen auch die Lage der willkiirlich an- 
zunehmenden Stiicke der Figur noch bedeutenden Einschriinkungen 
unterworfen sein. 

Denken wir uns die Punkte a als gegeben, so haben diese ihrer 
Zahl und Lage nach selbstverstiindlich der Bedingung zu geniigen, 
dass man die Curven C', C”, C” hindurchlegen kann (wenn 1, m, n 
gegebene Zahlen sind). Es miissen ferner diese Curven so gewihlt 
werden kénnen, dass keine zwei von ihnen einen Theil gemein haben, 
und, wenn sie gleicher Ordnung sind, auch so, dass sie nicht dem- 
selben Biischel angehéren. Denken wir uns ferner die Zahl 1, ge- 
geben; so wird dieser, wenn sie gross genug ist, im Allgemeinen eine 
Schaar von Curven C% entsprechen. Jede dieser Curven wird aus den 
Curven C" und C” einen gewissen Rest (b,c) ausschneiden. Jede 
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der Restgruppen b wird man nun mit den Punkten y durch min- 
destens eine C™ verbinden kénnen, im Allgemeinen aber noch 
durch eine lineare Schaar; und jedes der so bestimmten Curvenpaare 
C4, C™ gibt Anlass zur Entstehung einer bestimmten Figur der ge- 
schilderten Art. Die Willkiir, die man hiernach bei gegebenen Curven 
Ct, C™, C™ und bei gegebenem Werthe von 1, im Allgemeinen noch 
hat, wird man dazu verwenden kénnen, die Lage einiger von den 
Punkten a, b, c, d vorzuschreiben. Man hat in den Anwendungen 
dann nur darauf zu achten, dass die Curvenschaaren C4 (mit den 
Basispunkten 6) und C™ (mit den Basispunkten y) durch die Punkt- 
gruppen b projectiv auf einander bezogen sind, oder es doch werden, 
wenn man durch geeignete den Curvenschaaren aufzuerlegende iiussere 
Bedingungen dafiir sorgt, dass jede der Punktgruppen b aus der C* 
nur noch durch eime Curve C4 und eine Curve C™ ausgeschnitten 
werden kann. Es ist ferner zu beachten, dass es durchaus nicht 
nothwendig ist, dass simmtliche Punkte z. B. der Gruppe d von denen 
der Gruppen 8 oder y verschieden sind: Es kénnen diese Gruppen 
sehr wohl einzelne Punkte gemein haben, so lange nur die oben aus- 
gesprochenen allgemeinen Voraussetzungen erfiillt bleiben. Nimmt 
man an, dass die Gruppen @, 6, y eine Anzahl von Punkten gemein- 
sam enthalten, so werden durch diese tiberhaupt alle Curven der Figur 
hindurchgehen miissen; und man erhiilt so einen, wenn man will, 
allgemeineren, in den Anwendungen jedenfalls besonders zu beriick- 
sichtigenden Satz. 

So einfach, ja selbstverstiindlich die vorstehenden Bemerkungen 
sind, so fruchtbar erweisen sie sich in ihrer Anwendung auf specielle 
Probleme. Zuniichst ergeben sich, wie bemerkt, als besondere Fiille 
die siimmtlichen von Herrn Olivier aufgestellten Siitze. Hin erster 
von Herrn Olivier angegebener Satz lautet: 

»,Hat man in einer Ebene drei beliebige Curven der n'™ Ordnung 
[die nicht zu einem Biischel gehéren], wnd legt man durch einen will- 
kiirlichen Punkt in dieser Ebene drei andere Curven, ebenfalls von der 
nem Ordnung, durch die jedesmaligen Durchschnittspunkte von zwei der 
obigen Curven, so treffen sich diese drei Curven in noch weiteren 
n® — 1 Punkten.“ 

Um dies einzusehen, hat man (mit Bezug auf die oben eingefiihrten 
Bezeichnungen) 1=m—=—n, 1, =m, =”, =” zu nehmen, ferner 
a =O zusetzen. Es wird dann «e= B=—=y=—d =n’, b=c=—d=—0, 
Die beiden Curvenbiischel C4 und C™ lassen jetzt noch einen von den 
Punkten @ willkiirlich; durch diesen und die Punkte # ist dann aber 
auch die Curve C™ véllig bestimmt. 

Zwei weitere Siitze, die Herr Olivier aufgestellt hat, entstehen, 
wenn man wieder 1—=m—vn nimmt, und die Punkte a so wihlt, 
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dass durch die Punkte 6, y, 0 gerade je eine Curve (n — 1)", be- 
ziiglich (n — 2)" Ordnung gelegt werden kann. Daraus ergeben sich, 


wenn man von speciellen Lagen der Punkte B, y, 6 absieht, im ersten 
Falle die Zahlenwerthe 





(n — 1) (n+ 2) m — 1) (n — 2) 
O49 pga ga Sa Nm—e 


_ 2" wh #3. oan Le 3 


9° ? 
« 


im zweiten Falle aber die Zahlenwerthe 


(w=9m+1) 
ie ie 1, 


—_ 


bo=y=od= ang an den 2—9O-—9* 


> , 


(n — 2) (n — 8) : 


» 





a2 == 


Die Punkte 6 sind nur so zu wihlen, dass sie nicht Basispunkte 
eines Biischels von Curven (nm — 1)'* beziiglich (m — 2)! Ordnung 
sind. Hiermit sind bereits zwei weitere Siitze des Herrn Olivier be- 
wiesen.*) Wir wollen diese indessen noch vervollstiindigen, indem 
wir die Frage beantworten, welches die fiir den Ausnahmefall charak- 
teristische Eigenschaft der Punkte a ist. 

Nehmen wir an, es gehen im ersten Falle durch die Punkte 6 
noch co! C*—!, so wird irgend eine von ihnen eine der hindurch- 


Bi ita ie fle _ —2 . 
gelegten C* noch in einer Gruppe von & A -*) Punkten treffen, 


welche die Beweglichkeit Eins besitzt. Diese Punkte werden dann 
nach dem sogenannten Riemann-Roch’schen Satze**) auf einer C™—* 
. = e ° ° n(n —- 3 
liegen miissen. Letztere Curve trifft die C” noch in ae) —1 
Punkten, durch welche ein Biischel von C"—*® gelegt werden kann. 
Diese Punkte miissen nun nach dem Restsatze mit den Punkten a 
zusammen auf einer C"—* liegen. Da sich diese Betrachtung sofort 
umkehren lisst, so kénnen wir den ersten der beiden erwihnten 
Siitze in der folgenden vervollstiindigten Form aussprechen: 


1. ,,Legt man durch a= =. 


+1 auf keiner Curve n—2. O. 
baa » (m—1) (n-+ 2) 
enthaltene Punkte drei Curven n. O., so kann man durch die ~—S 


Punkte, welche sie ausserdem paarweise gemein haben, je eine Curve 


*) Betreffs des von Herrn Bacharach gegebenen Beweises sehe man die 
Bemerkungen auf 8. 224, 

**) Wegen der Formulirung dieses Satzes vergleiche man Noether, in 
Crelle’s J. Bd. 97, S. 224 u. ff., woselbst auch die genaueren Litteraturnachweise 
zu finden sind. 
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n—1. O. legen. Diese drei Curven schneiden sich zu zweien in je 
(n — L. | A — 2) 


Punkten jener Curven n. O., ihre iibrigen Schnittpunkte 


aber entfallen in dieselben a = ee. Punkte der Ebene.“ 


Tritt der Ausnahmefall, dass die Punkte a auf eine C*— zu liegen 
kommen, wirklich ein, so entsteht eine noch viel merkwiirdigere 
Figur. Man findet dann, unter Beriicksichtigung des bereits Gesagten, 
und des Umstandes, dass die drei Biischel von Curven (m — 1)* Ord- 
nung projectiv auf einander bezogen sind, und also paarweise je eine 
Curve (2% — 2)'*" Ordnung erzeagen, den folgenden Satz: 


n(n — oft! 


2. ,,Legt man durch - + 1 Punkte a, welche einer einzigen 


C™-* angehiren, drei Curven ‘n. O. C,", Cy", C,", welche sich paarweise 


noch in je » eat +2) Punkten B, vy, ° treffen mégen; so geht durch 


jede dieser letzteren Punktgruppen ein Biischel von Curven n — 1. O. 
ts gibt dann eine gewisse Curve n — 2. O. ["-* von folgender Ligen- 
schaft: Legt man aus irgend einem Punkt x der ["-* drei Curven 
C,"—1, Cyr—!, C,"-* besiiglich durch die Punkte B, 7,9, so gehen diese 


oe—1) 4 Punkte, 


» 
welche ebenfalls auf die ["-* zu liegen kommen. Sie treffen sich ferner 
(nm — 1) (n — 2) 

2 ——. Punkten, 
welche beziiglich auf die Curven C,", C.", C," entfallen. Diese Punkt- 
gruppen b, c, d liegen ausserdem auf je einer Curve n — 3. 0., C,*-, 
C,"-, Cy-*.  Letztere treffen wiederum die Curven C,", C.", Cy" be- 

2 ? 3 1? 2? 3 


atiglich noch in bs. fond f —1 festen, von der Wahl des Punktes x 


Curven noch durch die nimlichen « —1= 


paarweise noch in Gruppen b, c, d von je 


unabhingigen Punkten }, ¢, >, welche auf der Curve C™—* gelegen sind, 
und zusammen mit den Punkten a das volle Schnittpunktsystem der 
Curve C"™— mit je einer der Curven C,", C,", C," bilden. Die Curven 
ees ai 


. . = din is 1)(n— 4) 
Punkte der C"-*, und schneiden sich ausserdem paarweise in css 


C,"-, Cy, C"-> gehen ferner durch dieselben 


Punkten, welche beziiglich auf die drei Curven (n — 1)'*" Ordnung 
Cy, C,-1, Cy" zu liegen kommen.“ 


Die Zahl » muss hier mindestens gleich vier genommen werden, 
da im Falle » =3 die drei Curven C,", C,", C," einen gemeinsamen 
Theil enthalten wiirden. 

Wir haben in Satz 2. denjenigen Ausnahmefall des Satzes 1. be- 
handelt, in welchem die Punkte 6, y, 0 die Basispunkte je eines 
Biischels von Curven n — 1. O, werden. Wie nun aber, wenn durch 
diese Punkte sogar ein Nefz von Curven n — 1, O. gelegt werden 
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kann, oder wenn noch mehr als drei linear unabhingige Curven 
nm — 1.0. hindurchgehen? Auch auf diese Fragen ergibt sich auf 
dem von uns eingeschlagenen Wege die erschépfende Antwort. Wir 
beschrinken uns darauf, noch den erstgenannten Ausnahmefall zu 
behandeln. 

Sollen die Punkte 6 Basispunkte eines Netzes von C*-! sein, so 
kann das auf zweierlei Arten geschehen: Entweder es gehen durch sie 
eigentliche, nicht zerfallende C*-! hindurch, oder jede hindurchgelegte 
C»—* zerfallt in eine bestimmte C*~? und eine ganz beliebige Gerade. 
In beiden Fallen findet man, ganz aihnlich wie oben (S. 220), dass 
durch die Punkte a noch ein Biischel von C"-* gelegt werden kann, 
und dass dieser Umstand kennzeichnend dafiir ist, dass die Punkt- 
gruppen #6, y, 9 noch je ein Netz von C*— tragen. Zwischen den 
beiden genannten Fallen besteht nun aber ein charakteristischer Unter- 
schied: Im ersten liegen die Punkte b, c, d in welchen die drei C” 
von einer durch die Punkte a gehenden C"—*® ausserhalb der Punkt- 
gruppe a noch getroffen werden, auf drei linear unabhingigen eigent- 
lichen C"-*; im zweiten sind sie auf je einer C*-‘ enthalten. Dies 
tritt aber, wie man leicht sieht, dann und nur dann ein, wenn die 
(n — 2)? — a Punkte, in welchen sich zwei C*-* des durch die Punkte 
a gelegten Biischels ausserhalb der Punkte a noch trefien, auf einer 
C"-* enthalten sind. Diese Bedingung ist von selbst erfiillt, wenn 
n = 6 (nm = 6 ist der kleinste tiberhaupt in Betracht kommende Werth 
der Zahl ); sie hat eine specielle Lage der Punkte a zur Folge, 
wenn 2 > 6. 


Schliessen wir diese besondere Lage zuniichst aus, so ergibt sich 
der Satz: 
3a). ,,Haben ae) + 1 Punkte a eine solche Lage, dass sie 


sich mit gewissen ae) +3 Punkten, die auf keiner C-® gelegen 
sind, zum vollen Schnittpunktsystem zweier C"™—* ergiinzen, so geht 
durch die Saver >) Punkte B, vy, 9, welche drei die Punkte a 


enthaltende Curven C,", C,", C," ausser den Punkten a paarweise ge- 
mein haben, noch je ein Nete von eigentlichen Curven n —1. O. 
Man kann dann durch einen beliebig angenommenen Punkt der Ebene 
auf eine einzige Weise drei Curven n — 1. O. legen, welche beziiglich 
die Punktgruppen B, y, 0 enthalten, und sich paarweise in =a 
Punkten der drei Curven n. O. treffen. Die drei Curven n — 1. O. 
schneiden sich ausser in dem angenommenen Punkte noch in gewissen 
n(n — 1) 


a—_l= — 1 weiteren Punkten.“ Jene een) Punkte 


aber gehéren der Basis eines Biischels von Curven n—3. O. an, u. s.w. u.s.W. 
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In der That, jener willkiirlich angenommene Punkt 2 bestimmt 
zusammen mit den Punkten y ein Biischel von Curven » — 1't Ord- 
nung; und dieses wiederum bestimmt ein Biischel von Curven n — 1'er 
Ordnung durch die Punkte 6, wenn man je zwei Curven einander zu- 
ordnet, welche die die Gruppen y und 0@ enthaltende C* in den nim- 
lichen Punkten treffen. Das zweite Biischel schickt eine seiner Curven 
durch den Punkt x; woraus sich mit leichter Miihe der Satz ergibt. 
Auszuschliessen sind gewisse leicht zu erkennende besondere Lagen 


des Punktes . Eine interessantere Figur bietet wieder der Ausnahme- 
fall dar: 


db). ,,Lrgdnzen sich — 


ota 


--+- 1 Punkte a mit =2 Ld 3 
Punkten, die auf’ einer cinsigen C—* gelegen sind, zum vollen Schnitt- 
punktsystem zweier C*-*, so kann man durch die =) et Punkte 
B, vy, 9, welche drei die Punkte a enthaltende C,", C,", C," paarweise 
noch gemein haben, je eine Curve n — 2. O. C,"-*, Cyr-*, C,"-* legen. 

a oh = +2 Punkte, und treffen 
(m=) (m—8) 


Diese gehen durch dieselben 


sich ausserdem paarweise in Punkten, welche beziiglich 


auf die drei Curven n. O. zu liegen kommen.“ 
Der Satz 3b) behilt seine Giiltigkeit, wie bemerkt, noch fiir den 


Werth »=6, wiihrend im Satze Ba) ‘die Zahl n mindestens den 
Werth 7 haben muss, 


In ganz gleicher Weise liisst sich der andere der beiden oben an- 
gefiihrten Satze behandeln, mit voller Beriicksichtigung der Ausnahme- 
fille. Ich beschrinke mich darauf, den Satz selbst in vervollstiindigter 
Form zu reproduciren: 

»Legt man durch a= MT) 1) +1 auf keiner Curve n — 1. 0. 
enthaltene Punkte drei Curven n. hf so kann man durch die %—*) ones 
Punkte, welche sie paarweise gemein haben, je eine Curve n — -2. 0. 





legen. Diese drei Curven schneiden sich 2u gweien in je See 
Punkten, welche beziiglich auf die Curven n. O. eu liegen kommen, ihre 


sonstigen Schnittpunkte aber entfallen in dieselben eo Sens) Punkte. 

In derselben Weise wird man auch die Siitze ableiten und ver- 
vollstindigen kénnen, welche Herr Olivier in der zweiten der oben 
genannten Abhandlungen aufgestellt hat; das im Vorstehenden Mit- 
getheilte mag aber geutigen, — Es wird dem aufmerksamen Leser nicht 
entgangen sein, dass man zu ganz ihnlichen Siitzen, wie den auf- 
gefiihrten, noch in zahllosen anderen Fillen gelangen kann. Zu einem 
besonders einfachen Kesultat wird man z. B. immer dann kommen, 
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wenn durch gewisse Punkte a drei Curven, die durchaus nicht noth- 
wendig dieselbe Ordnung zu haben brauchen, derart hindurchgehen, 
dass durch ihre weiteren Schnittpunkte je eine bestimmte Curve 
niederster Ordnung gelegt werden kann. Ein ganz einfacher Satz 
dieser Art, der seiner zahlreichen Anwendungen wegen hervorgehoben 
zu werden verdient, ist z. B. der folgende: 

»Legt man durch nm Punkte einer C™, die ein volles Schnittpunkt- 
system bilden, drei Curven n. O., so bestimmen die weiteren Schnitt- 
punkte von je zweien dieser Curven solche drei Curven n — m. O., welche 
einem und demselben Biischel angehiren.“ 

Dieser Satz, der wohl bekannt sein diirfte, kann z. B. mit Vor- 
theil zur Ableitung der bekannten' Configuration der durch 6 Punkte 
eines Kegelschnittes bestimmten Pascal’schen Linien verwendet werden. 
Unter den Siatzen dieser Art, deren man aufstellen kann, soviele als 
man nur will, haben die eben behandelten Olivier’schen nur insofern 
eine Besonderheit, als bei ihnen die von uns mit a bezeichneten Punkte 
lediglich solchen Bedingungen zu geniigen haben, die sich durch Un- 
gleichungen ausdriicken lassen; wiihrend im Allgemeinen die Punkte a 
auch durch Gleichungen an einander gebunden sein werden. Ich habe 
die genannten Siitze iibrigens nicht darum so ausfiibrlich behandelt, 
weil ich glaubte, dass sie durch den erwihnten Umstand einen be- 
sonderen Vorzug erhielten; sondern vielmehr, weil ich an einem be- 
stimmten Beispiele zu zeigen wiinschte, wie derartige Fragen be- 
handelt werden kénnen. Es war diese Auseinandersetzung auch nach 
den sehr schiitzbaren Erérterungen des Herrn Bacharach iiber den- 
selben Gegenstand nicht iiberfliissig, Denn einmal tritt in dem a. a. O. 
gegebenen Beweise in Folge der (unnéthigen) Herbeiziehung des 
Cayley’schen Satzes diejenige Voraussetzung, auf welcher allein die 
Méglichkeit tihnlicher Schliisse beruht, nicht deutlich hervor; dann 
bat Herr Bacharach die Bedingungen, welchen die von uns mit @ be- 
zeichneten Punkte zu geniigen haben, nicht angegeben; endlich ist 
er in eine Erérterung der Ausnahmefiille nicht eingetreten. 

Die nachfolgenden, aus einer grossen Zahl aihnlicher Sitze heraus- 
gegriffenen Beispiele mégen weiterhin dazu dienen, diese Art von 
Anwendungen des Restsatzes zu veranschaulichen. Einige unter ihnen 
sind bekannt, die meisten indessen diirften neu sein. 

1. Gehen drei Kegelschnitte durch dieselben drei Punkte, so gibt 
es oo! Dreiecke, deren Ecken beziiglich auf die drei Curven zu liegen 
kommen, wihrend thre Seiten durch die drei Punkte gehen, welche die 
Kegelschnitte paarweise noch gemein haben. 

Als eine Umkehrung hiervon kann angesehen werden der Satz: 

2. Nimmt man auf den Seiten eines Dreiecks je einen Punkt 
a, B, y an, und verbindet die drei Ecken a, b, ¢ beziiglich mit den 
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Punkten B, v3 7. ae: a, B und zwei fest angenommenen Punkten durch 
je einen Kegelschnitt, so gehen diese drei Curven noch durch einen 
weiteren Punkt. 


Dieser Satz wurde (ob zuerst?) in metrischer Form ausgesprochen 
von Mébius (Statik Bd, I, 8. 117). 


3. Nimmt man auf drei Kegelschnitten, welche durch einen Punkt 
gehen, noch je einen Punkt beliebig an; so bestimmen je zwei dieser 
Punkte zusammen mit den 3 Punkten, in welchen sich die beiden zu- 
gehirigen Kegelschnitte noch weiter treffen, einen neuen Kegelschnitt. 
Die drei so construirten Kegelschnitte gehen durch dieselben drei Punkte.*) 

Man erhilt so eine Figur von einfacher Symmetrie: Die 6 Kegel- 
schnitte ordnen sich zu drei Paaren; die vier Schnittpunkte von zwei 
nicht zu demselben Paar gehérigen Kegelschnitten ordnen sich zu drei 
und einem. So entstehen 4 Tripel und 4 einzelne Schnittpunkte; jeder 
der 6 Kegelschnitte trigt zwei Tripel und zwei einzelne Schnittpunkte, 
jedes Tripel und jeder einzelne Schnittpunkt aber liegen auf drei 
Kegelschnitten. — Nichts hindert uns, von den drei Schnittpunkten, 
in welchen sich je zwei der gegebenen Kegelschnitte paarweise noch 
treffen, zwei in bestimmt angenommene Punkte der Ebene fallen zu 
lassen, so dass also die drei Kegelschnitte nun 3 gemeinsame Schnitt- 
punkte haben, von denen einer ausgezeichnet ist. Den auf diese Art 
gewonnenen Satz kénnen wir in metrischer Form so aussprechen: 


4. Nimmt man auf drei Kreisen, welche sich in einem Punkte 
treffen, je einen Punkt an, und verbindet je zwei dieser Punkte mit 
dem weiteren Schnittpunkte der sie enthaltenden Kreise durch einen 
neuen Kreis, so treffen sich die dret so construirten Kreise wieder in 
einem Punkt. 

Die so erhaltene Figur von 8 Punkten und 6 Kreisen ist die- 
selbe, die wir oben benutzten, um den allgemeinen Satz symbolisch 
darzustellen. Der Satz 4. ist iibrigens von dem Satze 2. nicht 
wesentlich verschieden, da er aus ihm durch eine quadratische Trans- 
formation abgeleitet werden kann. Ausserdem kann der Satz 4. nach 
vorgiingiger Uebertragung auf die Kugel als ein Specialfall des be- 
kaunten Satzes angesehen werden, wonach 7 Schnittpunkte dreier 
Flachen zweiten Grades den achten bestimmen. Endlich sei bemerkt, 
dass ein dem Satze 4. ganz analoger Satz im Raume gilt. Nimmt 
man auf 4 durch denselben Punkt gehenden Kugeln je einen weiteren 
Punkt an, so wird durch eine der obigen ganz entsprechende Con- 
struction noch ein weiterer Punkt bestimmt. Man erhiilt dann eine 
Figur von zehn Punkten, die sich in zwei Quintupel und fiinf Paare 


*) Vgl. Olivier, Crelle’s J. Bd. 71. 
Mathematische Annalen, XXXVI. 15 
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ordnen, und acht Kugeln die sich in vier Paare ordnen. Jede Kugel 
trigt fiinf Punkte, und jeder Punkt liegt auf vier Kugeln. 

Zu einer nicht minder einfachen Figur fiihrt der folgende 
Satz: 

5. Nimmt man drei Kegelschnitte an, welche sich in den niim- 
lichen beiden Punkten treffen, so kann man durch ewei beliebige Punkte 
immer und im Allgemeinen nur auf eine Art drei Kegelschnitte legen, 
die sich paarweise in je zwei Punkten der drei gegebenen Kegel- 
schnitte begegnen, und ausserdem durch je eines der Schnittpunktpaare 
hindurchgehen, in welchen sich die gegebenen Kegelschnitte zu zweien 
durchdringen. 

Die so bestimmte Figur besteht aus 8 Punktepaaren, in deren 
jedem sich gewisse drei von den 6 Kegelschnitten treffen. 

Die acht Punktepaare ordnen sich zu zweimal vieren, derart, dass 
die zu einem Quadrupel gehdrigen vier Sehnen sich in je einem Punkte 
treffen. 

Auf jedem Strahle jedes der beiden Strahlenquadrupel liegt ein 
Punktepaar; die drei Kegelschnitte der Figur, welche durch dieses 
Punktepaar gehen, schneiden sich dann paarweise noch auf drei Strahlen 
des anderen Quadrupels. 


6. Es seien C,, C,, C, drei Kegelschnitte durch die beiden Punkte a, 
t,, t,, t, seien die Punktepaare, in welchen sie sich ausserdem noch 
zu zweien durchdringen; ferner seien p,, Po, ps drei auf ihnen be- 
liebig angenommene Punkte. Dann kann man noch auf co! Arten drei 
Kegelschnitte finden, ,,1,, ,, welche beziiglich durch die Punkte 
ti, Por Py — tx, Py, Py — ty, Py, Po gehen und sich ausserdem paarweise 
auf den drei Curven C,, C,, C, treffen. Diese drei Kegelschnitte gehen 
noch durch dieselben zwei weiteren Punkte; und alle co' so construirten 
Punktepaare bilden eine Involution eines gewissen Kegelschnittes, welcher 
durch die drei Punkte p,, p., p, geht. Der Mittelpunkt dieser Involution 
ist unabhdngig von der Wahl der Punkte p,, p,, p;; er ist derselbe Punkt, 
in welchem sich die drei beziiglich durch t,, t,, t, gelegten Geraden 
treffen. 

Um dies einzusehen, beriicksichtige man, dass die drei Kegel- 
schnittbiischel [,,1,,[, vermége der Curven C,, C,, C, projectiv auf 
einander bezogen sind. 

7. Nimmt man auf drei Geraden durch denselben Punkt je ein 
Punktepaar an, und verbindet einen beliebig angenommenen Punkt mit 
je zweien dieser Punktepaare durch einen Kegelschnitt, so gehen die 
drei auf diese Art erhaltenen Kegelschnitte noch durch einen weiteren 
Punkt. 

Es entsteht so von Neuem die bereits mehrfach von uns heran- 








etn essere 
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gezogene Figur, welche z. B. von drei Kreisen und ihren gemeinsamen 


Sehnen gebildet wird. Der Satz 7 ist die Umkehrung des betreffenden 
bekannten Satzes. 


8. Nimmt man auf drei Curven 3. O., welche durch dieselben beiden 
Punkte gehen und sich also paarweise noch in je 7 Punkten treffen, je 
einen Punkt beliebig an, so bestimmen je zwei derselben mit den zu- 
gehorigen 7 Punkten eine neue C*. Diese leteteren Curven 3. O. gehen 
stimmtlich durch gewisse 7 Punkte, und schneiden sich paarweise ausser 
in den angenommenen Punkten noch in je einem weiteren Punkt der 
gegebenen Curven 3. O. 

9. Man lege durch 6 Punkte eines Kegelschnittes drei Curven 4. O., 
C;, C,, C,, welche sich paarweise noch in Gruppen von je 10 Punkten 
@,, 4, a, treffen migen, und aus dem Kegelschnitt noch drei Punkte- 
paare b,, b,, b, ausschneiden. Dann liegen die Punktgruppen a,, ay, a; 
beziiglich auf 3 Curven 3, O. T,,1,,0,. Diese gehen durch die niéim- 
lichen 7 Punkte , und schneiden sich ausserdem zu zweien noch in je einem 
Punktepaar ¢,, ¢,, ¢, der drei Curven C,, C,, C,. Die Punktepaare 
a, und ¢, a, und c,, a, wnd c, sind auf je einer geraden Linie ent- 
halten; und diese drei*Geraden treffen sich paarweise noch in drei 
Punkten der Curven T,,1,, Ts. 

10. Liegen von den Schnittpunkten einer C* und einer C*® 10 auf 
einer C*, so liegen die iibrigen 10 auf einer zweiten C%. Beide C 
treffen die C+ noch in je zwei Punkten, welche auf einer und derselben 
Geraden liegen. Sie treffen ferner die C® noch in je 5 Punkten, welche 
einem und demselben Kegelschnitt angehiren. Die Schnittpunkte des 


Kegelschnittes und der Geraden aber vertheilen sich auf die beiden 
Curven 3. O. 


11. Haben auf einer Curve 10. 0. 30 Punkte eine solche Lage, 
dass sie sich mit gewissen 6 Punkten eines Kegelschnittes zu dem vollen 
Schnittpunktsystem zweier Curven 6. O. ergdnzen, so gilt dasselbe nicht 
allein von allen corresidualen Gruppen von 30 Punkten, sondern auch 
von den zu thnen residualen Gruppen. Der Kegelschnitt aber ist der- 
selbe fiir alle residualen und corresidualen Gruppen. 

12. Haben von den 54 Schnittpunkten einer C® und einer C® 27 
eine solche Lage, dass sie sich mit gewissen 3 Punkten einer Geraden 
zum vollen Schnittpunktsystem der C® und einer C° ergdnzen, so 
ergdnzen sich die tiibrigen 27 mit drei weiteren Punkten derselben Geraden 
zum vollen Schnittpunktsystem der C° und einer eweiten C®. Die beiden 
Curven 5. O. treffen die genannte Gerade noch in je zwei Punkten, und 
die Curve 9. O. noch in je 18 Punkten. Diese 

2+2+ 18+ 18 = 40 
Punkte sind auf einer Curve 4. O. enthalten. 
15* 
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13. Sind von den 42 Schnittpunkten einer C* und einer C’ 21 die 
Basispunkte eines Netzes von C*, so liegen die iibrigen 21 auf einer 
C4, und umgekehrt. Jede C® des Netzes trifft die C® noch in 9 Punkten 
eines Kegelschnittes, und die C’ noch in 14 Punkten einer Curve 3. 0. 
Die Curve 3. O. dreht sich um die weiteren 7 Schnittpunkte der C* 
und der C7, der Kegelschnitt um die weiteren 3 Schnittpunkte der C* 
und der C®. Dabei begegnen sich die Curve 3. O. und der Kegelschnitt 
fortwiihrend noch in einem Punkte der C° und in 5 Punkten der C*. 

14. Vertheilt man die 16 Schnittpunkte zweier Curven 4. O. irgend- 
wie zu 8 und 8, und erginet beide Gruppen durch je einen weiteren 
Punkt a,, beziiglich a,, zu dem System der Basispunkte zweier Biischel 
von Curven 3. O. C,> und C,5; so liegen diese Punkte a, und a, immer 
auf derselben Curve C* des gegebenen Biischels. Und zwar treffen die 
Curven C,° die C* noch in 3 Punkten, welche mit a, in einer Geraden 
liegen, die Curven C,5 aber treffen sie in je drei Punkten, welche mit 
a, in einer Geraden gelegen sind. 

Um dies einzusehen, betrachte man eine C* und zwei C* durch 
die ersten 8 Punkte, von welchen Curven die eine so gewihlt ist, 
dass sie den 9'" Basispunkt des zu den 8 Punkten gehérigen C*- 
Biischels enthilt, Durch die 4 weiteren Schnittpunkte der C* mit 
dieser C' kann man dann einen Kegelschnitt legen, welcher in zwei 
Gerade zerfillt, und aus der C‘ noch 4 weitere Punkte ausschneidet. 
Von diesen ist einer fest, wiihrend sich die anderen drei um jenen 
gts Basispunkt drehen kénnen; u. s. w. 

Ebenso ergibt sich der folgende Satz: 

15. Haben von den Schnittpunkten einer C* und einer C® 12 eine 
solche Lage, dass alle hindurchgelegten C* sich noch in einem weiteren 
Punkt schneiden, so gehen auch alle C' durch die iibrigen 12 Punkte 
noch durch einen 13'° Punkt. Und zwar liegen die drei beweglichen 
Schnittpunkte der Grundcurve C* mit den Curven des ersten C*-Netzes 
in einer Geraden mit dem 13'" Basispunkt des zweiten Netzes, und 
umgekehrt. — 

16. Legt man durch die 20 Schnittpunkte einer C4 und einer C® 
drei Curven C,°, C,°, C,°, so schneiden sich die Curven C* und C$ noch 
in je 4 Punkten [4];, ferner die C® und CS noch in je 10 Punkten [10),, 
endlich die Curven CS paarweise noch in je 16 Punkten [16];. Die 
Punkte [4]; liegen auf 3 Geraden T', die Punkte (10); auf drei Kegel- 
schnitten T?, die Punkte [16]; auf 3 Curven 3. O. [3. Die 6 Curven 
CF, T.', T?, iia » Fs (¢+3=%) gehen durch die némlichen beiden 
Punkte {2)\;. Ferner schneiden sich die Geraden [;' zu je zweien auf 
den Curven [;°, und ebenso kommen die 4 Schnittpunkte von je zwei 
Curven [? auf die drei Curven T eu liegen. Die Curven [ aber 
gehen durch die niimlichen 7 Punkte. 
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Es sind in dem Vorstehenden mit Absicht concrete Zahlenbeispiele 
gewiihlt worden; doch lassen sich viele der ausgesprochenen Siitze ohne 
Miihe bedeutend verallgemeinern. Auch die an die Spitze gestellte 
Betrachtung selbst ist noch erheblicher Erweiterungen faihig, wie sich 
sofort aus dem Umstande ergibt, dass sie nur auf dem Noéther’schen 
Fundamentalsatze beruht; da mir indessen meine sonstige Beschiif- 
tigung zur Zeit keine Veranlassung bietet, diese Verallgemeinerungen 
niher zu betrachten, so mag es bei dem Gesagten sein Bewenden 
haben. 


Marburg, den 18. October 1889. 














Ueber rationale Curven und Regelflichen. 
Von 


A. Britt in Tiibingen*). 


Durch algebraische Untersuchungen wurde ich zu einigen merk- 
wiirdigen Eigenschaften der rationalen ebenen und riiumlichen Curven 
sowie der windschiefen Fliichen vom Geschlecht Null gefihrt, itiber 
welche ich eine Mittheilung der hohen Classe vorzulegen mich beehre. 

Wiewohl diese Untersuchungen, von algebraischem Standpunkt 
betrachtet, sich auf eine beliebige Anzahl von Formen erstrecken, so 
will ich doch der Anschaulichkeit wegen an die Theorie der Rawm- 
curven ankniipfen, 

Sind x, y, 2 Cartesische Coordinaten, und hat man vier rationale 
ganze Functionen n'** Grades von einer Grosse A: 


f(A) = ad" + a, A? 4 +++ + an, 
p(A) = ba" + DAP +--+ + da, 
(A) = CA" + CAP + +++ + ea, 
(A) = dyht $date be dy, 


so stellen die Gleichungen: 


“ry:2:1 =A): pa): w(da): x(a) 
die Coordinaten einer ,,rationalen“ Raumcurve dar, deren Punkte den 
Werthen des Parameters 4 einzeln zugeordnet sind. Die Bedingung: 
ux+vy+ue+1—0 
reprasentirt, wenn man sich fiir z, y, ¢ die Werthe eingesetzt denkt, 
eine im Raum verinderliche Ebene, nimlich die dem Curvenpunkt 
mit dem Werthe 4 zugehérige Schmiegungsebene. 

Ebenso wie durch ihre Punktcoordinaten kann man eine Raum- 
curve auch durch die Coordinaten w, v, w ihrer Schmiegungsebenen 
darstellen, welche gleichfalls rationalen Functionen von 4 propor- 
tional sind. 


*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der k, bayr. Academie d. W. 
Miinchen 1885. 
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Eine Raumecurve ». Ordnung C, sei durch die ihren Punkt- 
coordinaten proportionalen ganzen Functionen /, p,... in der obigen 
Form gegeben, eine andere p'** Classe C? durch vier ihren Ebenen- 
coordinaten proportionale ganze Functionen p, Ordnung a(w),... 0(w) 
eines Parameters p: 


ae u:v:w:l—=a(u): B(u): y(u):d(u), 


a (U) = Pow? + pywP-* bs + + Dp} 
B(u) = qe? + geet tee s+ Qi 
7 (4) = roe? + ype ee + 3 
O(w) = Sou? + sur +++ + Sp. 
Die Gleichung: 
ux+tovy+wetl=—dO, 
oder ausgefiihrt: 

F(A) = a(w) f(A) + B(u) (A) + v(H) ¥(A) + 9(u) 2(4) = 9, 
driickt dann aus, dass der Punkt (A) der Curve C, auf der Ebene () 
der Curve C? gelegen ist. Und zwar ordnen sich jedem Punkte (A) 
von C, diejenigen p Punkte (uw) von C? zu, welche den p von (A) aus 
an C? méglichen Schmiegungsebenen entsprechen, und umgekehrt ge- 
héren zu jeder Ebene (w) » Punkte (4). — Wenn nun aber fiir be- 
sonders beschaffene Functionen «(u), B(w)... der Factor 4 — w aus 
der ganzen Function F'(Au) rational sich ausscheiden lisst, so ent- 
spricht einem jeden Punkte (A) der C, eindeutig eine bestimmte 
Schmiegungsebene, also einer der p Punkte (uw), so dass in diesem 
Falle die beiden Curven C, und C? eindeutig auf einander bezogen sind. 

Solche Functionen a(u), B(u), ... miissen die Gleichung: 


E(4a) = @(A) f(A) + BCA) (A) + 7 (4) H(A) + OA) 204) = 9 
identisch erfiillen. Dieselbe liisst sich in die folgenden » + p+ 1 


linearen Gleichungen fiir die 4(p + 1) homogenen Coefficienten 
Por Pir ++ Qo, ~~ Zerfallen: 


Y= Py Ay+ Go bo + 1 Co+ 89% 
(1) OS Py Qt PHS +P Got 11 Oo oS: % 
O=pya.+--> +P,4+-° +P2M+°:- 


Die Coefficienten p,q,... sind hierdurch im Allgemeinen be- 
stimmt, wenn: 
n+p+1—4(p+1)—1 
ist, d. h. fiir: 
n—2 
ie 
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Wenn also die ganze Zahl » — 2 durch 3 theilbar ist, so giebt 


es zu einer rationalen Raumcurve n. Ordnung C, im Allgemeinen eine 


bestimmte Raumcurve von der p (= neo Classe, welche jener sich 


eindeutig in der Weise zuordnet, dass jede ihrer Schmiegungsebenen 
durch den ihr entsprechenden Punkt der C, geht. Ist jedoch n — 1, 
bezw. » durch 3 theilbar, so giebt es noch ein einfach, bezw. doppelt 


: 1 a—1 n 
unendliches System von Raumcurven der —; (beaw. = een Classe, 


die eben dasselbe leisten. Ausser diesen giebt es dann noch Systeme 
von (unzerfillbaren) Curven héherer Ordnung der bezeichneten Art. 
Denn ausser den gefundenen Functionen a(u), B(u), ... niedrigster 
Ordnung existiren noch solche héherer Ordnung, welche die Glei- 
chungen (1) befriedigen, jedoch eine gréssere Anzahl von unbestimmten 
Coefficienten enthalten. 

So giebt es zu einer rationalen Curve 5. Ordnung ausser dem 
Ebenenbiischel, welches die vierfach schneidende Sehne der Curve 
zur Axe hat, noch ein dreifach unendliches System von Kegeln zweiter 
Ordnung, deren Tangentialebenen ein rational zerfillbares Schnitt- 
punktsystem mit der Curve besitzen; zu einer rationalen Curve 6. Ord- 
nung giebt es ausser einem ebensolchen oo?-System von Kegeln noch 
ein oo°-System von rationalen Curven 3. Classe u. s. w. 

Diese Classencurven lassen sich nun aber umgekehrt zu einer 
linearen Construction der Raumcurve C, verwenden. 





Im Falle erstlich, dass aa eine ganze Zahl ist, existirt ausser 


° : ° n—2 : \ 
jener Curve niedrigster Cy eer Classe noch ein co’-System von 


St 


Curven rT ter Classe, fiir welche die Functionen a(u), B(u), 


n—2 

die Gleichungen (1) erfiillen. Nimmt man zu der Curve C ° irgend 
zwei dieses Systems, so schneiden sich entsprechende Ebenen dieser 
drei abwickelbaren Flichen in einem Punkte der Curve n. Ordnung. 

Ueberhaupt wird eine Curve von der Ordnung p+ q-+~,r durch 
den Punkt erzeugt, in welchem sich entsprechende Ebenen von drei 
rationalen abwickelbaren Flichen der p., q., r. Classe, die eindeutig 
auf einander bezogen sind, schneiden. In unserem Falle ist in der 


That :*) 








*) Benutzt man statt der Curve ee Classe eine dritte Curve der 


n+1 , , , 
Schaar SE} ue Classe, so sondert sich eine Gerade aus dem erzeugten Gebilde 


in der Weise aus, dass fiir einen gewissen Werth des Parameters die drei ent- 
sprechenden Ebenen in dieser Geraden sich schneiden, 
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Den Fallen, wo sed 





und * eine ganze Zahl ist, entsprechen 
in analoger Weise die Zerlegungen: 





n—1 n+2 
n= 2. 8 + 3 ? 
n=3-2, 


deren geometrische Bedeutung ersichtlich ist. 

Die allgemeine rationale Raumecurve n. Ordnung lisst sich also 
durch den Schnitt entsprechender Ebenen von drei eindeutig auf ein- 
ander bezogenen rationalen Curven niederer Classe K 

(wo K=-=; bezw. a2, s+! ; bezw. “> : at? ist) 
erzeugen. 

Die Raumeurve n. Ordnung ist nicht mehr die_,,allgemeine“, 
sondern besitzt weniger als 4m wesentliche Constante, wenn an Stelle 
jener erzeugenden Curven solche von héherer, bezw. niederer Classe 
treten. Es geschieht dies in der Weise, dass die Determinanten der- 
jenigen Matrices aus den Coefficienten der Formen f(A), (A), .. 5 
aus denen die Coefficienten in den Gleichungen jener Curven sich zu- 
sammensetzen, verschwinden. So ist fiir »—6, wo im Allgemeinen 
eine oo? Schaar von Kegeln 2. Ordnung existirt, deren Tangential- 
ebenen durch entsprechende Punkte der C, hindurchgehen, die Be- 
dingung dafiir, dass bereits ein Gebilde niederer Ordnung der an- 
gegebenen Art existirt, also die Bedingung fiir eine fiinffach schneidende 
Sehne der rationalen Raumcurve 6. Ordnung, die folgende Gleichung: 
& bb Gd 9 0 0 0 
A, by Oy dy dy by | G 
Gy by Cy dy a, b, ce, a, 
a; by ¢, dy ay by Cy d, 

b 





= 0,*) 


| ay by Cy dy ay by Cy dy 


a, b; ¢, dy ay by cy dy 


dg be Cy dy a; 0; ¢; a; 
00 0 0 a, by & d, 


*) Die tihnlich gestaltete Bedingungsgleichung fiir das Auftreten eines drei- 
fachen Punktes bei einer ebenen rationalen Curve 4. Ordnung findet man in dem 
Werke: ,,Ueber Apolaritiit und rationale Curven“ von Franz Meyer (S. 184) 
aufgestellt, wo auch die Gesichtspunkte fiir die Bildung anderer derartiger Be- 
dingungen in den Coefficienten der conjugirten Formen entwickelt sind. 
Neuerdings hat Herr Franz Meyer in mehreren Abhandlungen (d. Ann. 
Bad, 29, 30. 31) anschliessend an die obige Fragestellung die Aufgabe in Angriff 
genommen, die Ausdriicke a(u), @(w), y(u) fiir den Fall der ebenen Curven — 
auch in den Ausnahmefillen, in denen das Gleichungssystem (1) illusorisch 
wird — in Combinantenform darzustellen. (Zusatz 1889). 
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und die Curve entsteht, wenn dieselbe erfiillt ist, aus dem Durch- 
schnitt entsprechender Ebenen eines Ebenenbiischels, eines Kegels 
und einer Curve dritter Classe, indem von der Kegelschaar des all- 
gemeinen Falles jenes Ebenenbiischel sich absondert. 

Indem man die Classencurven, aus denen die gegebene Ordnungs- 
curve entsteht, ihrerseits aus solchen niederer Ordnung erzeugt, u. s. w., 
kommt man schliesslich auf » Punktreihen, bezw. Ebenenbiischel, aus 
denen sich durch passende Lage und Anordnung der Construction jede 
rationale Raumcurve n. Ordnung herstellen lisst. 

Eine Eigenschaft der Curve (p+q-+r)'* Ordnung, die in der 
angegebenen Weise durch den Schnitt entsprechender Ebenen von 
Curven p, q, r* Classe entsteht, ist die, dass sie (wie unten bewiesen 
wird) die abwickelbare Fliiche p. Classe C? in denjenigen p’ + q+~y7 
Punkten (p’ ist die Ordnung der C?) beriihrt, in welchen eine gerade 
Erzeugende der Letzteren durch den ihr entsprechenden Punkt der 
Crio+r hindurchgeht. 

Das oben aufgestellte algebraische Problem ergiebt, auf eine 
andere Variabelnzahl angewandt, einige neue Siitze fir ebene Curven 
und windschiefe Flichen. 

Wenn man in zwei Gleichungen vom p'® und g'* Grad: 

O=— P+AP,+42P,+---+aP,=T, 

O=Q+4Q, + 47Q, +--+ arg, == K 
die Coefficienten P, Q als lineare Functionen von zwei, bezw. drei, 
nicht homogenen Variabeln x, y (x, y, 2) ansieht, so stellen dieselben 
zwei eindeutig auf einander bezogene ebene Classencurven (bezw. ab- 
wickelbare Fliichen) dar, und der Schnittpunkt (die Schnittgerade) ent- 
sprechender Geraden (Ebenen) beschreibt eine ebene Curve (windschiefe 
Fliche) von der Ordnung »—p-+q. Dies ist bekannt,*) ebenso 
wie, dass die erzeugte ebene Curve von der Curve p'* Classe, wenn 
letztere von der Ordnung p’ ist, in denjenigen p’ + g Punkten beriihrt 
wird, in denen entsprechende Punkte beider Curven zusammenfallen. 

Dass aber umgekehrt zu jeder rationalen ebenen Curve, wenn » 
ungerade ist, im Allgemeinen immer eine Curve von der Classe .— 
(und, wenn gerade ist, ein co*-System von Curven = Classe) 
existirt, mit deren Hilfe jene Construction mdglich ist, ergiebt sich 
aus Betrachtungen, die den oben fiir Raumcurven angestellten fast 
wortlich nachzubilden sind, 

Der ,, allgemeine“ Fall, d. h. das Gebilde mit der gréssten Con- 
stantenzahl, lisst sich aber auch durch eine Abzadhlung der durch die 








*) Haase, Zur Theorie der ebenen Curven u. s. w. Math. Annalen, Band 2, 
Seite 547, 
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Construction eingefiihrten Constanten ermitteln, und ich gehe hierauf 
um so lieber mit einigen Worten ein, als hierbei die windschiefen 
Flichen mit umfasst werden. 
Ist in den obigen Gleichungen: 
T=0, K=O 
q > p, so kann man, nachdem durch eine lineare Transformation von 
4 vier Constante in den Ausdriicken P in Zahlenwerthe verwandelt 
worden sind, TT mit einer ganzen Function M vom (gq — p)*" Grad 
multipliciren und zu K zufiigen. Durch passende Wahl der Constanten 
in M lassen sich dann g — p + 1 Constante des Ausdrucks: 
K + MTT, 
der an die Stelle von K gesetzt werden kann, ohne dass sich das 
Resultat der Elimination von A indert, in Zahlenwerthe verwandeln. 
Alsdann befinden sich, je nachdem die P, Q zwei oder drei Variable 
enthalten, in der Resultante aus TT und K noch 


A=3(p+1)+3¢+1)—4—(@—pt)) 
=4p+2q+1 
=2n+2p+1 
beziehungsweise: 


B=4(p+1)+4@+)—4—(@-—pt+)) 
=5p+3q+3 . 
=3n+2p4+3 

Constante, von denen sie eine homogene Function sein wird. 
Hier ist, wegen g > p, fiir nm gerade:*) 


pst, 
und fiir » ungerade: 
ag St. 


Der grésste Werth, den die Zahlen A und B annehmen kénnen, 
entspricht im letzteren Falle dem Werth: 


 eoeciees Sae 
woraus sich ergiebt: 
A=3n; B=4n+2, 

*) Nur fiir den Fall, dass p = q = . ist, gestaltet sich die obige Abzihlung 
etwas anders, weil ebensowohl an die Stelle von TT wie an die von K eine lineare 
Combination von K und TT gesetzt werden kann, wodurch die Zahlen werden: 

A= 3n; B=4n-+ 2, 
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die gleichen Werthe, wie sie dem Falle p = g = * entsprechen (s. d. 
letzte Anmerkung unter dem Text). 

Was zuniichst A angeht, so ist der erhaltene Maximalwerth in 
der That gleich der Anzahl der in einer allgemeinen rationalen ebenen 
Curve n. Ordnung homogen enthaltenen Constanten. Nach dem Vor- 
stehenden liisst sich dieselbe durch den Schnitt entsprechender Tangenten 
von zwei rationalen eindeutig auf einander bezogenen Curven von den 


Classen => * und att (beaw. - und >) linear construiren. Wie im 
Falle der Raumecurven bedarf es specieller projectivischer Eigenschaften 
(des Verschwindens gewisser Combinanten von drei binairen Formen), 
wenn die Construction aus niederen (und andererseits héheren) Classen- 
curven erfolgen soll. So ordnet sich einer rationalen ebenen Curve 
5. Ordnung im Allgemeinen ein bestimmter ihr eindeutig in der an- 
gegebenen Weise entsprechender Classenkegelschnitt zu, dessen Glei- 
chung (in einer aus dem Vorhergehenden verstindlichen Bezeichnung) 
lautet wie folgt: 





cw oy? woe ye wm ew y 1 
a & @&°808000 6 @ 
a &§ @& @® & @& 9 0 @ 
@ 0b, CG @ 8, GC, Gye Bg & 
Omi a, & & @ 8 & @& & & 
a b, G& a, b; C a b, & 
a, b, ¢ a b, & as bs @ 
00 0 ga k&FK Ga & GY 
00000 Ogk « 








Das Verschwinden der Determinanten der Matrix aus den letzten 
7 Horizontal- und 6 Verticalreihen der obigen Determinante reducirt 
die obige Gleichung auf die eines Strahlbiischels, Dieses mit einer 
rationalen Curve vierter Ordnung combinirt, erméglicht wieder die 
Construction der Curve 5. Ordnung, welche dann einen vierfachen 
Punkt im Scheitel des Bischels erhiilt. 

Durch den oben angefiihrten um 1 verminderten Maximalwerth 
der Zahlt B, also die Zahl 4n +-1, ist andererseits die Anzahl der in 
einer allgemeinen rationalen windschiefen Fiche n. Ordnung enthaltenen 
wesentlichen Constanten ausgedriickt. Denn offenbar kann jede solche 
Fliiche durch Elimination aus zwei Gleichungen von der Form TT=0, 
K = 0 hergestellt werden — man beziehe z. B. nur zwei Kegel ein- 
deutig auf einander, die von den durch irgend einen Raumpunkt und 
die Geraden der Fliche gelegten Ebenen umbiillt werden — und da 
nach Obigem die windschiefe Fliche mit der gréssten Constantenzah] 
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dem Fall p= — I art , bezew. p= q= _ entspricht, so 
liefert die diesem Fall NE. Bs Zahl B die Anzahl der homogen 
in der ,,allgemeinen‘** Regelfliiche auftretenden Constanten. Zugleich 
hat man eine Construction dieser Fliiche aus dem Schnitt entsprechen- 


= . n—1 n 
der Ebenen zweier rationalen Raumcurven von der — — (bez. *) 


und ci 4] (bez. ™ en Classe,*) und es bedarf projectivischer Kigen- 


thiimlichkeiten , wenn die Construction aus solchen von niederer (und 
héherer) Ordnung méglich sein soll. 

Auch hier sind wieder die erzeugenden Gebilde mit dem erzeugten 
durch Beriihrungseigenschaften verbunden: 

Die Regelfliiche (R), die aus einer Curve (TT) und einer Curve 
(K) durch den Schnitt entsprechender Ebenen entsteht, wird nicht 
nur von den Tangenten dieser Curven beriihrt, sondern ist den 
Letzteren eingeschrieben, in dem Sinne, dass die Schmiegungsebenen 
der Curven Tangentialebenen der Fliiche sind. 

Man fiihrt den Nachweis dieser und der oben erwihnten ent- 
sprechenden Higenschaften fiir die ebenen und Raumecurven durch 
Differentiation .der Gleichungen TT=0, K=O, durch welche die 
beweglichen Schmiegungsebenen der Curven (IT) und (K) repriisentirt 
werden. Fiir einen dem Punkte 4 benachbarten Punkt der wind- 
schiefen Fliiche (), deren Gleichung durch die Resultante R = 0 von 
TT und K dargestellt wird, hat man: 


oe da + SY dy + det Taro, 
(2) 
oK 
ee da + n dy + ax de+ da=0, 
wiihrend zugleich : 


Baz + % y ay +S dz =0 


ist. Eliminirt man dd aus Poe beiden ersten Gleichungen, so erhiilt 
man links einen Ausdruck, welcher nach Einsetzung des Werthes 4 
der differenzirten Resultante apenas sein muss: 


» 2% 28 Ts ak aK 
(3) a on da+% dy + % a det — 2 . da+ dy + ds| 


= aes eda +o ay + os > as}, 


*) Die Existenz dieser Raumcurven oder vielmehr der ihnen dualistisch 
entsprechenden Ordnungscurven auf der allgemeinen rationalen Regelfliche n, Ord- 
nung war schon Clebsch bekannt, der auf sie durch die Abbildung der Fliiche 
auf eine Ebene gefiihrt worden war. Math. Ann, V, 8. 1. 
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wo nun der Factor M durch eine Rechnung, die ich hier tbergehe, 
gleich einer der (p + q — 2)-reihigen Unterdeterminanten 2. Ordnung 
der Determinante R gefunden wird, namlich: 


P, P, P, 

RP, P, 

| OF P, 
wel 

Q @ 

Q @% 

0 &® @ 





Man bemerkt in dieser eleganten Identitiit leicht den zusammen- 
fassenden Ausdruck bekannter Sitze iiber die Resultante. Zugleich 
geht aus derselben, wie iibrigens auch schon aus den Gleichungen (2), 
hervor, dass fiir einen Punkt x, y, 2, fiir welchen zugleich: 

(4) m=0, S'—0, kK=0 

ist, in welchem also die Tangente an die Curve (IT) die entsprechende 
Erzeugende der Fliche (R) trifft, die partiellen Differentialquotienten 
von R nach den Variabeln denen von TT proportional werden, d. h., 
dass an dieser Stelle die Schmiegungsebene von (TT) Tangentialebene 
der Fliche ist. . 

Man hitte den Satz auch aus seinem dualistischen Gegenbild, das 
eines Beweises nicht bedarf, erschliessen kénnen. 

Der entsprechende Satz fiir ebene Curven, dessen oben gedacht 
wurde, ist durch das Vorstehende mitbewiesen, wenn man allenthalben 
die Glieder unterdriicxt, welche die Variable z enthalten. — Hinsicht- 
lich der Raumcurven bedarf es einer geringen Modification’, die darin 
besteht, dass die Gleichung P =O einer dritten Schmiegungsebene 
einzufiihren und zu differenziren ist. Aus den Gleichungen (2), (4) 
und den analogen in P ergiebt sich zugleich die behauptete Eigenschaft. 














Bestimmung der gréssten Untergruppen von endlichen 
Transformationsgruppen. 


Von 


Witnetm Kine in Braunsberg. 


In den Vorbemerkungen zum vierten Theile meiner Untersuchungen 
iiber die Zusammensetzung der Transformationsgruppen habe ich darauf 
aufmerksam gemacht, dass die von mir dort angewandte Methode auch 
dazu benutzt werden kann, siimmtliche Untergruppen einer gegebenen 
Gruppe zu bestimmen. Die Durchfihrung dieses Gedankens wiirde 
zwar einige Sorgfalt in der Behandlung verlangen, aber eigentliche 
Schwierigkeiten nicht bieten. Vielleicht ist aber die an der angefiihrten 
Stelle gegebene Andeutung zu kurz, als dass sich jeder Leser von 
ihrer Tragweite ein klares Bild machen kénnte. Deshalb erscheint es 
nicht ganz unangemessen, nach der vorgeschlagenen Methode eine 
einfachere Aufgabe zu lésen. So soll denn im folgenden die Aufgabe 
erledigt werden, fiir alle endlichen ‘lransformationsgruppen die gréssten 
Untergruppen zu bestimmen, d. h. diejenigen Untergruppen, deren 
Gliederzah] méglichst gross ist. 

Die niichste Veranlassung zur Verdffentlichung der vorliegenden 
Arbeit ist etwas zufilliger Natur. Bereits vor liingerer Zeit hat Herr 
Lie die gréssten Untergruppen fir die allgemeine projective Gruppe 
des n-dimensionalen Raumes bestimmt*), und in den letzten Tagen 
war Herr Hermann Werner so freundlich, mir eine Arbeit**) zu- 
zuschicken, worin dieselbe Aufgabe fiir eine zweite Klasse von ein- 
fachen Gruppen gelést ist. Wéiihrend Herr Lie durch ganz einfache 
und natiirliche Betrachtungen zum Ziele gelangt, kann Herr Werner 
die Lie’sche Methode nicht direct anwenden, sondern muss zunichst 
die vorgelegte Gruppe durch eine andere von gleicher Zusammensetzung 





*) Math. Annalen Bd. 25; Theorie der Transformationsgruppen, erster Ab- 
schnitt S. 562—569. 

**) Bestimmung der griéssten Untergruppen derjenigen projectiven Gruppe, 
welche eine Gleichung zweiten Grades in  Variabeln invariant liisst. Math. 
Annalen Bd. 35, S, 113 ff. 
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ersetzen; in dieser tritt dann eine gewisse Untergruppe unmittelbar zu 
tage; nun wird gezeigt, dass diese Untergruppe im allgemeinen die 
meisten, in einer Untergruppe méglichen Parameter enthilt und dann 
erst ist es mdglich, das Resultat auf die zu grunde gelegte Gruppe zu 
iibertragen. So sehr die dabei gefundenen Sitze das Interesse erregen 
und die Beweise Anerkennung verdienen, so wird man kaum das 
Beweisverfahren als ein natiirliches ansehen kénnen. 

Nun hat aber auch Herr Lie schon liingst darauf aufmerksam 
gemacht, dass die Bestimmung aller Untergruppen nur von der Zu- 
sammensetzung der Gruppe abhiingt, dass also die Kenntniss der ¢,, 
gentigt, um alle Untergruppen anzugeben. Es erscheint also die Auf- 
gabe gerechtfertigt, die Untergruppen nur unter Benutzung der Coef- 
ficienten ¢. zu ermitteln und von einer expliciten Darstellung der 
entsprechenden Gruppe ganz abzusehen. Dieser Ausgangspunkt gestattet 
es, fiir alle Gruppen die vorgelegte Frage unmittelbar und in sehr 
einfacher Weise zu lésen, Fiir die von Herrn Lie behandelte Klasse 
von Gruppen zeigt dessen Weg mit dem meinigen grosse Aehnlichkeit. 
Der Grund hierfiir ist folgender: ich benutze die eingliedrigen Haupt- 
untergruppen derjenigen zweigliedrigen Untergruppen, denen eine 
gegebene allgemeine Transformation angehért; solche Haupttransfor- 
mationen sind aber auch die p,, P,, auf deren Betrachtung Herr Lie 
seine Entwicklung vor allem stiitzt. Ueberhaupt ist die bekannte 
Darstellung der allgemeinen projectiven Gruppe so eng mit ihrer 
Zusammensetzung verbunden, dass man jedem Satze iiber ihre Unter- 
gruppen einen Satz iiber allgemeine Projectivitiit zur Seite setzen kann. 
Deshalb habe ich auch in der vorliegenden Arbeit diese specielle Dar- 
stellung wenigstens erwihnt; im iibrigen aber habe ich mich begniigt, 
bloss die Zusammensetzung anzugeben, ohne eine specielle Darstellung 
zu bevorzugen. 

Mit der vorgelegten Aufgabe hiingt die folgende eng zusammen: 
Man soll die geringste Zahl von Typen von Untergruppen angeben, 
so dass jede beliebige Untergruppe der gegebenen Gruppe wiederum 
eine Untergruppe einer dieser Untergruppen ist. Diese Aufgabe ist als 
gelést zu betrachten, wenn man alle Typen von Untergruppen kennt; 
denn dann wiirde man alle diejenigen Untergruppen weglassen, welche 
in emer Untergruppe von mehr Parametern vorkommen. Andererseits 
wiirde man aber auch die Frage nach den simmtlichen Untergruppen 
als beantwortet ansehen miissen, wenn man allgemein die vorgelegte 
Aufgabe lésen kénnte. Indem man niimlich die vorgelegte Aufgabe 
wiederum fiir die erhaltenen Untergruppen lést, gelangt man alimihlich 
zu allen mdglichen Untergruppen. Es mége jedoch geniigen, auf diese 
Aufgabe hingewiesen zu haben; hier wollen wir uns nur mit der 
speciellen Aufgabe beschiftigen. 
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§ 1. 

Dass jede Gruppe, welche nicht ihre eigene Hauptuntergruppe 
ist, mindestens eine Untergruppe besitzt, deren Gliederzahl nur um 
eins geringer ist, als die der gegebenen Gruppe, ist bekannt. In der 
That, es habe die gegebene r-gliedrige Gruppe eine p-gliedrige Haupt- 
untergruppe, und es sei p< 7. Dann hat man nur den Fall zu be- 
trachten, wo p < r — 1 ist. In diesem Falle fiige man zu der Haupt- 
untergruppe noch r — 1 —p beliebige von einander und von den 
Transformationen der Hauptuntergruppe unabhiingige inf. Transforma- 
tionen hinzu; dadurch wird eine (r — 1)-gliedrige Untergruppe bestimmt, 
welche zudem invariant ist. Es fragt sich aber, ob es noch andere 
(r — 1)-gliedrige Untergruppen giebt. Um diese Frage zu beantworten, 
sucht man die gréssten Untergruppen der Hauptuntergruppe; wenn 
deren Gliederzahl p— 1 ist, so fiige man zu ihnen r—p weitere 
(nicht der Hauptuntergruppe angehérige, unabhiingige) inf. Trans- 
formationen hinzu und lasse hierdurch eine (r—1)-gliedrige Unter- 
gruppe bestimmt sein. (Dieser Weg wird immer eingeschlagen werden 
kénnen, wenn die Hauptuntergruppe vom Range null ist). Wenn aber 
die gréssten Untergruppen der p-gliedrigen Hauptuntergruppe weniger als 
p—1 Parameter besitzen, so sind alle (r —1)-gliedrigen Untergruppen 
der gegebenen Gruppe zugleich invariant und werden durch die zuerst 
angegebene Operation geliefert. 


§ 2. 

ue wir unsere Aufgabe weiter verfolgen, schicken wir einen 
allgemeinen Satz tiber die Bildung von Untergruppen voraus. Wir 
beschrinken uns aber auf Gruppen, fir welche die nicht verschwin- 
denden Wurzeln der charakteristischen Gleichung im allgemeinen 
ungleich sind. Wenn in einer solchen Gruppe Y, eine ganz allgemeine 
Transformation ist, so mégen mit ihr (/—1) weitere Transformationen 
Y,... Y; vertauschbar sein, Suchen wir jetzt die Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung fiir Y,, so sind deren nicht verschwindende 
Wurzeln @, ...@,—; siimmtlich von einander verschieden. Dann 
gehért zu jeder Wurzel eine einzige inf. Transformation, so dass fiir 
“=1---r —l jedesmal ist: 


(Y, Xx) = ox Xx 


Wir suchen eine Untergruppe, der die Transformation Y, angehdrt. 
In dieser kénnen gewisse inf. Transformationen enthalten sein, welche 
als lineare Functionen von Y,... Y; dargestellt werden kénnen. Die 
groésste Zahl solcher sei abgetrennt und es seien zur Darstellung der 
Gruppe ausserdem noch m Parameter erforderlich. Lést man die in 
Mathomatische Annalen. XXXVI. 16 

















242 W. Kinuine. 


der Untergruppe fiir Y, bestehende charakteristische Gleichung auf, 
so erhilt man m nicht verschwindende Wurzeln, und diesen kénnen 
diejenigen m inf. Transformationen zugeordnet werden, welche zur 
Bestimmung der Untergruppe noch nothwendig sind. Ks sei w,’ irgend 
eine so erhaltene Wurzel; dann erhilt man bei passender Wah] von 
X,, die Gleichung: 

(Y, Xa) = wn Xa. 

In der gegebenen Gruppe existiren aber nur + —/ derartige 
Gleichungen, und diese sind oben bereits angegeben. Folglich muss 
@q gleich einer der oben angegebenen Grossen @,...@,—;, und X,’ 
mit einer der Transformationen X, ... X,—,; identisch sein. Wire 
aber @,’ eine mehrfache Wurzel, so bestiinde eine Gleichung der Form 

(Y, Xe’) = oe Xap + Xe 


(Y,, Xe + 9 Xa41) = Wa (Xe + y Xe41); 
was in der gegebenen Gruppe iiberhaupt nicht médglich ist. Die 
charakteristische Gleichung hat also auch fiir die Untergruppe m un- 
gleiche nicht verschwindende Wurzeln, und diesen entsprechen die- 
selben inf. Transformationen, wie in der gegebenen Gruppe selbst. 
Dies giebt den Satz: 

Wenn die nicht verschwindenden Wurzeln, welche die charakte- 
ristische Gleichung fiir eine gegebene Gruppe besitet, im allgemeinen 
siimmtlich wngleich sind, so kann man jede beliebige Untergruppe, in 
der eine bestimmte inf. Transformation allgemeiner Art vorkommt, da- 
durch erhalten, dass man eine gewisse Anzahl mit thr vertauschbarer 
Transformationen und ausserdem noch die Haupttransformationen fiir 
eine gewisse Anzahl von zweigliedrigen Untergruppen hinzunimmt, denen 
die gegebene Transformation angehdort. 

Dieser Satz kann zur Grundlage fiir die Aufstellung derjenigen 
Untergruppen genommen werden, in denen eine Transformation all- 
gemeiner Natur vorkommt. Dass derselbe nicht unmittelbar auf gleiche 
Wurzeln iibertragen werden kann, ist deshalb klar, weil alsdann durch 
die einzelne Wurzel die zugehérige Transformation nicht vollstiindig 
bestimmt ist. Man sieht aber leicht, wie in diesem Falle der Satz 
geindert werden muss. Vor allem kénnen wir uns im allgemeinen 
Falle darauf beschriinken, dass nicht alle Unterdeterminanten (r— 1)'" 
Grades verschwinden, und dann treten nur ganz leichte Aenderungen ein. 


§ 3. 
Indem wir jetzt zu unserer Aufgabe zuriickkehren, aber dieselbe auf 
soleche Gruppen beschriinken, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen*) 


oder 


*) Es ist misslich, dass bei Benutzung dieses Ausdrucks die Gruppe als ihre 
eigene Untergruppe angesehen wird, wiihrend sie in der vorliegenden Arbeit stets 
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sind, machen wir die Voraussetzung, deren Berechtigung erst an einer 
spiiteren Stelle gepriift werden soll, dass die grésste Untergruppe auch 
jedesmal eine inf. Transformation allgemeiner Natur enthilt. Auch 
unter dieser Voraussetzung lésen wir die Aufgabe zuniichst fiir ein- 
fache Gruppen und haben die Klassen derselben im einzelnen durch- 
zunehmen. Der Weg ist aber fiir alle Gruppen im wesentlichen der- 
selbe. Wie im vorigen Paragraphen nehmen wir an, dass die allgemeine 
inf. Transformation Y, in der Untergruppe vorkommt. Die mit Y, 
vertauschbaren Transformationen seien wieder Y,... Y:, und die 
Transformationen X,...X,—; seien durch die Wurzeln a, ...@,—; 
bestimmt. Kommen die beiden Transformationen X, und X, in der 
Untergruppe vor und ist w, ++ w, wiederum eine von null verschiedene 
Wurzel, etwa = @,, so muss auch X, in der Untergruppe enthalten 
sein. Wenn aber a,-+ @,—0 ist, so wird mit X, und X, eine 
gewisse inf. Transformation vorkommen, welche sich als lineare Func- 
tion von Y, ... Y; darstellen liasst. Wollte man jetzt mit Y, alle 
X,...X,—; verbinden, so wiirde man auch zu allen Y,... Y, ge- 
langen; man bekiime aber keine Untergruppe, sondern die gegebene 
Gruppe selbst. Bezeichnet man also eine Auswahl der X,... X,_,, 
bei welcher eine méglichst grosse Zahl erhalten wird, mit X,, Xs,..., 
so kann man alle Y,... Y; hinzunehmen, ohne zu allen Transforma- 
tionen der gegebenen r-gliedrigen Gruppe zu gelangen. Dadurch 
erhalten wir folgenden Satz, der allerdings zuniichst nur fiir einfache 
Gruppen bewiesen ist, der aber auch, wie man leicht sieht, all- 
gemein gilt: 

Jede grisste Untergruppe fiir eine Gruppe, welche thre eigene 
Hauptuntergruppe ist, enthdlt stets eine l-gliedrige Untergruppe, deren 
Transformationen mit einander vertauschbar sind, wo 1 den Rang der 
gegebenen Gruppe bezeichnet. 

Wir haben also jetzt nur noch zu untersuchen, wie wir die Aus- 
wahl unter den X,...X,—, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
unter den @,...@,—; zu treffen haben. Diese Auswahl wird dadurch 
geregelt, dass mit w, und wg jedesmal wa +- ag mitgenommen werden 
muss, wenn diese Summe selbst eine Wurzel ist. Unser Problem ist 
hiernach auf das folgende zuriickgefiihrt: 

Aus den simmtlichen nicht verschwindenden Wurzeln, welche die 
charakteristische Gleichung fiir eine einfache Gruppe unter Voraus- 
setzung einer allgemeinen inf, Transformation besitzt, soll die grésste 
Anzahl (< r —1) so ausgewihlt werden, dass jedesmal die Summe 





von den Untergruppen ausgeschlossen ist. Indessen betrachtet man in der Zahlen- 
theorie zuweilen die Zahl als ihren eigenen Theiler, und schliesst sie in andern 
Fiillen von den Theilern aus. 
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zweier ausgewihlter Wurzeln unter denselben vorkommt, wenn sie 
iiberhaupt gleich einer Wurzel ist. 


§ 4. 

Wir wenden die angegebene Methode zuniichst auf die einfache 
Gruppe A) vom Range / an, nach deren Schema die allgemeine pro- 
jective Gruppe des /-dimensionalen Raumes gebildet ist. Hier sind 
die Wurzein 


(a) + @, + (@p— @,) fir g,o=—1...1. 

Wir erkennen unmittelbar, dass folgende Auswahl den angegebenen 
Festsetzungen entspricht: 
(b) +o, + (@,—@x), a, a —o, fiir «,x=—1...1—1. 


In der That gehdrt die Summe zweier ausgewihlter Wurzeln 
jedesmal wieder zu den ausgewiihlten, wenn sie iiberhaupt eine Wurzel 
ist. Auch erkennt man fiir die kleinsten Werthe von 7, dass man 
eine gréssere Zahl nicht auswiihlen kann, und dass jede Auswahl von 
? Wurzeln entweder in der Form (b) oder durch + @,, + (@,— @,), 
— @,, — @,-+ , angegeben werden kann, wenn es gestattet ist, 
nachtriiglich die w,...@, so zu waihlen, dass alle Wurzeln nach der 
unter (a) gegebenen Weise dargestellt werden. Dieser Satz sei fiir 
die kleinsten Werthe von / als richtig erkannt und wir wollen ihn fiir 
das niichst gréssere / beweisen. 

Nehmen wir an, unter den aus (a) ausgewahlten seien alle Wurzeln 
+a,, + (@, — ,) fiir «,x—1...1-- 1 enthalten. Fiigt man dann 
@;— @, hinzu, so zeigt die Addition von @,, @,. — @s, dass auch 
@;, @— @g zu den ausgewahlten gehdren miissen. Ebenso sind dann 
mit — @, + @, auch — a,, — @,-+ ws nothwendig hinzuzunehmen. 
Men gelangt also von der gemachten Voraussetzung aus nothwendig 
zu einer der beiden angegebenen Darstellungen. 

Jetzt sollen nicht alle Wurzeln + @,, + (@,—,) fiir t,x==1...1—1 
zu den ausgewihlten gehéren. Dann ist die Zahl der aus den letzteren 
ausgewahlten héchstens gleich (J—1)? und diese kénnen in der Form 
(ce) + @e, + (@e — @g), %H1, M1—@, fir «, B=—1...1—2, 
oder 
(d) + Ge. + (@a — gf), — D1, @e — -1 
vorensgesetzt werden. Legen wir die Form (c) zu grunde, so setzen 
wir voraus, dass die Wurzeln — @,_,, @. — @,-; nicht vorkommen. 
Wir untersuchen jetzt, wie viele von den Wurzeln + @,, -+- (@,—@,), 
++ (@;—@,_,) zu den Wurzeln (c) héchstens noch hinzugefiigt werden 


kénnen, ohne dass wir die ausgeschlossenen hinzunehmen miissen. 
Nun zieht die Beifiigung einer Wurzel aus der Reihe 
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(e) @,, @,— @, +++ Gy — G2 
die aller iibrigen aus dieser Reihe nach sich; dasselbe gilt von der 
Reihe: 

(f) — @, @, — @ +++ Mg — @, M1 — @. 

Die Reihen (e) und (f) kénnen zusammen beigefiigt werden und ziehen 
dann keine weiteren Wurzeln nach sich. Dagegen verlangt die Hinzu- 
nahme von @; — @,_, die Beifiigung von (e), ist aber mit dem Hinzu- 
kommen der Reihe (f) unvereinbar, da alsdann die Wurzeln —- a, 
— @, — , vorkommen wiirden, Wir kommen somit zur Verbindung 
der Reihen (c), (e), (f), welche bei Vertauschung der Marken / und 
1 — 1 mit (b) identisch ist. 

Da sich dieselbe Betrachtung fiir (d) anstellen lasst, so eriibrigt 
es nur noch, anzunehmen, von den Wurzeln +- @,., + (@, — @,) fiir 
«a, B=—1---l—1 seien weniger als (J—1)*, also héchstens /? — 21 
ausgewiihlt. Nun bestimmen die 21 Wurzeln + @, -+ (@ — @,) 
durch blosse Addition alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung. 
Man darf also héchstens 21 — 1 Wurzeln hinzunehmen und gelangt 
dann nicht zu 7? Wurzeln. 

Somit finden wir den bereits friiher von Herrn Lie bewiesenen 
Satz, dass jede einfache Gruppe der Form A) vom Range / héchstens 
1(l+-1)-gliedrige Untergruppen besitzt. 

Wenn zur Bestimmung einer solchen Gruppe eine inf. Transfor- 
mation allgemeiner Art gegeben ist, so hat die Aufgabe 2(/+-1) ver- 
schiedene Lésungen. Jede ist charakterisirt durch Angabe der / fehlen- 
den Wurzeln; diese sind von einander unabhiingig und haben die 
Kigenschaft, dass alle andern Wurzeln, soweit sie ihnen nicht ent- 
gegengesetzt gleich sind, durch Subtraktion je zweier von ihnen aus- 
gedriickt werden kénnen. Wir wollen fir die allgemeine projective 
Gruppe diejenigen beiden Lésungen mit einander vergleichen, wo die 
weggelassenen Wurzeln fiir die eine Lésung entgegengesetzt gleich 
sind den bei der andern Lésung weggelassenen Wurzeln. Zu dem 
Zwecke erinnere ich daran, dass eine ganz allgemeine Transformation 
1+ 1 Punkte in Ruhe liisst, welche keiner (J — 1)-dimensionalen Ebene 
angehéren, und dass die /-+ 1 Ebenen in sich bewegt werden, welche 
je l dieser Punkte verbinden. Wenn nun z, B. diejenige Gruppe, bei 
welcher die Wurzeln @, ,..@, fehlen, einen Eckpunkt dieses Koérpers 
in Ruhe lisst, so muss diejenige Gruppe, bei der die Wurzeln 

— @,, —@,—+++—@ 
fehlen, diejenige Ebene in sich verschieben, der die iibrigen / Eckpunkte 
angehéren. Alle gréssten Untergruppen der Gruppe A) zerfallen in 
zwei Scharen, von denen jede J-fach unendlich ist, Auch hier sind 
wir im wesentlichen wieder Sitzen begegnet, welche Herr Lie nebst 
einigen andern auf S. 569 seines Werkes angegeben hat. 
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§ 5. 
Fiir eine Gruppe B) vom Range / stellen wir die nicht verschwin- 
denden Wurzeln in der Form 
+ @, +a@-+a@, fir g,o—1...1 
dar. Fiir 1 — 2 kann man auf zwei verschiedene Weisen fiinf Wurzeln 


nach der getroffenen Festsetzung auswihlen; als Typus der einen Art 
kénnen wir setzen: 


@y, — @y, Wy, Wy - Wy, — OW, + Wy; 
und als Typus der zweiten Art: 
1, @, @, + @,, @ —M, — @ + ); 


aber es ist nicht mdglich, eine gréssere Anzahl auszuwihlen. Geht 
man zu | = 3 iiber, so sieht man leicht, dass man von der ersten fiir 
l= 2 getroffenen Auswahl aus zu einer ganz entsprechenden Wahl 
von 13 Wurzeln gelangen kann, dass dagegen die zweite Auswahl 
durch Hinzunahme einer Anzahl von Wurzeln 

+ @, +O +0,, +a, + @, 
entweder zu weniger als 13 oder zu allen Wurzeln fiihrt. Wir zeigen, 


dass fiir jedes 1 héchstens 2(/—1)/-+ 1 Wurzeln ausgewihlt werden 
kénnen und dass diese sich immer fiir / > 2 in der Form 


+a,, +a+a,, am, a+, fir t,x—1---1—1 
darstellen lassen. Dies tibersieht man sofort unter der Voraussetzung, 
dass alle Wurzeln +-@,, -+ @, + @, unter den ausgewihlten vorkom- 
men. Wenn das aber nicht der Fall ist, so kénnen hiéchstens 
2(1—2) (I—1) + 1 solche Wurzeln vorkommen, bei denen sich nie 
die Marke / findet, und als solche lassen sich alsdann nehmen: 

+ @e, + e+ Og, MA, Mita, fir «,B=—1---1—2. 
Die hinzutretenden Wurzeln miissen jetzt passend aus den folgenden 
gewahlt werden : 

+ @, + ao + MA, + H+ Me. 
Jetzt bedingen sich gegenseitig alle Wurzeln der Reihe: 
@,, @ + We, 


wahrend durch jede von diesen auch @;-+- @,_, mitgefordert ist. Ebenso 
bedingen sich gegenseitig 


—iy, -— & + De 5 
und mit jeder von diesen ist — @,-+ @,4, mitbedingt, wihrend 
@, — @-, auch @, und — @— @_; auch — @, erfordert. Man 


gelangt also zur gréssten Zah! von Wurzeln, wenn man hinzunimmt: 


+m, + a + @, + a+ GO; 1. 
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Dies giebt nach Vertauschung der Marken 7 und / — 1 die obige Aus- 
wahl. Sind aber unter denjenigen Wurzeln, bei denen nur die Marken 
1---?—1 vorkommen, noch weniger als 2(/ — 1)(1— 2) +1 ge- 
geben, so beachte man, dass die Auswahl 


+o, +@m+o, fir *«—1---1—1 
auf alle Wurzeln fiihrt, und die Auswahl 
+a@,, +om+o@ fir a=1---1—2 


im wesentlichen mit der soeben behandelten Annahme identisch ist, 
und dass bei einer kleineren Auswahl nicht die festgesetzte Anzahl 
von Wurzeln vorkommt. 

Diese Erwiigungen liefern folgende Sitze: 

Jede Untergruppe einer einfachen Gruppe B) vom Range J hat 
héchstens 1(21—1) + 1 Parameter. Nachdem eine allgemeine Trans- 
formation gegeben ist, die einer solchen Untergruppe angehdren soll, 
giebt es fiir 1 > 2 jedesmal 2/ derartige Untergruppen, und alle diese 
kommen auf denselben Typus hinaus. Jede solche Untergruppe besitzt 
eine Hauptuntergruppe, welche einen Parameter weniger hat und welche 
ihre eigene Hauptuntergruppe ist; die letztere ist aus einer einfachen 
Gruppe B) vom Range / — 1 und einer (2/—1)-gliedrigen invarianten 
Untergruppe zusammengesetzt, deren Transformationen mit einander 
vertauschbar sind, Indem man die Y,... Y;-1 passend wihlt, kann 
man in der gréssten Untergruppe durch , 


Y,-++ Yiu, Xin, X4c4, fy 1, x4 —1---1—1 


die einfache Gruppe bestimmt sein lassen; dann entsprechen den Neben- 
wurzeln null und + @, die Transformationen X;, X,4,. Hierdurch 
ist die Hauptuntergruppe der gréssten Untergruppe bestimmt. Hierzu 
kann man in der letzteren noch Y; hinzutreten lassen und dieses so 
wihlen, dass (¥;X;) = X,, (Y:Vie+u) = Xize ist, und Y;, mit allen 
andern angegebenen inf. Transformationen vertauschbar ist. 

Diese Siitze entsprechen den Resultaten des Herrn Werner fiir 
ein gerades n. 


§ 6. 

Nachdem der Beweis fiir zwei Klassen von einfachen Gruppen 
vollstindig durchgefiihrt ist, werden wir uns bei den folgenden Klassen 
mit kurzen Andeutungen begniigen kénnen, da das Wesen villig un- 
geiindert bleibt. Fiir die einfachen Gruppen der Klasse D) sind alle 
Wurzeln darstellbar in der Form -+- 2) +- a fiir ungleiche Marken der 
Reihe 1...1. Im Falle 1 = 3 ist die vorliegende Gruppe identisch mit 
der Form A); die 15-gliedrige Gruppe besitzt also in diesem Falle eine 
12-gliedrige Untergruppe. Dagegen enthilt fiir ein grésseres 1 die 
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Untergruppe héchstens (21 — 1) (/— 1) + 1 Parameter, und diese 
wird erhalten durch die Auswahl der Wurzeln 
+2,.+2,,%+2%, fir x—=1---1—1, 


Nur fiir ] — 4 kann man zu derselben Zahl von Wurzeln noch durch 
eine zweite Auswahl gelangen, nimlich durch: 


+ (% — Xs), +m fir g,go—1---4. 

Wir betrachten die Zusammensetzung fiir ein beliebiges J und lassen 
der Untergruppe angehéren die inf. Transformationen 
(a) Y, = Y,, X+ct2) Xite- 
Auch hier wird fiir die / inf. Transformationen Y,, Y, ... Y; eine 
passende Auswahl vorausgeseizt. Diese kann so getrofien werden, dass 
durch Y,... Yi-1, X4cix%, Xia, die Hauptuntergruppe der Gruppe 
(a) bestimmt wird. In dieser neuen Gruppe setzt sich aus 

Y, eee Yiu, X+ite 
eine einfache Gruppe D) vom Range |! —1 zusammen, wiihrend die 
Xi+x zu den Nebenwurzeln -+- x, gehdren und eine invariante Unter- 
gruppe bestimmen. Endlich wird Y, mit allen in (a) angegebenen 
inf. Transformationen vertauschbar sein mit Ausnahme von X;+,, und 
es ist jedesmal 

(Y; Xi+x) = Xi+x- 

Auch die Angaben dieses Paragraphen stehen in Uebereinstimmung 

mit den von Herrn Werner bewiesenen Siitzen; man hat dessen Zahl 
m ungerade gleich 2/ — 1 vorauszusetzen. 


§ 7. 
Fiir die einfachen Gruppen von der Gestaltung C) lassen sich die 
Warzeln in der Form voraussetzen: 


+o, +0, 


+ We, ‘ fir g,o=—1...1. 


Fiir | = 2 ist diese Gruppe identisch mit der Gruppe B) und dem- 
nach giebt es zwei wesentlich verschiedene Moglichkeiten, fiinf Wurzeln 
auszuwihlen, wie in §5 angegeben ist. Dagegen giebt es fiir jedes 
grossere | im wesentlichen nur eine einzige Méglichkeit, 21(/—1) + 1 
Wurzeln nach den getroffenen Festsetzungen auszuwiihlen; das sind 
nach passender Anordnung der Marken 1...1 die Wurzeln 


+ a, + @, @; + a, 
? G5 
» 


+m, 








fir «,x=1---1—1. 


Demnach kénnen wir die zugehérige Untergruppe durch die /(2/—1)+ 1 
inf. Transformationen bestimmen: 

(a) Bae ss Y,, X+e; KX te X:, x, .,- 
2 2 
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Hier erhilt man nach passender Bestimmung von Y, ... Y; durch 

Weglassung von Y, die Hauptuntergruppe der vorstehenden Gruppe, 

und in dieser aus Y,... Y;1, Xiz, X4,,, eine einfache Gruppe C) 
te 

vom Range 1 — 1, wihrend die X;, X,,, eine invariante Untergruppe 


2 
vom Range null ergeben, in welcher jede Combination (* an? Mae 
2 a8 
auf X, fiihrt. Kndlich ist Y, mit allen unter (a) angegebenen inf. 
Transformationen vertauschbar bis auf X, und X,,,, und man kann 
s 
setzen : 


ites 
2 . 


(Y, X;) — 2X; (7:*tae) = X 
y 


§ 8. 

Alle weiteren einfachen Gruppen haben, wie ich friiher (s, Annalen 
Bd. 33, 8. 44—48) gezeigt habe, speciellen Charakter. Die Bestimmung 
der gréssten Untergruppen gelingt ganz leicht in der Ofter durch- 
gefiihrten Weise. Daher wird es nicht néthig sein, die Resultate fiir 
alle verschiedenen Fille anzugeben; es gentige, nur die vierzehngliedrige 
einfache Gruppe niher zu behandeln. In derselben kann man die 
zwolf Wurzeln auf folgende Weise schreiben: 


+ @,, + @, +(@,—@), ++ (@,+ a), +2, —a,), h(2 @.— @). 
Von Untergruppen erwihne ich die durch Zusammenstellung zweier 
Kegelschnittsgruppen erhaltene sechsgliedrige Gruppe, entsprechend 
der Auswahl der Wurzeln + @,, + (@,—2q@,). Ausserdem kommt 


als Untergruppe eine achtgliedrige einfache Gruppe A) vom Range 
zwei vor, wo als Wurzeln genommen werden kiénnen: 
+ (@,+ @), + (2@,—@,), + (@,— 2a). 

Ausserdem giebt es neungliedrige Untergruppen, als deren 'l'ypen wir 
diejenigen annehmen kénnen, welche den beiden Auswihlungen von 
Wurzeln entsprechen: 

+ @,, @, @, + @,, —@,+ @, —@,+2a,, —20,+ w, 
und 

k (@ + @,), @1, —@, @, — @, 20, — @,, @, — 2a). 

Jede solche neungliedrige Gruppe ist in folgender Weise zusammen- 
gesetzt: sie enthilt eine achtgliedrige Hauptuntergruppe vom Range 
eins mit einer ausgezeichneten Transformation; wenn man dann -++ 2 
als Hauptwurzeln nimmt, so sind die Nebenwurseln +1, +3, 0; die 
Tas fiir (X+2 X41) und (X+2X+3) ergeben sich aus § 7 (Ba. 31, 

S. 278), wiihrend (X, X_,) und (X, X_s) jedesmal auf die ausgezeich- 
nete Transformation X, fiihrt, und (X+,X+;) jedesmal = 0 ist, 
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§ 9. 

Von den zusammengesetzten Gruppen behandeln wir zuniichst die- 
jenigen, welche nicht zerfallen und dementsprechend nach meinen 
Untersuchungen iiber die Zusammensetzung (§ 24; Bd. 34, S. 98—108) 
aus einer einfachen Gruppe und einer invarianten Untergruppe vom 
Range null zusammengesetzt sind. Wenn hierbei alle nicht verschwin- 
denden Wurzeln der charakteristischen Gleichung ungleich sind, so 
ist in § 2 der vorliegenden Arbeit bewiesen, dass mit Ausnahme solcher 
Transformationen, welche mit der gegebenen eingliedrigen Untergruppe 
vertauschbar sind, zur Bestimmung einer jeden Untergruppe, der die 
gegebene eingliedrige Untergruppe allgemeiner Art angehdért, eine 
Reihe derjenigen inf. Transformationen zu grunde gelegt werden kénnen, 
welche zu den nicht verschwindenden Wurzeln gehéren und demnach 
bei der gewihlten Darstellung der gegebenen Gruppe benutzt worden 
sind. Dasselbe gilt auch fiir mehrfache Wurzeln, wenn, wie bei den 
hier in betracht kommenden Gruppen, alle gleichen Wurzeln zu dem- 
selben Elementartheiler der charakteristischen Determinante gehdren 
und demnach fiir gleiche Wurzeln jedesmal ein einziges System von 
Gleichungen besteht: 


(YX,)—aX,, (¥X)—a,X, + X., 
(¥Es) a, XS 4+ 6K + eX, -- .. 


Dann kann o, auch fiir die Untergruppe eine mehrfache Wurzel sein, 
und es ergeben sich die Gleichungen: 


(YX,) = a Xa, (YX.) =o. X, +a’ Xe, 
(YX) = @.X, + U Xe +6 Xe-+:. 
Dann folgt unmittelbar: 


X,=—kX,, Xc—K Xi+mX,, Xomk’ Xl 4m Xi+nX.-+-. 


Demnach miissen auch X,, X,, Xq... in der Untergruppe vorkom- 
men, und die Zahl der so auszuwihlenden entspricht genau dem Grade, 
bis zu welchem o, fiir die Untergruppe mehrfache Wurzel ist. 

Nun haben wir an der angegebenen Stelle (Bd. 34, 8. 101) gesehen, 
dass wir auch in diesem Falle die Wurzeln als Haupt- und Neben- 
wurzeln unterscheiden und hiernach eine besonders einfache Zuordnung 
der inf. Transformationen bewerkstelligen kénnen. Wenn in einer 
Untergruppe nicht alle Hauptwurzeln vorkommen, so ist die Auswahl 
der unter ihnen beizubehaltenden ganz unabhiingig davon, ob man 
alle Nebenwurzeln mit hinzunimmt oder auch unter ihnen eine beliebige 
Auswahl trifft; denn man kann nur durch Combination zweier zu 
Hauptwurzeln gehérigen Transformationen wieder zu einer solchen 
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Transformation gelangen, da die Nebenwurzeln eben eine invariante 
Untergruppe bestimmen. Die vorangehenden Paragraphen haben uns aber 
gezeigt, welches die grésste Zahl von Hauptwurzeln ist, die in jedem 
einzelnen Falle beibehalten werden kénnen, und wie die Auswahl 
jedesmal getroffen werden muss. Nehmen wir jetzt an, es seien einige 
Nebenwurzeln ausgelassen, dagegen alle Hauptwurzeln beibehalten, so 
erinnern wir uns, dass nach § 25 (Bd. 34, 8. 108—116) alle Neben- 
wurzeln in Reihen solcher Wurzeln zerfallen, welche sich gegenseitig 
bedingen. Wenn niimlich eine Nebenwurzel, (die bekanntlich immer ganz 
besondern Bedingungen geniigen muss, ) angenommen ist, so sind jedesmal 
weitere Nebenwurzeln hiermit nothwendig verbunden; von den letzteren 
untersuchen wir, ob auch jede unter ihnen die zuerst gegebene nach 
sich zieht. So gelangt man dazu, alle Wurzeln in Reihen von solchen 
einzutheilen, welche sich gegenseitig bedingen. Die Zahl der in einer 
solchen Reihe enthaltenen ist an der betreffenden Stelle angegeben. 
Dieselbe ist an erster Stelle abhiingig von der zugehérigen einfachen 
Gruppe, also von den Hauptwurzeln, und jedesmal grésser als die 
geringste Zahl von Wurzeln, welche aus den Hauptwurzeln ausgelassen 
werden kénnen. Will man also die grésste Untergruppe bilden, so 
darf man nicht alle Hauptwurzeln beibehalten, weil man mit Weg- 
lassung einer einzigen Nebenwurzel stets die sich mit ihr gegenseitig 
bedingenden Nebenwurzelu auslassen muss und deren Zahl grésser ist 
als die Zahl der Hauptwurzeln, welche weggelassen. werden kénnen. 
Nachdem aber einmal Hauptwurzeln weggelassen sind, ist es gestattet, 
alle Nebenwurzeln beizubehalten. Zu der gréssten Untergruppe gelangt 
man also, indem man nur solche inf. Transformationen wegliisst, welche 
zu gewissen Hauptwurzeln gehéren. Daher ergiebt sich folgender Satz: 

Wenn eine nicht zerfallende Gruppe gegeben ist, welche ihre eigene 
Hauptuntergruppe ist, so kann man zur Bestimmung der gréssten Unter- 
gruppen folgenden Weg einschlagen: man setze die gegebene Gruppe 
zusammen aus einer einfachen G, und einer invarianten Untergruppe 
G; vom Range null. Von G, suche man nach den friiheren Regeln 
eine jede der gréssten Untergruppe G,; dann liefert deren Verbindung 
mit der invarianten Untergruppe G; eine Untergruppe der gegebenen 
Gruppe, und diese hat die grisste Zahl von Parametern. 


§ 10. 


Auch zur Bestimmung der gréssten Untergruppen von zerfallenden 
Gruppen nehmen wir wieder an, dass jede solche Untergruppe eine 
Transformation ganz allgemeiner Natur enthalt. Dann suchen wir fiir 
diese die zweigliedrigen Untergruppen, und gelangen, indem wir jedes- 
mal gewisse, mit der gegebenen Transformation vertauschbare hinzu- 
nehmen, zu den einzelnen Theilgruppen. Jede Theilgruppe ist dann 
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betreffs ihrer gréssten Untergruppen gesondert zu betrachten, und wir 
wissen, dass fiir jede eine kleinste Zahl von wegzulassenden ‘Trans- 
formationen existirt. Nachdem aber aus einer Theilgruppe eine Unter- 
gruppe gebildet ist, kénnen wir damit alle andern Gruppen zusammen- 
stellen und erhalten eine Untergruppe. Demnach erhalten wir folgende 
Regel zur Bestimmung der gréssten Untergruppen von zerfallenden 
Gruppen: Man suche fiir jede Theilgruppe die grésste Untergruppe; 
dadurch werde in jedem einzelnen Falle die Gliederzahl um 4,, ,, A,... 
erniedrigt. Nun denke man sich die Anordnung so getroffen, dass 
A, <4, <A, <---> ist. Dann wird jedenfalls eine grésste Untergruppe 
dadurch erhalten, dass man mit der gréssten Untergruppe der ersten 
Theilgruppe alle andern Theilgruppen zusammenstellt; wenn aber noch 
A, =A, ist, so erhilt man noch eine zweite Art u. s, w. 

Indem wir die Resultate der friiheren Paragraphen mit den in 
diesem § gegebenen Vorschriften zusammennehmen, erhalten wir folgen- 
den Satz: 

Jede r-gliedrige Gruppe vom Range eins enthilt (r —1)-gliedrige 
Untergruppen; aber auch, wenn eine r-gliedrige Gruppe serféllt wid 
mindestens eine der erhaltenen Theilgruppen vom Range eins ist, enthiilt 
die gegebene Gruppe stets (r —1)-gliedrige Untergruppen. : 


§ 11. 


Die durchgefiihrten Untersuchungen stiitzen sich auf die Voraus- 
setzung, dass in jeder gréssten Untergruppe eine ganz allgemeine 
Transformation enthalten ist. Es eriibrigt also noch, die Richtigkeit 
dieses Satzes zu erweisen. Das gelingt am einfachsten, wenn man 
von der gefundenen Gliederzahl ausgeht und zeigt, dass Untergruppen 
von gleicher Gliederzahl auf die angegebenen hinauskommen und ' 
solche von grésserer Gliederzahl nicht méglich sind. Um diesen Satz 
zu beweisen, bedarf es aber nur solcher Betrachtungen, welche Herr 
Lie bereits vollstiindig durchgefiihrt hat. In der That ersetze man 
fiir nicht zerfallende Gruppen je nach der einfachen Gruppe, aus 
welcher die vorgelegte Gruppe gebildet ist, die auf 8. 563 ff seines 
Werkes benutzten inf. Transformationen p, durch 


X;, Xi-x, oder X,, Xi+x, oder X,, X,,, 


2 





und zugleich die P, durch 
: = x i+ oder X_1; X_ +x oder X_1, xX Be? 
- Ee 





und man wird dessen Entwicklungen nicht im geringsten zu iindern 
brauchen. Ganz aihnlich wird man bei zerfallenden Gruppen verfahren. 
Man erhilt dadurch einen Beweis, dessen Ausfiihrung nicht néthig 
sein wird. Somit folgt: 
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Wenn eine Gruppe ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so ist in 
jeder ihrer gréssten Untergruppen eine Transformation von ganz all- 
gemeinem Charakter enthalten. 

Wenn umgekehrt einer gréssten Untergruppe eine bestimmte ganz 
allgemeine Transformation angehirt, so kénnen wir ihr dieselbe 
Rolle zuertheilen, wie der Y, in der durchgefiihrten Herleitung. Dann 
muss die Anzahl derjenigen zweigliedrigen Untergruppen ohne ver- 
tauschbare Elemente, welche der gréssten Untergruppe angehéren und 
die gegebene Transformation enthalten, dieselbe sein, wie entsprechend 
bei Y,. Folglich miissen auch alle mit der gegebenen Transforma- 
tion vertauschbaren Transformationen der gréssten Untergruppe an- 
gehéren, oder: 

Enthiilt eine grisste Untergruppe einer gegebenen Gruppe eine Trans- 
formation von allgemeinem Charakter, so enthilt sie auch alle jene in 
der Gruppe enthaltenen Transformationen, die mit ihr vertauschbar sind. 

Wenn zwei grisste Untergruppen derselben Gruppe eine allgemeine 
Transformation gemeinschaftlich haben, so haben sie auch alle mit thr 
vertauschbaren und der Gruppe angehirigen Transformationen gemein- 
schaftlich. 

Da der im vorstehenden angedeutete Beweis nur solehe Erwigungen 
erfordert, welche Herr Lie bereits vollstindig durchgefiihrt hat, so 
mdgen zwei andere Beweise nur kurz skizzirt werden. 


Wenn die gegebene Gruppe durch die inf. Transformationen 
X,... X, bestimmt ist, so stellt man diejenige Gleichung auf, welche 
zwischen 9,...%, bestehen muss, damit die Transformation 2», X, 
einer gewissen Bedingung geniigt; darauf sucht man die geringste 
Zahl von linearen Beziehungen zwischen den 4,...%,, bei deren 
Bestehen die genannte Gleichung identisch befriedigt wird. Mit 
andern Worten: Man betrachte mit Herrn Lie y, .. . 4, als homogene 
Coordinaten eines (ry —1)-dimensionalen Raumes, bestimme hierin das- 
jenige Gebilde, dessen Punkte einer gegebenen Bedingung geniigen; 
auf diesem Gebilde suche man die ebenen Mannigfaltigkeiten von 
moglichst viel Dimensionen. Dann ergiebt sich, dass die Zahl der 
Dimensionen nicht so gross ist, wie die gefundene Zahl der Parameter 
erfordert. Vorarbeiten zur Lésung dieser Aufgabe, die nach ver- 
schiedenen Richtungen nicht unwichtig ist, findet man in diesen 
Annalen bd. 31, 8. 271—276. 

Auch folgende Erwiigung kann hier angestellt werden. Soll die 
charakteristische Gleichung fiir alle Transformationen einer Unter- 
gruppe nur verschwindende Wurzeln besitzen, so muss deren Glieder- 


zahl fiir eine r-gliedrige einfache Gruppe < | sein. Daher kommen 


solche Untergruppen hier nicht in betracht. Wir kénnen also mindestens 
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eine inf. Transformation unter der Form: a, Y, + - - - + « Y; voraus- 
setzen, wo Y, eine ganz allgemeine inf. Transformation ist und 
Y,... Y, damit vertauschbar sind. Dann kommen wir auf gewisse, 
der Untergruppe zuzuweisende Transformationen 6, X, + 6, X,+---, 
die wir entsprechend den friihern Festsetzungen bestimmen; aber 
deren gegenseitige Combination fihrt fiir eine irgend betriichtliche 
Gliederzahl dazu, nur Transformationen X, voraussetzen zu miissen. 
Dann gelangen wir aber wieder zu den friiher gewonnenen Resultaten. 


Braunsberg, Ende October 1889. 





























A simple Proof of the Existence of Irreducible Invariants of 
Degrees 20 and 30 for the Binary Seventhic. 


By 
James Hammonp at Oxford. 


**Made whole with very easy arguments’’. 
(King John, act 1, sc. 1). 


The present paper contains an a priori solution of the question, 
whether it is possible or not for the Binary Seventhic to have an 
irreducible invariant whose degree is any multiple of 10. As an 
immediate consequence of the existence of such invariants, the 
representative form of the Generating Function for the covariants of 
the Seventhic can be expressed in many ways as a fraction with a finite 
numerator. The simplest expression for this Function is given at the 
end of the paper. . 

The degree of any invariant of the Seventhic must (as is well 
known) be an even number, which cannot be 2, 6, or 10. 

Let 2m be the degree (and 7 m the weight) of an invariant which 
does not vanish when the Seventhic has the special form 

(a, 0, 0, 0, 0, f, 9, 9) (@, y). 

Since this invariant (if it exists) must contain a term a*/“, we 

have 

A+u=2m and 54=—7m, 
which can only be satisfied by writing 

m=5n, A=3n, w=—Tn. 

Hence the only invariants which do not vanish are of degree 
10m” and contain a term a*"/7*. 

But, since no invariant of degree 10 exists, » > 1, so that the 
only invariants which do not vanish (if any such exist) are of the degrees 


20, 30, 40, 50, 
and contain the terms a°f'4, a%f%', al?f%8, a%f™,... 
Let us callthem J,,, Io, | a See 
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then, since it is obvious that every reducible invariant, whose degree 
is either 20 or 30, vanishes for the special form assigned to the 
Seventhic*), it is only necessary, in order to completely establish the 
irreducibility of J,, and J,, to prove that neither of them vanishes 
when the Seventhic has this special form. 

This is effected by identifying J,) and J,, with two of the in- 
variants (of degrees 10 and 15, respectively, in its coefficients) of the 
well known sextic covariant whose leading term is 


(ae — 4bd + 3c?) x. 


The complete value of this covariant is 


(ax + 3ba?y + decry’ + dy*) (ex + 3fa?y + 3gzy* + hy*) 
— 4(ba® + 3ea*y + 3day? + ey) (da? + 3ea*y + 3Sfay® + gy’) 
+ 3(ex® +- 3daty + 3exy* + fy’), 
which, for the special Seventhic under consideration, reduces to 
3(afay + fy’). 

All the roots of this special sextic are unequal, and therefore its 
discriminant (which is of degree 10 in its coefficients) does not vanish. 
This discriminant then is the irreducible J,, we have been in search 
of; and a direct calculation of its value will show that it reduces to 
a definite numerical multiple of a®f'*. 

It can also be shown in many ways that the invariant of degree 


15 in the coefficients of the above sextic covariant does not vanish 
for the special form in which 


be=ecmd=e=g=—h=, 


Perhaps the easiest way is to take the invariantive syzygy for the 
sextic, which von Gall (Math. Ann. Bd. XXXV, 8S. 80) writes as follows 


| An Aim D | 
2R? a Am D has | = (), 
D fan Mes | 


All the A’s vanish for our special form, but D becomes a definite 
numerical multiple of the discriminant J,, which does not vanish. 
Consequently R (the 15*° invariant in question) does not vanish, and 
may therefore be identified either with our irreducible J,, or, if we 


*) This argument does not apply to the degrees 40, 50, or any higher 
multiple of 10; for, among the invariants of degrees 40 and 50, we have the 
reducible invariants A and I,)I3,, which do not vanish; and so for all higher 
multiples of 10. 
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please, with a numerical multiple of Ig) so chosen that v. Gall’s 
syzygy reduces to Ij) — I% for the special form under consideration *). 

The method we have employed only shows that the Binary 
Seventhic has at least one irreducible invariant of degree 20, and at 
least one of degree 30, but gives no further information as to the 
actual number of such invariants**). What we have proved is, notwith- 
standing, sufficient to enable us to express the representative Generating 
Function in many ways as a fraction with a finite numerator, though 
it will not help us to see the exact number of ways in which this is 
possible. 

We shall now show how the simplest representative form of the 
Generating Function may be obtained. 

When expressed in its simplest form the Generating Function for 
the covariants of the Binary Seventhic is an ordinary algebraic fraction 
whose denominator is 


(1 — a‘) (L— a) (1 — aS) (1 — a") (1 — a") (1 — az) (1 — ar) 
(1 — az’) (1 — az’), 


*) I take this opportunity of congratulating v. Gall on the extreme 
elegance of the forms which he has given to his Sextic Syzygies, and of ex- 
pressing the hope that he will calculate afresh the omitted Syzygies of the 9'" 
and lower degrees, so as to have the complete set in their simplest form and in 
a uniform notation. The results in the numerical table at the end of his paper 
are in exact accordance with those obtained by me shortly after publishing the 
paper (in the American Journal of Mathematics, Vol. VII) to which he refers for 
the syzygies in question. But though all the syzygies were in my possession, 
they were so inelegantly expressed that I refrained from publishing them, hoping 
at some time or other to find leisure to put them into a better shape. I have 
never done so; and the syzygies, entered in my note-book rather more than 
4 years ago, still remain there “with all their imperfections on their head”. 

As an example, contrast v. Gall’s expression for the invariantive syzygy, 
given in the text, with the following expression for the same syzygy copied 
from my note book 


Z2+aW+ PAB? + 8BIP + 481? + 3P% 
+ 2y(2B°l?— SBI? — BP?+61W)=0, 





where 
a=4W*?*— B°PW — 3BP!+41(B°IP + 176 BE? + 24BI2P— 3BIW 
+ 57614 + 361P? —18PW), 
6=BW(38P+4BI)+P3a3P+4BI)?+4(B°I+ BP + 127?) 
-31P+4BI— W), 

y = (BP + 481%) (B21 4+ BP + 127?) + 413P+4BI)— W3P+4B]), 
and B,I,P,W, Z are used to denote the same invariants (of degrees 2, 4, 6, 
10, 15, respectively) as in Cayley’s “Tables for the Binary Sextic’’? (American 
Journal, Vol. 1V, pp. 379—384). 

**) It has however been proved by v. Gall (Math. Ann, Bd. XXXI, 1887) that 
there are two irreducible invariants of degree 20 and one of degree 30. See 
his ,,Formensystem der biniiren Form 7t Ordnung. 
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and whose numerator is a finite series of terms of the form -++ Na‘z+, 
where N, 4, w are positive integers*). 

Here each of the factors (1 — a‘), (1 — a‘), (1 — a), (1 — a2’) 
represents an irreducible invariant or covariant (viz. 1 — az’ represents 
the Seventhic, and 1— a‘, 1— a’, 1— a" represent irreducible 
invariants of the degrees 4, 8, 12), but the remaining factors (l—a’*), 
(1 — a”), (1 — az), (1 — az), (1 — az') do not correspond to any 
invariants or covariants; for the Seventhic has no invariant whose 
degree is either 6 or 10, and no covariant of any of the degree - orders 
(1.1), (1.3), or (1.5). 

Now any representative form of the Generating Function may be 
obtained by transforming it into an equivalent fraction in which every 
factor of the denominator corresponds to an irreducible invariant or 
covariant. This may be done in many ways; for example, since the 
Seventhic has irreducible covariants whose degree-orders are (2, 2), 
(3 . 3), (4. 4), (6.5), (6. 6), (7. 7) we may multiply both numerator 
and denominator by 1+ az-+a’a?+ .---+ a*"a*-', and thus 
replace the factor 1 — ax, which occurs in the denominator, by the 
representative factor 1 — a*x*, where x has any of the values 2, 3, 
4, 5, 6, 7: and in like manner the factor 1— a may be replaced 
by 1 — a® or by 1 — a®, for either of these will correspond to an 
irreducible invariant. 

Professor Sylvester’s representative form is found by multiplying 
both the numerator and denominator of the above fraction (his “reduced 
form”) by 
(1+ a®) (1+ al + a + a+ -.- ad. inf.) (1+ ax) (1+az') (1+ a2), 
so that the denominator becomes 
(1 — a4) (1 — a’) (1 — a2)? (1 — a2?) (1— a2) (1 — a2”) (1 — az’), 
and the numerator is a finite function of a, x multiplied by the in- 
finite series 1+ a+ a+ g@4.... 

But for the existence of an irreducible invariant whose degree is 
a multiple of 10, this would be the simplest possible expression for 
the representative form of the Generating Function: as it is, the 
existence of irreducible invariants of degrees 20 and 30 enables us 
to find two simpler expressions for it, in each of which the numerator 
is finite. We have, in fact, only to multiply both numerator and 
denominator of Sylvester's representative form either by 1 — a® or by 





*) For its actual value see either of the following papers in the American 
Journal: Cayley, “Calculation of the Minimum N. G. J. of the Binary Seventhic”, 
(Vol. Il, pp. 71—84). — Sylvester, assisted by F. Franklin: “Tables of the 
Generating Functions and Groundforms for the Binary Quantics of the first Ten 
Orders”. (Vol. II, pp. 223—251), 
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1 — a™®, and then the infinite series which occurs as a factor of the 
numerator is replaced either by 1-4 a’ or by 1 + a + a. 

Multiplying then by 1 — a® we obtain the simplest possible ex- 
pression for the representative generating function, which is a fraction 
with the denominator 

(1 — a) (1 — aS) (1 — at?)? (1 — a”) (1 — a? a?) (1 — a?) 

(1 — a®ax) (1 — az’), 

its numerator being 
Ls a3 (a8 ad + a? + 9 + a! 4 1) 
at(Qat + x6 4+ Qa8 4+ gi 4g!) 
+ a®(x + 223 + 2a> + 227 + 22° — x? — a?!) 
+ a®(3a? + 224+ 32° + 325 + 2z — zt — gz") 
+ al(3xa + 2a + 425 + 427 + ol! — 24'5 — x9 + g*) 
+ a§(2+ 3a? + 4a' + 62° + a8 + 3x — 2? — 2a — gS) 
+ a®(3a + 5a + Ta + a7 + 429 + 2218 — gtd — 2a? 4 21) 
+ a (5a? + 824 + 62° + 42% + a — 4u'2? —3uz'6 — gS) 
+ a"(5a + 8a + 825+ 827 + 42° — 4a"! — 28 — Ha) — zg") 
+ a'?(4 + 9a? + 9at + 122° + 428 — ol — 3x" — Salt — 67'* 


— 


— 2 -+- 2) 
+ a3 (9x + 925 + 120° + 627 — 2 — 32'! — 823 — 9a — 32" 
— a9 4 gt) 
+ a'(4 + 9a? + 1324 + Ila — 2 — 32 — 9a" — 1024 — Tax'6 
— 2u'8 + 327) 


+ a5(9a + 1243 + 1625 + 347 + 249 — 10a! — 112% — 8a 
— 3a"? + 327! + 27%) 
+ a(5 + 14a? + 1524 + 122° + 28 — 52 — 162'? — 9a" 
— Yu'6 — o8 4 3 y% 4. 3 2:22) 
+ a" (12a + 152° + 162° + 627 — 3a9 — 172"! — 1328 — 152 
— Bal? + 2x" 4+ 322) 
+ a'8(9 + 14a? + 152* 4+ 142° — 3a* — 132 — 202"? — 15a" 
— 15a" + 2a'8 + 2a” + 52%) 
+ a9 (15a + 1625 + 1825 — 82° — 182" — 202"3 — 192! — 3a" 
4 38a ot. 5 at 4. 4 x*5) 
+ a®(6 + 142? + 182! + 122° — 1025 — 162° — 25¢'* — 192"4 
— 122° + 228 + 52” + 92) 
+ a (14a + 1745 + 192° — a? — 82° — 2721! — 252 — 162" 
— fei? 4 Agl9 + Ba! 4 4223) 
+ a2(9 + 17a? + 192! + lla — 825 — 182 — 3la? — lia" 
— 1526 + Ga's + 92% + 9x?) 
17* 
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+ a®(17a + 1823+ 1725 — 427 — 142° — 32a"! — 25218 — 22215 
— 4e'7 + 9a'9 4 9x7! + 5x23) 
+ a4(8 + 172? + 1524 + 92° — 1445 — 282 — 32x12? — 232'4 
— 16x'6 + 9x'8 + 94% + 122") 
+ a®(17a@ + 1523 + 172° — 827 — 192°— 31a"! — 282" — 22215 
+ 4a'7 + 10x!" + 13274 + 9x) 
+ a%(9 + 152? + 1624 + 82° — 2025 — 23a — 362? — 2024 
— 9a + 10218 + 144% + 1527?) 
+ a7 (142+ 1523 + 1525 — 1327 — 162° — 37 21! — 2928 — 1745 
+ 3a!7 4+ 1449 + 1422! + 6223) 
+ a8(6 + 142? + 1424 + 32° — 1728 — 292 — 37x"? — 16a" 
— 1326 + 1528 + 152° + 142”) 
+ a®%(15a% + 1425 + 1025 — 927 — 202° — 362"! — 23.28 — 202" 
+ 8a'7 + 1629+ 1527! + 925) 
+ a (9 + 134? + 10at + 4a — 2225 — 282 — 31az!2 — 19z'4 
— Sat + 17a'8 + 152 + 17x) 
+ a®(12a2 + 925 + 92° — 1627 — 232° — 32a"! — 2828 — 142" 
+ 9a? + 15a! + 1727! + 82) 
+ a? (5 + 92? + 9x4 — 4a° — 2228 — 252 — 3222? — 1424 
— 42% + 17'S + 182 + 172%) 
+ a3(9a2 + 9a! + 6a> — 1527 — 17x® — 312" — 182 — 82" 
+ 11a? + 192 + 17x + 92) 
+ a*(4 + 82? + 424 — 22° — 1625 — 252” — 27x"? — 8z'4 
— 26 + 194'5 + 174% + 142%?) 
+ a®(9a + 5a + 245 — 1227 — 192° — 252"! — 162 — 102" 
+ 1227 + 182" + 1427! + 62%) 
+ a**(4 + 5a? + 324 — 3x° — 1948 — 202 — 182? — 8a"4 
+ 182'8 + 16a + 152%) 
+ a*"(5a + 223 + 22° — 1527 — 152° — 202" — 13828 — 3a 
+ 1427 + 152 + 1427! + 92) 
+ a8(32? 4 2x4 — 5a° — 1528 — 13a — 172? — 32" + 62'% 
+ 162'8 + 152% + 1227") 
+ a®*(3a + 325 — 2 — 927 — 929 — 162" — 52 + 2 + 122" 
+ 152" + 1427 + 522) 
+ a(2 + 327 — 32° — 825 — 112 — 102"? + 2x4 + 326 
+ 162'§ + 122% + 92??) 
+ a"(3a2 — 225 — 727 — 102° — 9a"! — 328 — 2 4+ Ie" 
+ 1329 + 92%! + 4225) 
+ a? (2? — 2! — 32° — 928 — 82 — 3a'? — wo + 6x" + 12218 
+ 92% + 92?) 
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+ a8 (a — 2 — 62" — 52° —- 3a" — o'8 + 4y15 + 12217 + 9z19 
+ 9x7! + 475) 
+ at4(—2°— 5a8— a — 4a'? + 4a" 4+ 8x6 + 8x18 + 87%4 5 7) 
+ a (— a — 327 — 4a" + al + 4a + 627 + 8x" + 52%) 
+ a" (a5 — 22% — a8 — 2x + 4a + x6 + Ta! + 52% + 32?) 
+ al(— 2 — 249 — ot 4 Be8 4 ol 4 Gat 4 4a! 4 Batt t 2923) 
+ a8(1 — vt — 228 + al? + 4a'6 + 4z'8 + 27% 4 32?) 
+ a (— at — a 4+ Qa 4 B05 4 Ba! 4 Qa! 4+ 322) 
+ a5°(— x? — a8 + Qari + 2a'6 + 2x8 4+ 27% 4 4?) 
+ al(a9 + a3 4 Qyt5 4 gi7 4 Qyir) 
-. a® (28 a gi2 +f git + v6 a. gis -- x) 
AL ghg23, 
It is not worth while to write down the somewhat less simple 
form of the Generating Function with the denominator 
(1—a*)(1— a) (1—a!?)?(1— a®) (l— a? w) (1—a? x) (1— a? x") (1—az’) 
which only differs slightly from the above: viz. its denominator con- 


tains the factor 1 — a instead of 1— a, and its numerator extends 
to a3 instead of to a x8, 








Ueber die symbolische Darstellung der Grundsyzyganten einer 
biniren Form sechster Ordnung und eine Erweiterung der 
Symbolik von Clebsch. 


Von 


Emit Srrou in Miinchen. 


Durch die Arbeiten von Perrin*), Stephanos**), Ham mond***) 
und v. Gall}) sind bis jetzt im Ganzen 204 irreducible Syzyganten 
der biniren Form sechster Ordnung aufgefunden worden und zwar 
wurden dieselben durch Anwendung der verschiedenartigsten, oft recht 
umstindlichen Methoden berechnet. Der Zweck dieser Arbeit ist nun, 
nachzuweisen, dass sdimmtliche 204 Syzyganten verschiedene Formen 
von im Ganzen nur 11 elementaren Syzyganten sind. Bezeichnet man 
alsdann jede elementare Syzygante durch ein Symbol von der Art 
[fovz):= 9, so sind demnach sdimmtliche Syzyganten durch nur 11 
verschiedene Symbole darstellbar und zugleich vollstiindig dadurch be- 
stimmt.}+) Diese Darstellung der Syzyganten ist in § 5 in der Weise 
durchgefiihrt, dass noch 2 weitere Symbole adjungirt wurden, die 
jedoch mit den iibrigen in einfacher Weise zusammenhiingen. (Vg). § 4). 

Bis zum Grade 9 wurde auch die Auswerthung der symbolischen 
Syzyganten beigefiigt und zwar aus dem Grunde, weil diese in den 
Anwendungen am hiaufigsten vorkommen und weil die Ableitung dieser 
Syzyganten aus den angefiihrten Arbeiten grésstentheils nicht ersehen 
werden kann. Es mag auch darauf hingewiesen werden, dass jede 
Syzygante unabhdngig von den iibrigen erhalten wird, wodurch fehler- 
hafte Resultate méglichst vermieden werden. Da jede irreducible 
Syzygante noch auf sehr viele verschiedene Arten symbolisch darstell- 
bar ist, so wurde auch darauf Riicksicht genommen, dass das in jedem 
besonderen Falle gewihlte Symbol bei der Auswerthung méglichst 





*) Comptes rendus Vol, XCVI. 
**) Ebenda. 
***) American Journal of Math. Vol. VII. 
+) Math. Annalen Bd, 35, pag. 63. 
+t) Vgl. Math. Annalen Bd. 34, pag. 354, wo der Nachweis gefiihrt wurde, 
dass die Grundsyzyganten der biniiren Form fiinfter Ordnung durch nur 4 elementare 
Syzyganten darstellbar sind. 
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wenig Miihe verursache. Derjenige Theil der berechneten Syzygante, 
aus welchem die Irreducibilitét derselben ersichtlich ist, wurde durch- 
gehends beigefiigt und durch das Zeichen = mit dem Symbole ver- 
bunden. 

Im zweiten Theile vorliegender Arbeit, der mit § 7 beginnt, habe 
ich eine Erweiterung der Symbolik von Clebsch entwickelt, durch 
deren Benutzung es méglich wird, neuere Untersuchungen von Cayley, 
Mac Mahon u. A. iiber Seminvarianten und Perpetuanten in den 
Kreis der symbolischen Methode hereinzuziehen. Es zeigt sich nim- 
lich, dass der ,, Klammerfactor“ von Clebsch nur eine specielle Form 
eines allgemeineren invarianten ,,Grundsymbols“ ist. Durch Beniitzung 
dieser Grundsymbole gestaltet sich dann der Ausdruck der Covarianten 
iibersichtlicher, insbesondere die Seminvarianten kénnen als einfache 
Potenzen von Grundsymbolen dargestellt werden. Es hat dann keine 
Schwierigkeit, nicht nur die Zahl der linear unabhingigen Semin- 
varianten und Perpetuanten zu bestimmen, sondern es ist auch ermég- 
licht, diese Formen in symbolischer Gestalt sofort hinzuschreiben. 
Zum Schlusse wird noch das terndre Grundsymbol aufgestellt und 
dadurch gezeigt, dass die Uebertragung dieser Symbolik auf Formen 
mit mekr Verinderlichen keinen Schwierigkeiten begegnet. 


§ 1. 
Methode zur Entwicklung der elementaren Syzyganten [/, /. /f,): = 0. 


Das Verfahren, welches alle linearen Relationen zwischen Cova- 
rianten gleicher Ordnung und gleichen Grades aufzufinden, gestattet*), 
kann- auch zur Entwicklung jeder Syzygante gebraucht werden. Ins- 
besondere werden die elementaren Syzyganten [f,/./,/,],—= 0 in 
folgender Weise erhalten. 

Aus den vier Formen /; /,/;/, lassen sich 15 Gruppen von Ueber- 
schiebungen bilden, deren jede im allgemeinen zerfallende Formen 
enthalten wird. So gehéren zur ersten Gruppe die zerfallenden Formen 


fi (fh | aes zur zweiten die Formen f; ((f,/,) A ie ete. etc. Da 


*) Vgl. Math, Annalen Bd. 33, pag. 93 u. f. Ein andrer Weg zur Auffindung 
dieser Relationen ist neuerdings von Herrn Study (Methoden zur Theorie der 
terniren Formen pag. 97) angegeben worden. Darnach miisste das Product 
f,(x) . fe(y) « fg(#) . f,(t) auf mehrere verschiedene Arten nach der Gordan’ schen 
Reihe entwickelt werden. Allein da die Durchfiihrung einer solchen Reihenent- 
wicklung schon in den einfachsten Fillen mit grossen rechnerischen Schwierig- 
keiten verkniipft ist, so ditirften auf diesem Wege kaum praktische Resultate 
gewonnen werden kénnen, Ganz iihnlich verhiilt es sich bekanntlich mit der aus 
der Theorie der associirten Formen entspringenden Methode, die ebenfalls unaus- 
fiihrbare Rechnungen erfordern wiirde, obwohl sie theoretisch das Problem lést 












































264 EK. Srnou, 


nun aber nach einem Mathematische Annalen Bd. 33, pag. 68 bewiesenen 
Satze die letzteren Formen durch die ersteren linear ausgedriickt 
werden kénnen, so kommen diese vorliufig nicht in Betracht. Es 
bleiben demnach nur noch 7 Gruppen von Ueberschiebungen zuriick. 
Die Zahl der darin vorkommenden zerfallenden Formen soll nun be- 
stimmt werden. 

Seien die Formen nach fallenden Ordnungszahlen geordnet, so dass 

n, > n, > Ny > 

und bezeichne « die Differenz i — mit der Bedingung, dass die- 
selbe stets —0 zu nehmen ist, sobald sie negativ ausfallen wiirde, 
dann ist die Anzahl der zerfallenden Formen durch die beigesetzte 
Zahl angegeben 


(fifo)? (ff, Anzahl i+ 1— & — &, 

(fifs)* (ffi ” t+1—8&,—&, 

(Ah (fofs)" ” ‘ + i— — Es, 

A(hfYn)  » t+1—e&-—a&— &, 

fe (fi fs fh)" ” t+1l—s4—s —&, 

A((hfYh) » t+1l—-a4—a_—4, 

i((AfYh) » tt1—4—& —%. 
Bei dieser Anordnung sind jedoch die Formen 

fr fe (fi fn} 

dreifach gerechnet, da dieselben in drei verschiedenen Gruppen vor- 
v 
2 
die Zahl der verschwindenden ¢ ist und somit wird die Gesammtzahl 
der zerfallenden Formen 


Z=7.(i+ 1) — 6a, — 5e, — 48, — 3e, — v(v — 1). 
Durch Anwendung des associativen Gesetzes fiir die Ueberschiebung 
kann nun jede zerfallende Form durch die Formen ein und derselben 
Gruppe linear ausgedriickt werden. Nehmen wir beispielsweise als 
solche die Gruppe der Formen 

AhY hy! 4A+ety=i, 
dann wird die Zahl dieser Formen durch den Coefficienten von 2‘ in 
folgender Entwicklung angegeben: 


kommen. Die Zahl dieser Formen ist nun aber gleich ( ), wenn v 


(1—a tt) (1— at) (1 — at) (1 — at) 2 
oa aia 7 ~ t—- pi ame — 2 ae ’ 


Der Umstand, dass i nicht grésser anzunehmen ist, als n, + ,, weil 
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sonst in vier Gruppen die zerfallenden Formen ganz wegfallen wiirden 
und eine brauchbare Syzygante nicht erhalten werden kénnte (Beweis 
am Schlusse des § 3), gestattet nun, diese Entwicklung in folgender 
Weise vorzunehmen: 


ne, nn, n; pn. t+2 
(1 — art — gactt — gmtt — 2 +) >( 3 ja. 
a 


Daher wird der Coefficient von 2‘ 


a= ($2) -S'(“f). 


Ks sind folglich die Z zerfallenden Formen durch A; Formen linear 
dargestellt, die selbst linear unabhiingig sind. Durch Elimination der 
letzteren Formen miissen sich folglich mindestens Z — A; oder 


S= 5 (+1 02 —-) —46—4) — (7 — 4) — 4 (9 — &) 
— &(11 — ¢,) — 2v(v — 1) 


Syzyganten ergeben. Daher gilt der Satz: . 


Zwischen vier Formen f, fof; f,, die nach abnehmenden 
Ordnungszahlen geordnet seien, existiren mindestens 


(1) y +1) (12-4) — 4,6 — 4) — (7 —&) —  O—&) 
— é,(1l — ¢,) — 2v(v—1)] 
elementare Syzyganten [f,fofsfili =O. Hierin ist ¢,=i—n, 
stets gleich Null zu setzen, sobald es negativ ausfallen wiirde, 
wiihrend v die Zahl der verschwindenden « bedeutet. 
So berechnet sich die Zahl der Syzyganten [/; ff; /,], = 9, wenn 


alle Formen f von der zweiten oder von héherer Ordnung sind, gleich 3. 
Es sind dies die Syzyganten 


[ifatsfcle => (3) (if (fat —> (3) (fifo? (hf* = 0, 
a a 

[fefalsle => (2) (fife) fifi? —> (3) (fa (f= 0, 
4 a 


Uilsfaile =) (2) (ita afor* —D) (4) (fat (i = 0, 
a 


und alle iibrigen wie z. B. 


(/ihefsfi}e = (Ah) (fh) + (AA MAA) + AAA) = % 
lassen sich folglich aus den drei ersten linear zusammensetzen. In 
den meisten Fallen ist nun aber die Anzahl der Syzyganten noch 
grésser, als sie durch obige Zahl bestimmt werden kann. Es riihrt 
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dies daher, dass die linearen Functionen, durch welche die Z zer- 
fallenden Formen ausgedriickt sind, von specieller Natur sind, derart, 
dass gewisse Determinanten aus den Coefficienten dieser Functionen 
verschwinden. Diese Fille machen es nothwendig, die oben angegebenen 
Entwicklungen der Z zerfallenden Formen nach den Formen einer 


Gruppe wirklich vorzunehmen, um ein Urtheil iiber die Zahl der 
existirenden Syzyganten zu erhalten, 


§ 2. 
Entwicklung einiger elementaren Syzyganten [/,/./;/,], = 0. 


Ausser den schon bei der Form fiinfter Ordnung beniitzten Syzy- 
ganten [f,/./;/,|: = 0 werden im Folgenden noch weitere Syzyganten 
vom Gewichte 4,5 und 6 nothwendig werden, die nun zuniichst nach 
der beschriebenen Methode abgeleitet werden sollen. Auch gelangt 
man durch Umformung schon bekannter Syzyganten hiiufig schneller 


zum Ziele. 
1. Entwicklung von [fpyq], = 0. 


Seien /, py, w und x Formen vierter Orduung, dann existirt die 
folgende Syzygante 


[fovrl, +f924)], —[fY 9x), =2 (fo) bx— (fv) px +6 (fe) (vx)? 
+f9(bx)'+4(fx)> (Pv) + 4 (fx) (p¥)® 
—fv(px)'—6 (f¥)?(px)?| = 0. 
In derselben kann nun der Theil 
P = fp(vy)' — fv(px)' + 4(po)(fx)® 


derart umgeformt werden, dass ausser den schon vorhandenen Covarian- 
tenproducten nur die folgenden vier neuen Formen auftreten: 


A = (ad) (ac)? d,?c,’, A’ = (ad)? (ab) d,?b,’, 
B= (ed)? (ca)? dz? az", B = (bd)? (ba)* d,?a,’. 
Fiihrt man zu diesem Zwecke in der Relation (3 f 3) die Formen 


A und B ein, so erhalt man 


A — 2 ((fx)*¥)' = B—2((wnf)'. 


Ferner lasst sich aus 


({ 3 y) — 6((f x)? ¥)? — 2((fa)® ¥)' + (Fx)'d — (f ¥)'x — (H2)'F 


+ 4((¥x)*/)! =0 











Si a ee 
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und der vorigen Relation die Ueberschiebung (wx) f)! eliminiren, so 
dass man erhilt 


4 ((fx)v)' + (vx)'f = 44 + 2B — (fx)'v — (fd)'4. 


Vertauscht man g mit w und eliminirt (fz)', so ergiebt sich die 
gesuchte Form von P: 


P=4A.9+2Bp —4A'y — 2B y — (fv)'9x + (fo) x. 


Die ganze Syzygante wird nach Einfhrung dieses Ausdruckes durch 
d,? theilbar, und wenn ferner mit passenden Potenzen von az, bz, Cz 
multiplicirt wird, so ergiebt sich die gesuchte Syzygante 


(fo val, = (fo)'¥a + 3( fe)? (¥a? — (f¢)' 9a — 3(f¥)* (pq)? 
+ 2(f 4a) (po) — 2v((fa)*y)? — ¥ (pays)? 
+ 29 ((f9)*¥)? + @ ((w9)"f)* = 0. 


Darin bedeutet q eine quadratische Form, wiihrend f, m und w von 
der vierten oder héherer Ordnung sind. 


2. Entwicklung zweier Syzyganten [f,f,/;/,), = 0. 


In der aus Friiherem bekannten Syzygante 


= Ufovrk + (ofa + [fv ers) =0 
kommt der Theil . 


P= fo(vx) — pv(fuy + vary) 
vor, der in folgender Weise durch die drei symbolisch dargestellten 


Formen 

A = (aa)! (a8) a2 Bz 

B = (a8) (aa)az'B, 

CU = (a@B)° (aa) (Ba) a, bra,° 
wobei f—=a,*°, 9 = b>, ~=a,>, und y= 6, angenommen ist, 
ausgedriickt werden kann. Mittelst der allgemeinen Formel (4) Math. 
Annalen Bd, 31, pag. 447 erhalt man namlich die Beziehung 


(aa) B.° — (aB)°as> + («B)Sas> = | A—-FB+ 2-6, 
folglich ist ‘ 
5 5 10 /, 
P=9(2A—2B+ 0). 
Nach Einfiihrung dieses Werthes kann der Factor a,. 6, aus der 


ganzen Syzygante entfernt werden, ferner kénnen die Ordnungen 


von f und @ beliebig erhédht werden, so dass man das Resultat 
erhilt: 
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[pvr], = (f)*(ev') + 2( fe)? (vv')® + 2( fo’ (pv'? + (fr) (pv’)! 
— 2(fv')°(pv)? — (fv) (po)! — = @ ((vv') f)? 
+ 59 ((fo}'v’)' — 5 9 ((fo)'v)! =0. 


Hierin bedeuten » und v’ Formen vierter Ordnung, wahrend f und » 
von der fiinften oder von héherer Ordnung sind. Indessen besitzt die 
ganze Syzygante den symbolischen Factor }, und verliert daher ihre 
Giltigkeit nicht, wenn g ebenfalls von der vierten Ordnung ist. 


Eine weitere Syzygante vom Gewicht 5 ergiebt sich, wenn man 
in dem Ausdrucke 


i se : ' 
= (foer) + Lfexd), — (fe e2);) 
den Theil 
P= fx(py) — ox( fey 
derart umformt, dass nur die Covarianten 
D = (ba) (ba)a,a,', 
E= (aa)! (ab)a,b,', 
EF = (ab) (aa) (ba) azb, a," 
darin vorkommen. Aus der oben benutzten symbolischen Identitit 
folgt durch Vertauschung von a, 8, a mit a,b, @ ohne Schwierigkeit 
P=3 (foyv+5F+>D— FE. 


Nunmehr kénnen die Ordnungen von ~ und x je um eins erniedrigt 
und ferner diejenigen von f und @ beliebig erhdht werden. Doch ist 
alsdann der Ausdruck F' nicht mehr als einfache Ueberschiebung dar- 
stellbar, sondern muss durch 


((F9)°»)* + stm, ((F9)'2)! — Terme) (F@)°. 0 


ersetzt werden. Alsdann wird diese Syzygante 
(fpov'}, = 2(fp)(ov')? + (fy) (vv')t + 2( fv)? (pv)* + (fv')*(pr) 
— 2( fv) (p'? — (fv) (pv’)' — =v ((fe)*g)! 
+5 0 ((po)*F)' + 0 (Fo) 0)? + oe & ((fo)"2)' 
(™ - *)4 (" . ) 
CFR 














+ (fp)vv = 0. 


Auch kénnen die letzten 5 Terme, die siimmtlich den Factor v’ be- 
sitzen, durch die folgenden ersetzt werden: 




















Symbolische Darstellung von Syzyganten und Covarianten. 269 
’ 1 1 . —_ 
Ly (foe)? — 5 (oer) + 5 (Fo) + Fay (07) 


—=y 2) ((fo)* )' ]. 


Dieser Werth ergiebt sich, indem man die Differenz f(g ¥)'—(f¥)® — 
in ahnlicher Weise wie oben — durch die angegebenen Formen aus- 
driickt. 


3. Entwicklung zweier Syzyganten Uf ffifi = 9- 


Zuniichst soll die Syzygante [ffvv], = 0 entwickelt werden, wenn 
v eine beliebige Form vierter Ordnung darstellt, und zwar wird das 
allgemeine oben beschriebene Verfahren eingeschlagen werden. Darnach 
miissen simmtliche zerfallende Formen durch die Formen der Gruppe 


(I) (f/A)o*, (FAO), (ff P(r), (CAFPOT, APP oP, 
fA) ey, (fv), Of, (oe)? 
die linear unabhingig sind, ausgedriickt werden. 
Ich beniitze die ate 


(ff) = H, (ff) = 4%, (ff) = A, (vv? = A, (v0) = B, (po = ga, 
indem ich zugleich f zunichst als Form sechster Ordnung betrachte, 
und erhalte aus {¢ vf i.) durch Ueberschiebung iiber »: 


((f:f)'e)' = 2H,, +2 ayy 


aN 
Nun iisst sich H,, vermittelst (6 4 2) durch die Formen der Gruppe 


(I) und zerfallende Formen linear ausdriicken 
H,, = > H,.v — + (HA)? — 7 HB, 


ferner kénnen die beiden andern Formen in bekannter Weise durch 
zerfallende Formen ersetzt werden. So erhiilt man eine erste Beziehung 


(1) 4 hha —>hih — thf? — $OH, — e+ ip 


= — 3(HA) — + HB— ~iA, 


in welcher nur 3 Formen der Gruppe (I) auftreten. 

Eine zweite Relation wird erhalten durch Entwicklung der Form 
fs. f3, die in obiger Relation noch nicht vorkommt. Bildet man die 
Differenz der Relationen 


( b4 {) und (/ 4 f), 
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dann hat man zunichst 
fy? —f «fs = 3 ((ffa)'»)? — = ((ffe*2)! + F (fh «0 


Nachdem hierin die Ueberschiebungen (/f/,)' und (/f,)*? in bekannter 


Weise durch die Formen (( ff)" v)# ausgedriickt sind, erhalt man 
schliesslich 


fs? —f fas — = (ffas 0 + gg (iv, 0) + ay ((é0)"2)' — | (AD'2)' 
—+ (ff) =—— 2H, — 7 + Ass: 


Der rechts stehende Theil kann nun in bekannter Weise nach Formen 
der Gruppe (I) entwickelt werden: 


H,, =~ oH, — = HB — 4 (HAY, 
Ay, = 0H, — + HB % > (HA), 


und so folgt nach einigen einfachen Reductionen die gesuchte Relation: 
5 of 1 15 
Q) fh —glfat zf(fay +e inal aff + 35 42) 
—+ hf, = (HAY +2 HB + aid. 
Indem man nun zwischen (1) und (2) die Form (HA)? eliminirt, und 


die Formen H, und i, vermittelst (f f 2) und (j i 3) durch andere 


Formen ausdriickt, folgt die gesuchte Syzygante: 
(£7)? (vo) + (ff)* (wv)? + 5 (ff )*e® — 2( fo)? (fo)! + * (fo)? (fo)? 
+ 2v| ((ff)*»)? — ((fo)* f)? ]+ 2 F[ ((fo)'v)* + (we)? f)* | =0. 


Dieselbe gilt zuniichst nur, wenn f von der sechsten Ordnung ist. 
Ersetzt man nun aber alle Ueberschiebungen durch symbolische Pro- 


ducte und multiplicirt mit a2~°.b2~*, dann erhiilt man eine allgemeine 
Syzygante fiir eine beliebige héhere Ordnung von f. Auch lisst sich be- 
merken, dass durch diesen Process alle Ueberschiebungen vollig ungeiindert 


bleiben, ausgenommen ((f/)'v)*. Dieses geht zuniichst tiber in: 
(ab)*(av)?b,?v,? — S (ab)® vz! 


und nach Multiplication mit aj~°.b~° in 


((ff)'»)? — Sean (11). 











Symbolische Darstellung von Syzyganten und Covarianten. 271 
Die allgemein giltige Syzygante wird demnach 
[ff vole = (ff)? (vv)! + (Ff) (v0)? — 2(fo)? (Fo)* + = (fo)? (fo)? 
+ [2 (ff) e)’ — 2 (fo) f+ saanay (PAY O| 
+31 [((F0)* o)* + (wey £)*] = 0. 
Darin ist f eine Form sechster oder héherer Ordnung, dagegen v eine 


Form vierter Ordnung. Auch lisst sich leicht noch die weitere Syzy- 


gante [fpvv'], =O hieraus ableiten, die jedoch im Folgenden nicht . 
bentitzt wird. 


Kine zweite Syzygante vom Gewichte 6 ergiebt sich aus (5 f 3), 
in der Gestalt 


[f vor], = (vv)! (fo)? + f((ve} »)* — v (Woy f)* 
— S2=™ (fo)' (vv)? + 4[(fo}? voy} =0, 
dieselbe ist jedoch nur dann brauchbar, wenn der letzte Term einen 


Werth besitzt, der vom iibrigen Theile der Syzygante verschieden ist, 
wie z. B. den Werth Null. 





§ 3. 
Zusammenstellung und Priifung der elementaren Syzyganten, welche 
im Folgenden beniitzt werden. 


Da jede elementare Syzygante als Quelle zahlreicher neuer Syzy- 
gauten betrachtet werden muss, so ist es wichtig, dass man sich auf 
einfache Weise von der Richtigkeit jeder derselben iiberzeugen kann. 
Im Folgenden werden nun bentitzt: 


. Gewicht 1. 
(fev) =/(pv) — o(fv) + v(fy) = 9. 
Gewicht 2. 
[fovul, = 2(fd) (px) + foo? — (fey oz — Fup 
— (fz pv = 9, 
{fpvu\, = (fe) (wx) — (FY) (Px) + (HY) (Fx) = 9. 
(Gilt auch fiir lineare Formen.) 
Gewicht 3. 
[fpva)s = 2(f¢) (bg)? — 2(fa) (pd)? + 2(pq) (fv)? 
— ¥((fq)? )' + ¥((pa)? f)' + ¥a(foy =9, 


(Gilt auch, wenn y eine quadratische Form ist.) 
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{f9aq}s = (fa)? (a) — (fa (ea) — (fe) (aa) + f((ag’) 9)? = 0. 


(Gilt auch, wenn f und » quadratische Formen sind. Ist 
von hoherer als der zweiten Ordnung, so kann der letzte 
Term auch durch 


f (ey a)’ —f((e9y @)' 


ersetzt werden.) 


Gewicht 4. 


fovrh = 2 (5) (fo wat — 3) (2) (faF (wot = 0, 
a 


(foval, = (fe) va + 3(f9) (wa)? — (f¥)* pa — 3( fo) (pg)? 
+ 2( fa) (p¥)® + 29 (fa)? ¥)’ + 9 ((Ha)?/)* — 2 ((fa)?9)’ 
— v((p9 f)’ = 

[foals = 2(f9)* (aq)? — 2(f9)* (aq) + (fe) aa — (fa)? (a)? 
— (fd) (pa)? — 24 (ea ft)’ — 24 ((fa g)* + f, 29)! 
+ 9(f, a7)* = 0. 

Gewicht 5. 

[fpov'], = (fe) (vv) + 2(f@) (vv')® + 2(fv)* (pv’)? + (fe) (pr') 
— 2( fv’? (pv)? — (fv') (pv)! — = g ((vv’)* f)” 
+ 5 9 ((fo)'e)' — 5 9 ((fo)*»)' =O. 


(Gilt auch, wenn gm von der vierten Ordnung ist; wiire 
auch f eine biquadratische Form, so miissten die 3 
letzten Terme durch 


— 9 (ov) f)'— 4 9 (ov #)? 
ersetzt, werden.) 
{fpvv'},—= 2(f)* ov’? + (fg) (vv')}* + 2(fv'? (pe)? + (fv')* (pr) 
— 2(fv)* (po? — (fo) (pv) — = v ((fo)* @)' 
+50 (po) A +0 (fo) 0) + 4 ee Y (ro)! 0) 


Mm, + My — 6 
(Fe a or 
+ 


2(™ +o- . Peper 4 
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Gewicht 6. 
[ff ov], = (Ff)? (ve)! + (ff) (wv)? — 2(Fo)? (fo) + + (fo)? (fo)? 
+ »[2((ff)! 0) — 2 ((fo)' 1)? + san—oy (MN? 
+ 51 [ ((fo)* »)* + (we)? 7)'] =0, 
[frvv], = (vv)* (fv)® + f((vv)? v)* — (wv)? f)' 


Sn — 2° (fo)! (v0)? + 4[(Fo)? (vv)?}! = 0, 
In allen diesen Syzyganten ist die Ordnung jeder der Formen /, 9, 
und y mindestens gleich dem Gewichte der Syzygante, (wenn nicht 
eine Ausnahme ausdriicklich bemerkt ist), ferner sind quadratische 
Formen durch g,q’... und Formen vierter Ordnung durch v, v’.. 
bezeichnet. 

Um nun eine elementare Syzygante auf ihre Richtigkeit zu priifen, 
nimmt man die darin vorkommenden 4 Formen als Potenzen linearer 
Formen an, setzt also 

f=(@—a”™, p=(@— db, poe(e—c™, x= (4e—A)™, 
bildet daraus alle Ueberschiebungen und nimmt den ersten Coefficienten 


jeder derselben. Dann ist leicht einzusehen, dass man einfach folgende 
Substitutionen vornehmen kann: 





(fy) ersetzt man durch (a — b)*, 
(fv)* ” ” ” (a _ cy, 
((fay? 9)” ” ” » (a—c)? (a—b)’, 
((fv)* 9)’ ” ” » (a—c) (a—bd), 
etc. ete. 
Alsdann geht beispielsweise die Syzygante |fgqq'|, tiber in 
F(a, b, ec, d) = 2(a — b)? (ec — d)? — 2(a — b)’ (ec — ad) + (a — Db)! 
— (a—c)?(b —d) — (a—d)*(b—c)? — 2(b—d)*(b—ay? 
— 2(a— 0}? (a— WP + & — of (b— A 
+ (a—c?(a—d)—0. 
Da nun die Function F' der partiellen Differenzialgleichung 
+P HEH 0 
Geniige leistet, so kann sie auch als Function von nur 3 Verinder- 
lichen dargestellt werden. In der That, setzt man 
a—b=—0v*, a—c=-—c, a—d=-—d, 
dann wird 


Mathematische Annalen. XXXVI, 18 
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b—c=b'—c, b—d=v—d, ec—d=c—d 
und die neue Function — in b,c, d geschrieben — wird folglich ein- 
fach dadurch erhalten, dass man a = 0) setzt: 


2b? (ec —d)? + 2b3(c—d) + b'— e(b— dy — d(b—c)? — 262(b—ay? 

—20?’?+(b—c? (b—dP+ea?=o0. 
Der Nachweis, dass diese Function identisch verschwindet, bietet dann 
keine Schwierigkeit mehr. Jede der angegebenen Syzyganten kann 
demnach leicht in eine solche identisch verschwindende Function 
dreier Variabeln iibergefiihrt werden. Auch lisst sich aus jeder solchen 
Function durch Umkehrung des Verfahrens die entsprechende Syzy- 
gante herstellen, woraus hervorgeht, dass das identische Verschwinden 
der Function auch die hinreichende Bedingung fir die Richtigkeit der 
Syzygante ist. 

Auch soll darauf hingewiesen werden, dass diese Uebertragungs- 
methode es méglich macht, elementare Syzyganten aufzufinden. Man 
bildet eine lineare Function aller zerfallenden Formen mit unbestimmten 
Coefficienten und iibertragt diese auf die angegebene Art in eine 
Function dreier Veriinderlicher. Aus dem identischen Verschwinden 
der letzteren kénnen dann die Werthe der vorerst unbestimmten Coeffi- 
cienten gefunden werden. Diese Methode hat den Vorzug, dass sie 
nur elementare Rechnung erfordert. 

Als Ergiinzung zu Satz (1) soll auf diesem Wege der Nachweis 
erbracht werden, dass von den Syzyganten |fmyyz];—0, wenn i die 
Summe zweier Ordnungszahlen z. B. n, + , iiberschreitet, nur eine 
einzige existirt. Ist also i—m,-+m,-+ 1, dann giebt es blos die 
folgenden zerfallenden Formen: 


(Foyt (ogy, w((far 9)"h, x (Foy gp) 

Aam(Q),1,2,... %, 
pm, 1,2, ... ms. 

Die zugehérigen Functionen dreier Veriinderlicher sind nun 

(— bye (¢ — dys-4, (— 1) de Bett, (— 1) cee petite, 
Zwischen denselben giebt es jedoch nur die eine lineare Relation 
(— byt (¢ — a) + (— If ed — (— 1 dH =O, 
welche der bekannten Syzygante (ky~y) =O entspricht, sofern fiir & 
die Ueberschiebung (f)'-* substituirt wird. Zu dem gleichen Resul- 


tate gelangt man auch, wenn ¢ noch grdssere Werthe als », + , + 1 
annimmt. 


Ausser den angegebenen 12 elementaren Syzyganten wird nun 
auch noch die Relation (5) pag. 204 der Biniiren Formen von Clebsch 
einmal beniitzt werden. Die Gesammtzahl der elementaren Syzyganten 
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ist demnach gleich 13. Indessen muss hiezu bemerkt werden, dass 
von denselben noch zwei entbehrt werden kénnten. Die Syzyganten 
vom Gewichte 2 lassen sich nimlich beide durch solche vom Gewichte 1 
ersetzen, wie man erkennt, wenn man in der Relation (fpz) = 0 
statt f die Ueberschiebung (fy) substituirt: 


2((¢¥) ox) = [fevab- 
Auch ist {f/pvz},—0, wie in § 1 schon bemerkt wurde, nur eine 


Folge der Syzygante [fp y], = 0. Daher sind blos 11 von einander 
unabhiingige Syzyganten in Rechnung zu ziehen. 


§ 4. 


Reduction einiger Ueberschiebungen auf die Grundformen der biniren 
Form sechster Ordnung. 


Die Grundformen, welche bei Aufstellung der fundamentalen Syzy- 
ganten (Math. Annalen Band 34, pag. 306) beniitzt wurden, sollen im 
Folgenden beibehalten werden; jedoch wird es sich hier vortheilhaft 
erweisen, wenn ein und dieselbe Grundform auf mehrere verschiedene 
Arten als Ueberschiebung dargestellt werden kann. In folgender 
Tabelle ist dieser Punkt entsprechend beriicksichtigt worden. 


Grad 1: f; 

» 2: H=(ffP; i=(ff)'; A= (ff) 

» 3: T=(fH); q=(fi); p=(fi?; l= (fi); 

» 4: 7 =(Hi)=(pf); s—= (Hi = — > (/; 
A= (iit => (flt— Ai; B= (ii; 


”? 5 


: t = (Hl) =2(pi) — } Aq = 2(Af) — 5 Aq; 
u =(tl); m= (il)*; 
» 6: w= (pl; v= (iA) => (mf) — 20; 
C = (iA)! = 5 (ly? — | AB; 
» 1: w= (im) = (1A); n= (im)? = (Al? + = Bl; 
» 8: v =(lm); 
» 9: @ = (in) =(md); 
» 10: w=(nl); D=(mm) = (nl); 
» 12: A =(mn); 
» 15: R= (ld)? = (mu) = (ny). 
18* 
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Ausser den a. a. O. schon gebrauchten Ueberschiebungen werden 
nunmehr noch die folgenden nothwendig werden. 


1. Ueberschiebungen iiber f. 
Aus der Relation 


(fl? =2A 4 — Ai 
entspringen die folgenden zusammengesetzten Ueberschiebungen: 
(P= —2a+ 5 Au, 
(fl?) = In — = Bl4+ = Am, 
(70? f)? = il — - B+ = Ap, 
((f? i)? = — AA+ + Bi, 
ae 1 : 
(fl? A)* = | Ci — = BA+ 5, ABi. 
Durch die Substitutionen 
ffl ilf Lm f ({37 
(Foi). (if), GPL), m™ (£24), 
erhalt man ferner 
1 1 ies 
(fs) =~ Hl— {fo— xz fA, 
(fu) = iA —L pl— i fm+t A’, 
({v—=2e + 5 Bu— 5 An, 


(fe2—= — > Bo — = la—fmu. 


2. Ueberschiebungen iiber A und i. 
Da der Werth von (HH)? aus Friiherem schon bekannt ist, so 
ist nur 


2 25. 1 
(HAY = = f+ way? ib AH 
und 


(HH)'= 5 Ai+ Sa 


zuzufiigen, wie aus den Substitutionen 


$0), wm ($10), 


abgeleitet werden kann. 








ee eae 
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Aus 

b$4), (S24), GST). GFT) oma WL) 
folgen die Ueberschiebungen : 
(Hp)? = — 49 Hl -— a p+ ag fA, 
(HA) =is+— fu (reducirt mittelst der Syzygante (fil) =0), 
(HA) = + iA — tpl + 4 A’, 
(Hdy= Zot yu 
(HA)'= +P — 2 AA © Bi. 


Endlich erhalt man noch die Functionaldeterminanten 


(Hm) = 1s +> At+ q: < — 2), 


(Hn) = ms + lw + lWw+—ix 
durch die Substitutionen 
ffm ff 
(J 2 ) und (g 2 t) 


unter gleichzeitiger Beniitzung der Syzyganten vom Grade 9 und der 
Ordnung 8. 


Von den Ueberschiebungen iiber ¢ sind anzufiihren: 
a 1 i fi 
(pi) ~~ @g t+ 6 Aq aus (6 {3)» 


P= FIB— wil» (595) 


wy—=—Fu » (i $3), 
(pijt— =m » (343) 
(ini=— Fe » (O24) 
(ivy? =a » CTD, 
(wt—at+aBy » (14), 
(is? =—to—tw ,, (53 i): 
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3. Ueberschiebungen iiber p, 1, m und n. 
Durch die Substitutionen 


(Joi). 22) T2a)p (Fite (663) ™ (043) 


ergeben sich folgende Beziehungen: 
1 es 1 
(pp)? = | fm — = ih — 3 P: 
, 1 S is . + 
(pl)? => ry AA -b 3 Bi— To I, 
Ss: - 
(pA) = — | Ba- = iu 
2 1 1 
(pm) = = Bs— 2 Av+ | lu, 
(pm)*== ; BA— ; Ci+ 2. lm; 
o, hie aD r ff = 
(pn)? = > m? + z ln — . CA — r Bi — ry ACi. 
Mit Hilfe des Ausdrucks fiir (pm)? kaun ferner durch die Sub- 
stitution ({ ") 4) die Reductionsformel 
1 1 2), 
is $ » 1 
(pn) = = Bo+ = Bu — zum 
erhalten werden. 


Ferner reducirt man die Ueberschiebungen iiber J mittelst der 
Substitutionen 


ila ill pli Hil All fll inl 
O12)? \O21) \O2 1) (O21) \O2 1) $21) (621) 


namlich 


(lok =o — 5 Bu; (du)? = — =3 (lw)* = : Bu — ; Ax; 
9 1 5 - 

(lt)? = ; Aw + zy Bs+ 14 lu; (lx? = — 5 U; 

(Is =i a — 5 Au; (le)? = 2+ 4 By. 


Beziiglich der Invarianten, welche durch zweite Ueberschiebung 
von 1, m und m» gebildet werden kénnen, sei auf Clebsch’s binire 
Formen verwiesen. 

Von den Ueberschiebungen iiber m kommen vor: 


. 1 - 1 1 1 
(mx)? =— >4; (ms)*=— 57 e—% But 3 An; 


(m A)? = = Bm + ; Cl; (mu)? =u, 
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(G2"). (627). (033) ma (O37 


erhalten werden. 
Endlich sind noch zu erwihnen: 


(nd) => Ba+ Cu aus (663% und 


die aus 


021 

wn Se i ln), 

(nu)? =—lA—LBo ,, (O21 
g 5. 


Entwicklung der Grundsyzyganten fiir die binare Form sechster Ordnung. 


Der Weg, der zur Aufstellung aller Grundsyzyganten fihrt, ist 
nun folgender. Man bildet alle Producte der Grundformen zu zweien 
wie z. B. fr, T?, HA, HB ete. etc. und zerlegt sodann jedes Product 
mit Hilfe der Tabelle des § 4 in Ueberschiebungen, so dass sich ergiebt 
r=f(Hi); T’=(fH)(fH); HA=(ff) (ii); HB= (ff? (i) 

etc, etc. 
Zu jeder derartigen Zerlegung von der Art (f@)*(wy)* kénnen nun nach 
§ 1 die zugehérigen elementaren Syzyganten entwickelt werden, welche 
dieses Product enthalten, wobei auch der Fall eintreten kann, dass 
solche Syzyganten iiberhaupt nicht existiren (Satz (1)). Man erhilt so 
zu dem Producte 


f-r die Syzygante (fHi) =0, 

I?» » ([ffHH),= 0 oder (fHT)=0, 

HA ,, ” (ffit], =9, 

HB ,, - [ffit], =O ete. ete. 

ln folgender Tabelle sind nun simmtliche Grundsyzyganten in 

dieser Weise symbolisch dargestellt und bis zum Grade 9 auch aus- 
gewerthet. Von da ab ist nur derjenige Theil der Syzygante beigesetzt 
worden, aus welchem die Irreducibilitdét derselben ersichtlich ist, doch 
bietet die vollstiindige Ausrechnung keinerlei Schwierigkeiten, viel- 
mehr liisst sich in vielen Fallen das Kesultat unmittelbar hinschreiben. 


Ordnung. Grad 5, 
16. (fHi) = fr — Hqg+iT=0. 
Grad 6. 


24. [ffHH], = 27? + H ~ -f*Hi- iT fpt — A =; 
20. [ff Hi], =2Tq+ Hi — fHp — ZT Pe+ > fl=0; 
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Ordnung. 
18. (fHp) = Hr + pT + = fiq— + fts=0; 
16. [fii], = 2g? + Hi? — 2fip + fra =0; 
14. (fHl) =T142Hs+ ft=0; 
4. (fip) = ap + ir — > ft— + faq—0, 
12. [ffi], = GHA — 6p? + i3 — 2Fi1 4 f°B = 0; 
10. (fil) = ql + 2is+ fu =0; 
8. [fits = HB + fm — 2lp —id — 2 Ait =0. 


Grad 7. 
22. [fHHi), = 2Tr— H*p + 5 fHit ++ 7 HI+ 1 pip 
Das 
<a Pe == 0; 
18. [flHf|, = 47s — H*l+ 2fHA + + fHiA— = f?Ap 


3 
Bis i: pelea 
—_Philt+t zfs a 0; 
18. [fHii}, = 2qr — Hip + fHA + + fi — + frit =o, 
16. (fHA) = TA+ 5 Ht+ + HAg + fist ~ fu = 0; 
16. (Hip) = pr — > Ht — + HAq+ = iq—+ fis =0; 
14. [Hii], =4qs — Hil+ fHB + fia — flp =0; 
12. {fHii}, = TB + ir+ 2ps+ 4 it — = Aig = 0; 
12. (fid) =gA+ > it+ fo+ 5 Aig = 0; 
12. (fpl) = fw + 2sp —ly =0; 
12, (Hil) =lr —it+ Hu=0; 
10. [fil], = 6Hm — 12pA — 4 Aip — 4i21 — fe + 27 aa 
+ 4fiB = 0; 
6. —[fiii, = Bp + fC — im — 214 = 0. 
Grad 8. 
20. [HHii), = 2° + WA+ 2 Hi8—+ pHil—+ firy 


+ ag PPA = 0; 
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Ordnung. 
20. {fHpi\,— > Ti+ r+ 2 Aq? + + fas — + igt =0; 
16. (fHil], = 2qt —2HiA — > HitA+ fHm+ ~ fil 
~ i pra; 

16. [pl ffl, =4rs + Hpl— fHm+ + fidp + > firl 

—+ fib =0; 
16. {fHil}, = Tu — qt — 2rs =0; 
14. (Hid) =rA+ Ho— + fiu— its =0; 
14. (fpA) = + pt—rd+ 4 Apg — | fBq— > fiu=0; 
14, (Hpl) = Hw — pt + + fls — 4 igh =0; 
4. (fHm) = Tm + 2Hv + 2Hw + fls +2 fAt 

+E — 2) 05 
12. [fail], = 2qu—2i2A + ilp — flA + fim — 5 AvP®=0; 
12. [fll], = 88° HP?+2/Bp—fim—=fAil+TfaB=0; 
10. (fim) = qm + 210 + 2iw+fax=—0; 
10. (ilp) = 5 lt— iwt+ pu+ = Aly =0; : 
10. { pfii}, +45 (fim) — = (ilp) + $ (fO) = Br—U++qm 


1. 1 
— +f — =~ Alg =0; 


10. (f{Al) = 2sA — fx — 5 lt — = Alg = 0; 

8. 5 (ffl, — { AIffiil, = 2CH — 402+ 2fn4 Aid 
++ il? = 0; 

8. [fiil|, = 3fn + 3pm — 6A? — fIB — 2AiA — Bi? = 0. 


Grad 9. 
18. [fiHA}, =2Tv + HpA— + Hil + tfPA— + fipl 


+ = fiHB— = fA®— {fla =0; 
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Ordnung. 


18. {fHpl}, = Tw+rt+ + igs — = fst =0; 

18. {fAiH}, == rt — To + igs+tfqu+— Agr = 0; 

14, [fii], = 2quv + ipA — fA? —L 1+ + f2XB=0; 

14. [fpil], = 2qw — 2ipA + 2 i391—Z Aitp + fpm+ 4 fil? 

os 

—iflB=0; 

14, [Hiil], = 2ru-+ Him — HIA — t Aitp — 2 14 FS fil? 

+ 4 fP B= 0; 
14. {flip}, = st + ru+ qu + — Aqs=0; 
1 


bho 


. {fHid},= TC + rm+ 5 At+ ils + { iqgB—=/Bs 
1 ‘ 
~Zrwrr 
12. (piA) = putt At+ 4 iqgB+titu+ t Agd = 0; 
12. (fpm) = 2pw + 2pv—mr+ = fBs— = fAv+ = flu= 0; 
12. (Him) = rm + Ha — ils — < tAt+ ziqB—,,Atiq=0; 
12. (HlA) = At+ Hx— 4 flu —ils =0; 
10. fli], = 4su + 2i1A — pl? + flm — 2fiC — + fiAB 
+ ; Aitl = 0; 
10. [ffA0, + Uffiile — > [fi], = BHn — Tild — F pl? 
— ApA + fBA + 2fiC + flm + = fABi 
— Ai?l = 0; 
s [fill], = 4qC + 4sm44lv+ 2lw+ — Aiu+—ABy = 0 
8 (fml) = 2sm — 2lw — 2lv — fv = 0; 
8. (1A) = Au — lo + ix =0; 
8. [fit], — (1A) = | Bt+ gC 4 2lo — Lint | ABq=0; 
6. i[fill], — + A[fiii, = pC — Am + + in— > Bil 


+ fB? = 0. 
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Ordnung. Grad 10. 
16. {fHIA},=Tx; [Hiid), =2ro; 
{fiHm\,=2rw+42r0—Ta; [ffdd],= > #5 
14. (fHn)=Tn; 
12. [flid), =2¢2; [fAli)],=4s0; [fllp], = 4s; 
2 {ft Al}, = tu — 4sv — 2ga + Aqu= 0; 
10. (fin) =qn-+ fe; (imp) =pa+ 5 tm; 
(lAp)=wA+px; (fAm)=2vA + 2wA— + tm — fo; 
(Him) = tm + Hv; 
[Hiid)], = Cr—wA +; Aiv— = Bis — | /uB+,ilu=0; 


8. [iil], = 2u?; 
2[ifim), — [iill], — + BU fii}, — Ufiiil, = 6pn — 2u? 
— HB? — 2AA?— 3iBA=0; 
6. (tlm) = um — lx +iv=0; 
[siii],*) = Cs — | Bw— Fiv— la =0; 


4. —[aill], =4CA — 4In — 2m. 


Grad 11. 
14, {f Him}, = Tv — 2tv — 2tw; 
{Hild}, = rx — tv +uis+ > fu =0; 
{IpfA\, =; wt+ra; [Aifd), Sto; 
12. (HmA)=Hoe; (Hin)=nr-+ Ho; 
10. {film}, =qv+ 2sx — 2uv — 2uw = 0; 
[film], =— 4s; [ttlA], =2u0;_ [ipll], = 2uw; 
8. | film), = 4Oa + 4mv + 4mwu; 
[fiml), =4sn+4mv+2mw; [fAid), =tC+mv+Az,; 
(im&)=ieo+Ax—mv=0; (fnl)=fut+2ns; 
(plm) = pv + mu; 
6. [fAll], =2An — fD; 


*) Auch aus ([fiéé},1)'-+ 4 (élm) au erhalten. 
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Ordnung. Grad 12. 
16. {fHin}, = T 0; 
12. {Hlim}, = tx — rv; {pfim}, =rv + 2v0w + 2w’; 

{ fim}, = ae + 20? + 20w — > tx; 

{pliA}, = wo — 3 tx; [ffmm), = 8(v + w)’; 

[tA A), = 20°; 
10. (fnA) = = tn; (pin) =pe+ > tn; 

(Hnl) = Hu — tn; 





8. [ttlm), =2una; [fllm),=—4sv; [ffmm\, =2HD;*) 


> 


[tAll), = 4Cv — 2un — 2le — 2ma; 


{iflm}, = — 4Cw — 4Cv + 219 — 2Av; 
4. [¢tlm], = — 4mn + 21D + 2A(lm)? — = Cl? = 0. 
Grad 13. 


14. {fHnl},=Tu; {Himd},=ro9; 
12. |fHnl), =2DT; 
10, {finl},=qu — 298; 


{ flm&}, = — 20s + 2va + 2wa — : vt — ; Aqv=0; 
{ pilm}, = . tv—wa; |itAm), = 202; 


|fimm), = — 4vx — 4wa; 


*) Addirt man zu dieser Syzygante 
OO ee 2 ~—— 2 se 
yz tltellls — | Alifim), + > Bl fiil),— > AB[Sfiil. 


sais ( m + 5 Al) [ftte],, 


so nimmt sie die Form an 


(mAl) = Av+le—max=0; (iln)=un— ol—iu=0; 


2DH+ + fBn— = Apn— * int + ia(20+4 + AB) += aria? —6B) 


2 1 
+z lA(Al — 4m) aa od = 0. 


Dieser Ausdruck unterscheidet sich in 2 Coefficienten von demjenigen, den Herr 


v. Gall a. a. O. pag. 70 angegeben hat. 
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Ordnung. 
8. [fimm), =2qaD+4en+40n; (pnl)=pue— nw; 
((An)=nv — Ao; (fnm)=2wn + 2on— fA; 
[finl), =2qD +-4nv + 2nw; 


6. [tllm], = 2uyv; 
[fimm],*) = 2pD — 2lm* — nl? + f(nm)? — + Bin + Cim 
+4 ACL + 5 iB — = And— + BmA=0; 
4. {liml\, = mv — lw — (20+ 4 AB) x + (lmu=0. 


Grad 14, 
12. {Hinl},=ru + ot; {Himd}, = te; 
10, |Himm),=2Dr; (Hmn)= Ha; 
8. [flln], = 4sy; {ilmd}, =uo—v+vv=—0; 


[¢LAm), =2vv; [pllm|,=2wv; [iimm), = 22°; 


6. {mfml\, = — 2sD—2om;, (Anl) =nx+ Ag; 
(min) =me—th—na=0; {Ifln},= 24u + 2Ds; 
4. [timm), = — 2n?+ 2AD. 


Grad 15. 
14, {fHmn}, = TA; 


10. {fimn},=qa+2ev+2ow; {pinl\, = ; tu + ow; 
{plm&}, =ow; [iiAn]|, =2v0; 


a 


- {mHml\,= Dt; (pmn) =p; 


& 


[tlmm), =2av; [inll]), =2uy; 
{liln\, = mu + (Il)'e@ — Du— la — = Bly = 0; 
(nlm) = nv +1A+ mp =O; 
{miml\, = Du + nv — mu — (lm) ax = 0, 


a 





*) Der letzte Coefficient dieser Syzygante, wie sie von Herrn v. Gall pag. 71 
angegeben ist, muss darnach in 4 abgeiindert werden, 











10. 


ow 
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Grad 16. 
{Himn}, =r; 
{flnm}, = 284+ 2vu+2wu; {iAnl},=vu + ox; 
| pull], =2wy; [timm]), = 2e2; 
(nm) =ne— Aa; {mpml}, = Dw; 
[tAmm), =2Dv—2no; {flmn}, =/fR— 24; 
[limm), = 2v?; 
Grad 17, 
{pimn}, = " ta; 
{Himn}, = HR; 
{ilmn}, = ud + mu + ev = 0; 
(In Al], =2ap; [limn]|, = 2oer; 
{ilnm}, = md + nu —ih; 
{nilm}, =nu + xD; 
{linm}, = Da + ma; 


Grad 18. 


12. (fH vn),*) =2TR; 


= 


to > 


10. 


4. 


[fivn], = 2qR — = w(2Av—8Bs—5ln) + = 0 


(69+Bu—2Ax) + —v(4Bv4+4Bw—2um)=0; 
{iAmn}, = vd — @; {plmn}, =wa,; 
[tinn], = 20°; 
{plmn}, = pR; 
[tlmn), = 2vu; 
{llmn}, = 1h — Dv — 20a; 
Grad 19. 
| Hivn), = 2rk;~ 
{slmn}, =sk — ; An+ + ou; {lAmn}, = Ax + ou; 
[innl), = 2; 
{Almn}, =ARh— an; {niln}, = De — an; 


3 


*) Die hierin auftretenden Ueberschiebungen iiber » sind mittelst der Be- 


ziehung ((m)‘@)* = ((pm)*l)'— ((p2)?m)! leicht zu bestimmen, Dasselbe gilt 
von den Ueberschiebungen iiber 2 und ug. 
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Grad 20. 
8. [Afvn], =tR; 
4. [nnll], =2u?; [lmmn], = 2vA; 
{ulmn}, =uR + dv — w; 
2. {mimn\, = mR — uD; 


Grad 21, 
6. [:Avn], =20R —20d; {vpnl\, = Rw; 
[tmnn], = 204; 
Grad 22. 
{vinm}, =Ra+ au; [nmln), =2ud; 


2 {nimn}, =nR — AD; 

Grad 23. 
2. {vlmn}\, =v Rh; 

Grad 24. 


4. {olmn}, =eR—2;  [mmnn), = 22°; 


Grad 25. 
2. {ulmn}, = uk; 

Grad 27. 
2. {Almn}, =AR; 

Grad 30. 


0. [lmn lmn |, =2R*; 
Hierin bedeutet das zuletzt gebrauchte Symbol: 
(9 92)? (4 9s)" (@ 9) 


(4:92) (919s)? (G19)? 
(£%2)* (£93)? (f9) 


(99164293 Ply = 2 ((aa1)'f)? - ((d2)' 9)? — =0; 








§ 6. 
Uebersicht iiber die Verwendbarkeit der elementaren Syzyganten. 


Um nachzuweisen, wie ungleich die elementaren Syzyganten im 
vorstehenden Systeme Verwendung gefunden haben, dazu médgen 
folgende Angaben dienen. Es sind beniitzt worden: 
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49 Syzyganten (fp) =(Q, 
53 ” [fovz), =9, 
37 ” {fPVU}> =0, 
13 ” [fovg), =9, 
2 ly {feqy}; =9, 


2 ” [fovz), =9, 
4 ” (foval, = 0, 
8 ” [feaqqs = 0, 
3 ” [fpor], =9, 
3 e {fpvv}, =9, 
1 Syzygante [ffvv], =0, 
2 Syzyganten [fvvv], =m () 


und 
1 Syzygante (99,f4.9;9),= 9, 


Da die 3 ersten Symbole simmtlich durch (fy) = 0 ausgedriickt 
werden kénnen, so folgt, dass im Ganzen 139 Grundsyzyganten allein 
durch das Symbol (fw) darstellbar sind. Doch wird man die Symbole 
[fpvxz], und {fpyz}, aus dem Grunde beibehalten, weil die Aus- 
werthung dieser Syzyganten wesentlich leichter ist, abgesehen davon, 
dass letztere Relation auch in der Regel auf hiirzere Ausdriicke fiihrt. 
So besitzen beispielsweise die Syzyganten vom Grade 13 und der Ord- 
nung 14 {HimA}, und {fHnl}, nur 7 und 8 Terme, wiihrend die 
entsprechenden [HmiA], und [fnHi], deren 12 und 17 enthalten. 
(Vgl. v. Gall a. a. O. pag. 73). Von den iibrigen Symbolen kinnten 
nur dann einige entbehrt werden, wenn man die Bedingung fallen 


lisst, dass jede Syzygante unabhiingig von den iibrigen erhalten wer- 
den soll. 


§ 7. 
Die Bedeutung der partiellen Differentialgleichung m4 +4 = 0 fiir die 
Invarianten und Covarianten einer biniren Form. 


Im Anschlusse an das in § 3 eingeschlagene Verfahren zur Priifung 
der elementaren Syzyganten soll nun allgemein der Nachweis gefiihrt 
werden, dass die in jenem Paragraphen angefiihrte Differentialgleichung 
auch schon zu den Invgrianten und Covarianten einer biniiren Form 
in engster Beziehung steht. Indem man die allgemeinste Lésung dieser 
Differentialgleichung sucht, gelangt man dann zu einer symbolischen 
Darstellung dieser Bildungen, aus der sich die von Clebsch benititzte 
als specieller Fall ableiten lisst. 
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Sei C eine Covariante der Form f, die in den Coefficienten von 
f vom i" Grade sei, dann kann dieselbe durch Anwendung des Aron- 
hold’schen Processes zunichst als simultane Covariante der ¢ Potenzen 
(@, 2, + agx,)" A=1,2,...¢% dargestellt werden, so dass die Coef- 
ficienten «," a,"~" dieser symbolischen Potenzen linear in C auftreten. 
Die vier partiellen Differentialgleichungen (Gordan, Vorlesungen tiber 


Invariantentheorie pag. 125), denen C geniigen muss, gehen nun, weil 
die Operationen 


"2a, TON 3, © a, + (n—2) oa 
— a 
ja Got ae + BG a Hee ete. 


sobald C in die angegebene symbolische Gestalt gebracht ist, einfach 
durch 
0 7] 
Oa, a, “? etc. 


ersetzt werden kénnen, in die folgenden iiber: 


ac > oc ' 
Oa, a2 —_— x, Ox, = 9 . C, 
4=1 


i 
oe «a, — >) 2, 2C 
= 1 Oa, 


(1) om 


t 
oo a, — >) 2, 22 
f= Oa, Da, 
: C 
Ps a; u— Dry ja, 9°. 


a=1 

Hierin erstrecken sich die an zweiter Stelle auftretenden Summen tiber 
alle etwa in C vorkommenden Reihen von Veriinderlichen, wihrend 
g das Gewicht des Leitgliedes der Covariante ist. 

Es ist nun die Bemerkung von Wichtigkeit, dass in den sym- 
bolischen Formen (a,x, + a,2,)" von f durchweg a, =a,—-+--—a@ 
gesetet werden darf, ohne dass in der Covariante C beim Uebergange 
zum wirklichen Werthe irgend eine Vieldeutigkeit der zu erseteenden 
Symbole eintreten kann, Denn jeder Coefficient a, von f ist durch das 
Symbol «"-"a," geniigend bestimmt, ausgenommen der erste Coef- 
ficient a), der, weil a,° stets den Werth 1 besitzt, nur durch das eine 
Symbol a" vertreten ist. Allein da die Covariante C in den Coefficien- 
ten ad, homogen ist, so hat a, auf den Werth derselben nur insoferne 

Mathematische Annalen, XXXVI, 19 
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Einfluss, als durch Zufiigung passender Potenzen von a, die Homogenitiit 
der Covariante hergestellt wird. Sind daher die tibrigen Coefficienten 
von f durch Symbole eindeutig bestimmt, dann ist die Covariante C 
ebenfalls eindeutig bestimmt, und es kann demnach iiberhaupt jedes 
Symbol fiir a, entbehrt werden d.h. es findert sich nichts, wenn auch 
« = 1 angenommen wird. 

Unter dieser Voraussetzung reduciren sich die obigen Differential- 
gleichungen auf die folgenden beiden: 


ge —>'x, 22 =0, 
oa), i Ox, 
A=1 


1 ac ve  _a 
Oa, a— a, ja, 9° C- 





(2) 


Es ist nun die Annahme gestattet, dass in der Covariante C nur eine 
Reihe Verinderlicher vorkomme, und es zeigt sich dann, dass die 
Covariante schon durch ihren ersten Coefficienten C, vollstiindig be- 
stimmt ist. Suchen wir nun die erhaltenen Differentialgleichungen 
auf den Coefficienten C, zu transformiren, so ergiebt sich einfach 


: ac, ac, es ’ 
(3) ae" und 2: Gas amet, 


Die letztere Gleichung verlangt bekanntlich nur, dass C, in den 
Symbolen a,, a,, ...a@; homogen sei und zwar von der Ordnung g, 
wihrend die erste Gleichung die eigentliche Bestimmungsgleichung fiir 
C, ist. Man hat daher das Resultat: 

Set pm eine Lésung der partiellen Differentialgleichung 


$2 = 0, welche in den Variablen a, , a.,...a; rational 
4=1 
(4) ganz und homogen sei, und man ersetat in p jede Potenz 

a,’ durch a,, fiigt ferner passende Potenzen von a, zu, um 
die erhaltene Function in Gy, G,,... Gn homogen zu machen, 
dann ergiebt sich das Leitglied einer Covariante der Form 
f mit den Coefficienten a,. 

Damit ist es gelungen, die oben angeschriebenen 4 Differential- 
gleichungen auf eine einzige zu reduciren und man erkennt daraus, 
dass’ die tibrigen 3 durch die Forderungen der Homogenitit zugleich 
befriedigt sind. Es bedarf kaum einer besonderen Erwihnung, dass nicht 
nur jede Covariante von f der in Rede stehenden Differentialgleichung 
Geniige leistet, sondern dass auch jede Lésung der letzteren zur Bildung 
einer Covariante von f die Veranlassung giebt, sobald die Ordnungen 
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der Symbole a, die Zahl » nicht iiberschreiten. Wie die allgemeinste 
Lésung dieser Differentialgleichung unter diesen Bedingungen aufgefun- 
den werden kann, soll im niichsten Paragraphen gezeigt werden. 


§ 8. 
Die allgemeinste symbolische Darstellung der Covarianten einer 
biniren Form. 


Nach einem von Hesse, Crelle’s Journal Bd, 42 bewiesenen Satze 


ist die homogene ganze Function (a, a,...a;) durch die partielle 
Differentialgleichung 


i oe 
(I) : 0 
4=1 
derart specialisirt, dass sie als ganze homogene Function von nur 
i — 1 Variabeln dargestellt werden kann. In der That, setzt man 


(II) a, = QM, d, = a, + 04,, a, = 4; + ea,’ ete. 
dann wird 
, , ’ 0 
(ay ay + 4) = (0, a’, a3',+ +4) + O(-GE) tee 
e=0 
und weil 


0p _— og 
(3¢ na % [Gar + Ga +++ + Ge] =o 
ferner auch alle folgenden Glieder verschwinden, so ist @ le ganze 
homogene Function der ¢ — 1 Gréssen a,’ a,’ ... a; dargestellt. Ist 
in der letzteren Form gegeben, so liisst sich dadurch wieder zu der 


Function von ¢ Veriinderlichen zuriickkehren, dass man die Sub- 
stitutionen vornimmt: 


(Ill) a, =a,—a, a, =a,—a,, a, =a,—a,, ete. 

und diese Function geniigt auch stets der Gleichung (I). Demnach 
lisst sich die allgemeinste Liésung von (I) auf folgende Weise con- 
struiren: Man stellt zuniichst die allgemeinste Function von i — 1 
homogenen Veriinderlichen a,’ a, ...a; auf, deren Ordnung gleich g 
sei und in der keine Variable in einer héhern Potenz als m auftritt. 
Durch die Substitutionen (III) gelangt man alsdann zur allgemeinsten 
Lésung von (I). Dieser Weg kann dann immer eingeschlagen werden, 
wenn g<m ist und mit diesem Falle wollen wir uns zuniichst be- 


schaftigen. 
Die allgemeine homogene Function von ¢— 1 Veriinderlichen enthiilt 
(#7 > fad ik? 2°) Constante. Dieselbe kann daher als Summe von ebenso- 


vielen ss Potenzen angenommen werden: 
19* 
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p (a, a3’ - - - a’) = >) a(d.®a,’ + 4, +--+ AMa/y, 
& 
worin die Zahlen 4 derart gewiihlt sein miissen, dass zwischen diesen 
Potenzen keine lineare Relation stattfindet. Durch die Substitutionen 
(III) ergiebt sich nun 


9(a,4,--- ai) = > (4%, + Aa +++ + AMa,) 


k 


mit den Bedingungen 


4M +4, +-.-+A4M=—0. 
Damit ist die allgemeinste Lésung der Differentialgleichung (I) fiir den 
Fall, dass g < m ist, aufgestellt und es wird spiater auch hiervon Ge- 
brauch gemacht werden. 

Ist nun g >”, dann kann zwar in ihnlicher Weise verfahren 
werden; allein nach Ausfiihrung der Substitutionen (III) erscheint 
dann das Symbol a, in einer Potenz g >, wihrend die iibrigen 
Symbole nach Annahme hichstens bis zur »'" Potenz vorkommen. 
Um diese einseitige Bevorzugung eines Symbols zu umgehen, suchen 
wir zuniichst diejenigen Lésungen der Gleichung (I), welche von der 
ersten Ordnung sind, und die in der Form 


Ay = A, a, + Aga, + +++ + Asai, 
A, + Ay +:---+4,=0 


darstellbar sind und nennen jede solche ein Grundsymbol. Die ein- 
fachsten Grundsymbole sind dann a, — a,, deren Rang gleich 2 ist, 
wiihrend z. B. a, + 2a, — 3a, ein Grundsymbol vom Range 3 ist. 
Es ist dann klar, dass nur ¢—1 unabhingige Grundsymbole 
existiren und dass jede Lésung der Gleichung (I) durch diese rational 
und ganz ausgedriickt werden kann. Bildet man demnach aus g Grund- 
symbolen ein Product, in welchem jedes Symbol a héchstens in der 
ne” Potenz vorkommt, so hat man die symbolische Darstellung fiir das 
Leitglied einer Covariante von f. Auch erhalt man die ganze Covariante 
aus ihrem Leitgliede einfach auf folgende Weise*). Man ersetze jedes 
Symbol a,” durch den Differentialquotienten (n — r)! of , wobei f in 
x 
ou =z geschrieben gedacht wird. 
2 
Dann erhalt man die ganze Covariante bis auf einen Zahlenfactor. 


nicht homogenen Veriinderlichen 


*) Dieser Uebergang wurde von mir angegeben und benutzt, Math. Ann. 
Bd. 22, pag. 402. Ausfiihrlicher behandelt wurde diese Frage von Hilbert ebenda 
Be. 30, pag. 15. Jede Unterscheidung zwischen einer Covuariante und ihrem Leit- 
gliede wird dadurch aufgehoben. Vgl. auch § 9 Anm, 





Sait 


esa 
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Es gilt demnach der Satz: 

Jedes Product von g Grundsymbolen X Aa, (2 A,—=0), in 
welchem jedes Symbol a, hichstens bis zur n” Ordnung vor- 
kommt, ist der symbolische Ausdruck fiir das Leitglied einer 
Covariante von f. Man erhilt diese selbst, indem man z. B. 


das Symbol a,’ durch (n—r)! ot ersetzt. 
x 
Wiihlt man siimmtliche Grundsymbole in der einfachsten Gestalt 
dy — as, 80 ergiebt sich die von Clebsch begriindete symbolische 
Darstellung der Covarianten von f, Indem man niimlich jedes Symbol 


. tee a . . 
a, durch Kinfiihrang von —~ homogen macht und die Linearfactoren 
r 


2, + aX, passend zugefiigt, tritt an Stelle jeder Differenz a, — a, 
der Klammeriactor*) (a@,a«, — @,a;) und man erhiilt genau den Werth 
der Covariante in der Darstellungsweise von Clebsch. 


§ 9. 
Umsetzung der Symbole von Clebsch in Grundsymbole und 
umgekehrt. 


_ Wenn eine Covariante der Form f in der Symbolik von Clebsch 

gegeben ist, so lisst sich dieselbe durch Grundsymbole in folgender 
Weise darstellen. Zuniichst ist erforderlich, dass in allen symbolischen 
Factoren @,%, + @,%, o& = 1 gesetzt wird, wodurch alle Klammer- 
factoren in einfache Differenzen iibergehen. Es mége dann derjenige 
Theil der Klammerfactoren, in welchem das Symbol a, vorkommt, 
abgesondert werden : 


ny n 
Py = (4, — A2)"" (A, — Gs)" + - + (€, — ay)". 
Setzt man voriibergehend a, — @ = ag, so kann p, als Summe von 


Potenzen der Functionen 2A, a, dargestellt werden und indem man 
riickwiirts zu den Symbolen ay tibergeht, ergiebt sich die Beziehung 


Pr; => (aq, + AMa, +--+ aay) AO. Am =O. 


M3 


Demnach tritt nach dieser Umformung das Symbol a, nur noch in Grund- 
symbolen auf, die vom v'" Range sind. In gleicher Weise liisst 
sich nun mit den weitern Symbolen a,, a,... etc. verfahren und es 
ergiebt sich schliesslich die folgende Darstellung der Covariante C 
e=i 
C= » ¢,(a,a,...dv)" (Gay ..Gy,)...(@¢—14;) *~? | | (1+ Gpe%)"e , 


a e=1 


*) Die Bezeichnung der symbolischen Determinante als ,,Klammerfactor‘ 
wurde von Gordan eingefiihrt. 
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worin die Grundsymbole abgekiirzt durch (a, a, . ..a,) etc. bezeichnet 
sind. Wiahrend nun urspriinglich in der Covariante C im ganzen 


a verschiedene symbolische Klammerfactoren enthalten sein 


konnten, treten jetzt deren héchstens ¢— 1 auf und darin liegt ein 
wesentlicher Vorzug dieser neuen symbolischen Darstellungsweise. 

Es mége umgekehrt der Werth einer Covariaute in Grundsymbolen 
gegeben sein und zwar sei das Leitglied derselben 


C, = [Ta a, + Aa, +--+ 1a), 
k 


dann kann dieselbe durch andere Covarianten linear ausgedriickt werden, 
welche simmtlich durch einfache Klammerfactoren dargestellt sind. 
Da nimlich in jedem Grundsymbole 24, = 0 ist, so folgt 


Ay ayy dy os FAM a= 1, (a,—a,)-++4, (as—a,)+ + +4, (ai—ay) 
und es kann daher die Covariante C, indem alle Grundsymbole in 
dieser Weise umgeformt werden, als Function der Differenzen a,—a, 
dargestellt werden. Durch Entwicklung nach Potenzen und Producten 
dieser Gréssen erhiilt man dann unter Beriicksichtigung des am Schlusse 
des § 8 Gesagten nur Covarianten, die in den Symbolen von Clebsch 
ausgedriickt sind.*) Man hat somit das Resultat: 

Jede Covariante, welche in den Symbolen von Clebsch 
gegeben ist, kann durch solche Covarianten linear dargestellt 
werden, die sdémmtlich in Grundsymbolen ausgedriickt sind, 
und umgekehrt. 

Die Beniitzung der Grundsymbole statt der einfachen Klammer- 
factoren hat nun den Vortheil, dass in den Covarianten weniger ver- 
schiedenartige symbolische Factoren auftreten. So kann z. B. die Co- 
variante 7’ = (ab)*(be)a,’*b;’* c,"", in welcher die zwei verschiedenen 
symbolischen Factoren (ab) und (bc) vorkommen, nunmehr durch 
(a+b—2c)® dargestellt werden, wobei nur das eine Grundsymbol 


a + b — 2c verwendet ist. Bei Covarianten héherer Grade tritt dieser 
Vortheil noch deutlicher hervor. 


§ 10. 


Das Formensystem einer Form unbegrenzt hoher Ordnung. 


Wenn die Ordnung der Ausgangsform f stets héher bleibt, als 
das Gewicht der zu betrachtenden Covarianten, dann sind nach § 8 
alle Covarianten vom Gewichte g und dem Grade ¢ durch die folgenden 





*) Auf diesem Wege kann man auch einen Uebergang vom Leitgliede einer 
Covariante zu dieser selbst herstellen, da nur die Linearfactoren o,.7,-+ a,x, 
nach der Entwicklung passend zuzufiigen sind. 
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P= (Aya, + A, dy +++ + Aas)? 


linear ausdriickbar. Die Leitglieder aller Covarianten von f wurden 
von Sylvester und Cayley Seminvarianten genannt, doch werde 
ich im folgenden den Ausdruck Potenziante gebrauchen, um die sym- 
bolische Darstellungsform dieser Seminvarianten anzudeuten. Es gilt 
demnach der Satz: 

Alle Seminvarianten vom Grade i und dem Gewichte g 
sind durch Potenzianten (A, a, + 4,a, + +++ + A,a;)9 linear 
ausdriickbar. 

Um alle linear unabhdngigen Potenzianten vom Grade i und dem 
Gewichte g zu finden, hat man nun fiir 4,, 4,,...4,; alle méglichen 
verschiedenen Werthe anzunehmen, welche der Bedingung 2A, = 0 


Geniige leisten, und aus allen entsprechenden Potenzianten die linear 
unabhiingigen auszuwahlen. Die Zahl dieser kann aber leicht bestimmt 
werden. Entwickelt man niamlich 

Py = (Aya, + Aya, + +++ + Ava) 
nach Potenzen der Symbole a, und setzt statt afaj>...azi die 
realen Werthe a,,a,,...4,,, daun ergiebt sich 


P, = > Cr (14% y » . Ti) « Ar, Ar, «+ + Angy 


worin die ¢c, Polynomialcoefficienten und (r,7,...7;) die symmetrischen 
Functionen 2 Ay'az?. . . 47% darstellen. Vermdge der Beziehung 
2A, = 0 kénnen nun aber zwischen den symmetrischen Functionen 


(r,7....%;) lineare Relationen aufgefunden werden. Man erhiilt sie 
dadurch, dass man simmtliche (7,7, ...7;) durch die elementaren 
symmetrischen Functionen e, e,...¢ der 4 ausdriickt, sodann e, = 0 
setzt und die andern e eliminirt. Es bleiben dann so viele Terme 
linear unabhiingig, als die Gleichung 


(1) 2u,+ 3u;+:-+-+im=—g 
ganzzahlige Lésungen besitzt, entsprechend der Anzahl der Producte 


ef’ ef... ef von der Gesammtordnung g in den 4. Sei N, diese 
Zahl, dann ist demnach P, durch N, symmetrische Functionen (7, 7,...7) 
ausgedriickt 


Ng 
(2) P, = alr, YT... %) A, 
r=l1 


wobei jedoch nunmehr die Coefficienten A, Seminvarianten sind, da 
sie einzeln der Differentialgleichung (I) §8 Geniige leisten miissen. 
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Da ferner jede der Seminvarianten A, einen Term a,,.a,,... Ay, 
enthalt, der in keiner anderen Seminvariante mehr vorkommt, so folgt 
zugleich, dass diese N, Seminvarianten auch linear unabhiingig sind. 
An Stelle der N, symmetrischen Functionen (r, r,...7;) kann man 
offenbar in (2) auch die N, Producte der elementaren symmetrischen 
Functionen einfiihren, da beide gegeuseitig linear ausdriickbar sind. 
Daher gilt der Satz: 

Entwickelt man die Potenziante (4, a, +-4,a.-+ ++: + Asai 
nach elementaren symmetrischen F'unctionen der 2 und setzt 
2A, = 0, dann erhilt man als Coefficienten alle linear unab- 
hiingigen Seminvarianten vom Grade i und dem Gewichte g. 

Um z. B. alle Seminvarianten vom Grade 3 und dem Gewichte 6 
zu erhalten, entwickelt man die Potenziante 


Do = (4,4, + A, a, + Ayzay)° 
nach symmetrischen Functionen der 4 und erhiilt, nachdem e, = 0 
gesetzt ist, 


Py = — 6° (G)a, — 6a, a, + 154,4, — 104,*)a, 
+ 3e,? (42a, — 64,4,4, — 154,4,4, + 204,4,? — 604, 4,4, 

+ 304,74, + 304,"). 
Daher giebt es nur die angeschriebenen beiden linear unabhiingigen 
Seminvarianten, Bildet man nun durch Einfiihrung von Zahlenwerthen 
an Stelle der 4 specielle Potenzianten: 

(a, + a, — 2a;)°, (a, + 2a, — 3a;)°, ete. 

so kénnen deren nur 2 linear unabhiingige existiren. Wegen der 
kiirzeren Darstellungsweise erweist es sich nun als vortheilhaft, alle 


Seminvarianten durch solche passend gewihlte Potenzianten aus- 
zudriicken. Setzt man zu diesem Zwecke in der Entwicklung 


(3) (Aya, Aa, +P Asai = Dc e° es"... eB, 

fiir die Gréssen 4,, A,, 4,...4; nach und nach solche numerische Werthe, 
dass die Determinante aus den Zahlencoefficienten der B, nicht ver- 
schwindet, so ergeben sich lineare Gleichungen, aus denen die N, 
Unbekannten B, bestimmt werden kénnen. Jede Seminvariante kann 
daher durch N, linear unabhingige Potenzianten linear ausgedriickt 
werden. (Vgl. die Aumerkung am Schlusse). 


§ 11. 
Symbolische Darstellung von Perpetuanten. 


Kine Seminvariante wird reducibel genannt, wenn sie als ganze 
rationale Function von Seminvarianten niederer Grade dargestellt 
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werden kann. Wenn alle reducibeln Seminvarianten ausgeschieden sind, 
so wird noch ein Theil derselben zuriickbleiben, die von Sylvester 
Perpetuanten genannt worden sind. Diese Formen sind in gewissen 
Sinne identisch mit den von Gordan bei Aufstellung vollstindiger 
Formensysteme verwendeten ,,heriibergenommenen Formen“, insoferne 
alle Perpetuanten (fiir die betreffende Form f) in letzteren ent- 
halten sind, 

Die Darstellung aller Seminvarianten durch Potenzianten gestattet 
nun, ohne grosse Mithe alle reducibeln Seminvarianten auszuscheiden. 
Die Potenziante 


(1) (at hat -+aay ya,—0 


ist offenbar immer dann reducibel, wenn die Summe aus einem Theile 
der Gréssen 4, fiir sich verschwindet. Alsdann lasst sich das Grund- 
symbol in 2 Theile zerlegen 


(Ajay ++ $+ Agde) + (Ati dogs + +++ + Ajai) 
und als Binom entwickeln, so dass eine ganze Function von Potenzian- 
ten niederer Grade erhalten wird. Bei Bildung der Gleichungen (3) 
des § 10 wird man daher eine méglichst grosse Zahl solcher reduciblen 
Potenzianten verwenden. 

- Beginnen wir mit den Potenzianten, fiir welche einfach 4, = 0 
ist, und die in Folge dessen durch Multiplication der Potenzianten 
vom Grade i — 1 mit @ gewonnen werden kénnen, so zeigt sich, dass 
fiir alle diese Potenzianten ¢; = 4,-4,-+++4;—=0 ist, wihrend die 
iibrigen symmetrischen Functionen e,, .. . ¢;-, von einander unabhingig 
bleiben. In den Gleichungen (3) des § 10 verschwinden nun alle 
Glieder, welche den Factor e; besitzen und deren giebt es so viele, 
als die Gleichung 
(2) 2p + 3u, toss tim y—i 
ganzzahlige Lésungen besitzt. Sei diese Zahl N,_;, dann sind dem- 
nach N, — N,-; Seminvarianten B, durch ebensoviele lineare Glei- 
chungen auf die in Rede stehenden zerfallenden Formen (1.7% — 1) 
reducirbar. 

In gleicher Weise kénnen nun diejenigen Seminvarianten zur 
Reduction herangezogen werden, welche durch Multiplication der 
Formen 2'* Grades mit den Formen (¢—2)'" Grades entstehen. Wihlen 
wir in (1) 4, + 4, =0, so ergeben sich durch Variation der Zahlen 4 
alle diese Producte. In der Gleichung (3) des § 10 fiihren wir nun 
die symmetrische Function 


(3) ps =| [«, +A,) =>, eg? eg*. . . ef 2r, + 37,4 -+- = 
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ein, indem wir mdglichst viele Producte der e durch p, zu ersetzen 

suchen, und zwar nur solche Producte, deren Factoren B noch nicht 

als reducibel nachgewiesen sind. Da nun p, in den A vom Grade (3) 

ist, so sind N ; 
7 o—(i)~ (3) 


nimmt die Gleichung (3) § 10 die Form an 
(4) (Aya, fee + Ava y=>'e Ges ...6,°=" Bee See eh ei" 3; 


r 


Producte der e durch p, ersetzbar. Dann 


+ po > C.ey e3. ..6* By. 
Tr 


Setzt man darin solche Zahlenwerthe der 2, welche den Bedingungen 
4, +4,=0 und a4, +4,+---+4,;=—0 geniigen, so werden in 
den entstehenden Gleichungen alle Terme mit dem Factor p, fehlen. 
Ausser den schon als reducibel nachgewiesenen Formen B, treten in 
diesen Gieichungen nur die Formen J}. auf, deren Zahl 


me Si -@ 


betriigt und diese kénnen daher auf die zerfallenden Formen (2-i—2) 
reducirt werden. Da die Coefficienten der B’, wenn p, = 0 ist, auch 
linear unabhiingig sein miissen, so folgt auch, dass in den entstehen- 
den Gleichungen die Determinante der Coefficienten bei passender 
Wahl der 4 einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 

Weiterhin kénnen in gleicher Weise die Producte (3 - i — 3), 
(4-¢4—4) ete. zur Reduction der Seminvarianten B’, B’” etc. ver- 
wendet werden. Bezeichnen wir die hiebei auftretenden symmetrischen 
Functionen 


[Te + 4, + 4s), TT. + 4, + 43 + 4,), ete. 


durch p,,p,,.-.p, fiir ein gerades 7 (bez. p, _, fiir ein ungerades i), 


z as 
dann kann die Gleichung (3) des § 10 schliesslich in folgende form 


gebracht werden 
(5) (A, a, + +++ + Ajai’ 
=R+6-p,-py---p,; (%=) > oe + C,. 
e 7 r 


Darin enthalt R alle reduciblen Seminvarianten, wihrend die ormen 
C, die eigentlichen Perpetuanten sind. Dass diese irreducibel sind, 
folgt daraus, dass bei dem eingeschlagenen Verfahren sdémmiliche Pro- 
ducte aus Perpetuanten niederer Grade zur Verwendung gekommen 
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sind. Um die Zahl der Perpetuanten C, zu bestimmen, suchen wir 
zuerst den Grad des Factors 


P= C+ Pos Dy ++ +D; ("=) 
7 = 
in Bezug auf die 4. Dieser ist 


. : i 
(i) +) +-43(4)=12 ~ |= 2'-'— 1 wenn ¢ gerade, 


und 


(1) +(3) tot (i 1)= ; 2' — 1 = 2'-1 — 1 wenn 7 ungerade, 


somit in beiden Fallen 2‘-'— 1. Daher ist die Zahl der Formen C, 
einfach Nay? 

Die Zahl der Perpetuanten vom Grade i und dem Ge- 
wichte g ist gleich der Zahl ganzzeahliger Lisungen der 
Gleichung 

2 tty + Sus +--+ - tim y— 23+ 1, 

Dieser Satz wurde fiir die einfachsten Fille i = 3, 4,5 von Cayley 
Amer. Journal of Math. Vol. VII, bewiesen, der allgemeine Beweis 
wurde — mit anderen complicirteren Hilfsmitteln — von Mac Mahon 
ebenda Vol. VII und VIII gefiihrt. 

Die entwickelte Methode kann jedoch nicht allein zur Bestimmung 
der Zahl der Perpetuanten dienen, sondern es lassen sich auch diese 
Perpetuanten selbst in Gestalt von Potenzianten sofort anschreiben. 
Wihlen wir in (5) die Zahlen 4 so, dass die Potenziante links nicht 
zerfillt, dann wird auch das Product ¢; . p, . p, ... nicht verschwinden. 
Kis lassen sich nun offenbar N_,i;-1,, solcher Gleichungen bilden, aus 
denen die Perpetuanten C, linear durch die gewiahlten Potenzianten 
ausgedriickt werden kénnen. Diese Gleichungen sind nun ganz analog 
den Gleichungen (3) des § 10 zu bilden, wenn dort das Gewicht gleich 
g — 2'-1-++ 1 angenommen wird und wenn keine der Potenzianten 
zerfallt, Sind jene Gleichungen auflésbar, dann sind es auch die 
Gleichungen (5), Daher kann man sagen: 

Wenn alle linear wunabhingigen, nicht zerfallenden: 
Potenzianten vom Gewichte y = g — 2'-' +- 1 durch 


(Aa, taMayY, (a,%a,+-+--AMa)y, ele. 
dargestellt sind, dann sind 
(AMa;pe +A Ma), (ayP%a,+---+4@a,)", ete. 
alle Perpetuanten vom gleichen Grade i und dem Gewichte g. 


— 
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§ 12. 
Das ternire Grundsymbol. 


Auch die Covarianten von Formen mit mehr Veriinderlichen lassen 
sich in derselben Weise symbolisch darstellen, wie dies im Vorigen 
fiir Covarianten von biniiren Formen durchgefiihrt wurde. 

Sei f eine terniire Form, dann kénnen Contravarianten und 
Zwischenformen von f dadurch aus der Betrachtung ausgeschlossen 
werden, dass man in allen Covarianten zwei Reihen Veriinderlicher 
«und y zuliisst. Denn jede derartige Form geht durch die Substitutionen 


Uy = Z2Yy — TyYoy Up = Y,%3 — LyYg, Uy = XY. — TY, 
in eine Covariante mit 2 Reihen Verinderlicher tiber. 

Zuniichst transformiren wir nun mittelst des Aronhold’schen 
Processes die Covariante C in eine simultane Covariante der Potenzen 
(a2, + a,%, + b, 45)", (ety, + ay %, + b, 25)", ete. 
so dass C in den Coefficienten jeder derselben linear wird. In dieser 
Gestalt geniigt der Coefficient C, der héchsten Potenzen von x, und 

y, den 9 partiellen Differentialgleichungen 


6C, ' eee > 2 
— == (7. —— a, = 0 ath ome () 
Biz tom g- Ces du, : da," : 
r 


7 
- r 


ec, oc, ' ac, 
a—— by == > a— Oy = 9. C =— b, =0 
(1) aia ” : = da,” 0? a, ’ 


r 





r 


oc, 6Cy oC, 

—-—_— ==) no == () - -- . == 
Pe —. Zz — a ab, Or =9- Uy. 
r 


r r 


Da nun C in den Coefficienten von f homogen ist, so kénnen die 
Symbole «, entbehrt werden und man darf daher a, =a, =---=1 


setzen. Dadurch reduciren sich die 9 Differentialgleichungen auf die 
folgenden 6: 


aly — Oy = 'y OG — | 
Zz 4a, 0, a 64, dr = 9 Uy, z é4,. b,=0, 
r r 


r 
(2) > 2 3 
oy ae 0) ac, a ie 0 y) aC, b =e f C 
— ? ab, a eb, r= IJ%- 
r 7 


7 r 


Setzen wir nun fest, dass C, sowohl in den a, als auch in den b, 
homogen vom Grade g sei, dann wird die 2'* und 6'° Differentialgleichung 
iiberfliissig. Ferner mége C, durch die Substitutionen 


a, —@ = 4,, Gd, —A, = 4,,...4— 4, =a, 


aie ee ee ae eer ee 
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in eine ganze homogene Function der Gréssen a’ und b’ iibergehen, 
dann ist auch die erste und vierte Gleichung erfiillt, Es bleiben daher 
nur noch 2 der Gleichungen (2) iibrig, die nach einfacher Transforma- 
tion auf die Gréssen a’ und b’ die Form annehmen 


S12 y 9 8G ge — 
(4) 2) a0 0, Da =O. 
Die allgemeinste Lésung dieser beiden Gleichungen ist die ganze 
homogene Function der Determinanten a,b, —a,b,, welche in den 
a und Db’ bis zum Grade g ansteigt und die in folgender Weise gebildet 
werden kann. Zunichst ist ersichtlich, dass die bilineare Function 


Andy + th + Aa; A, bo +--+ + a:b; 
Wy Qy > Wis = fad,’ + +++ + wid; | 
eine Lésung der Gleichungen (4) ist. Jede andere Lésung derselben 
Ordnung kann nun aus dieser dadurch erhalten werden, dass man die 


Zahlen A und w zweckmiissig variirt und aus allen entstehenden Func- 


tionen die Summe bildet. Da niimlich zwischen den Determinanten 
der Matrix 


Adu —_ 





| 
| 


[Ay Ay = ++ de 
|My Hy + +. Mi | 
keine lineare Identitiit stattfiudet, so liisst sich die allgemeine bilineare 
Lésung von (4) in der Weise 
A’ = Aj+¢,A; +:--: 

aus speciellen Lésungen zusammensetzen. 

Jede Lésung von héherer Ordnung kann nun ebenfalls als Function 
der A}, dargestellt werden. Denn sei p eine ganze homogene Func- 








tion der (' 9 ') Determinanten ab, — a; b,’ von der Ordnung g in 


den a’ und 0’, dann besitzt dieselbe genau ebensoviele willkiirliche 


Constanten, als die Potenz Aj% linear unabhingige Terme enthiilt. 
Bringt man nimlich Aj, in die Form 


, a, a,| |a- As 

Aj, 2 a aoe 

und erhebt zur g' Potenz, dayn wird zwischen den Producten der 
Determinanten 4,4, — 4,u, eine gewisse Zahl linearer Relationen statt- 
finden. Ganz dieselben Relationen finden aber auch zwischen den 
Producten der Determinanten a; b; — a, bj statt, und es reducirt sich 
die Constantenzah! von m um die gleiche Grosse. Daher gilt der Satz: 
Jede Lisung der Differentialgleichungen (4), welche von 

der gf Ordnung in jeder Variabelnreihe ist, kann durch die 
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g" Potenzen der einfachsten Lisungen Aj, linear ausgedriickt 
werden. 
Kehrt man nun durch die Substitutionen (3) zu den Symbolen 
a, und 6, zuriick, dann wird aus A}, das terndre Grundsymbol: 


di, 0 Ava, + +++ + Aa; Aid, +e + Ad; 
' A i i 2D is 
mit den Bedingungen 
ee 
Hy Me bess oi = 0. 
Es hat auch hier keine Schwierigkeit, den Zusammenhang dieses 
Grundsymbols mit den Klammerfactoren von Clebsch herzustellen. 

Ist die Ordnung von f unbegrenzt hoch, so dass stets n > g bleibt, 
dann wird der Coefficient C,, der den Gleichungen (1) geniigt, eine 
terndre Seminvariante genannt. Es ergiebt sich aus dem Gesagten 
dann unmittelbar der Satz: 

Alle terniiren Seminvarianten vom Grade i und dem 
Gewichte g sind durch die g'” Potenzen des terniren Grund- 
symbols A, linear ausdriickbar. 

Es erweist sich daher auch hier zweckmissig, alle Seminvarianten 
durch solche terniire Potenzianten Aj, darzustellen. Die Behandlung 
der iibrigen Fragen, wie Zahl der linear unabhingigen Seminvarianten, 
Darstellung der Perpetuanten etc. kann dann in thnlicher Weise durch- 
gefiihrt werden, wie dies fiir biniire Formen oben geschehen ist. 


Miinchen, im Januar 1890. 


Anmerkung. Der in § 10 und weiterhin dfter beniitzte elementare Hilfssatz 
lautet: ,,Sind die Functionen g, g,...,, der Variabeln 2, 2,... a; linear un- 
abhingig, dann kinnen stets fiir die x m Werthereihen ae?) ae al) 3; i= 1,2, ...m 
gefunden werden, so dass die Determinante aus den entsprechenden Functionen 
g. 8 g?) 4=1,...m nicht verschwindet.* Der Beweis folgt aus dem Um- 
stande, dass das in Bezug auf eine Reihe der 2 identische Verschwinden der 
Determinante bez. einer Unterdeterminante eine lineare Relation der @ zur Folge 
haben wiirde. Auf diesen Hilfssatz stiitzen sich auch zum Theil die Entwicklungen 
des § 12. Denn es jist deutlich, dass die allgemeine Function a,y, + ---4a,,y,, 


aus den speciellen Functionen z, = 9) y, +---+ oy, in der Weise erhalten 
werden kann: 


Qyi + + 2.9 ok anYm = Dy 2s oh by + "?2 ot b, em: 
Wihrend demnach zwischen den Functionen g; Relationen von hdéherer als der 
ersten Ordnung existiren kénnen, kann dies fiir die Combinationen 
bgt) +--+ 0d, 9 
nicht mehr stattfinden , vielmehr miissen dieselben — bei willkiirlich gedachten b — 
als villig unabhiingige Grissen betrachtet werden. 
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Anmerkung zu §9. Zu der angegebenen Umsetzung eines Productes von 
Klammerfactoren in Grundsymbole ist noch zu bemerken, dass im Resultate unter 
gewissen Umstiinden ein Symbol a, in einer héheren als der ne" Potenz auf- 
treten kann. Wire z. B. die Invariante j = (a, — a,)* (a, —a,)? (ag—a,)* einer 
Form 4** Ordnung durch Grundsymbole auszudriicken, so wiirde in den einzelnen 
Summanden des Resultats jedes Symbol a, und a, bis zur 6" Ordnung vor- 
kommen, was im Allgemeinen vermieden werden muss, Es geschieht dies leicht 
dadurch, dass man zum Producte p, nur einen Theil der Differenzen a, — a, 
hinzunimmt, wiihrend die tibrigen entweder ganz unveriindert gelassen oder 
spiiter zu einem der andern Producte p,,p3,... zugezogen werden kinnen, Die 
Invariante j wiirde z. B. unter Beriicksichtigung dieses Umstandes ihre Form bei- 
behalten, ein Fall der nicht ausgeschlossen ist. Dagegen liisst sich z. B. die 


Covariante (ab)* (ac)* (ad)b® 8 d& durch Formen (A, a4 ++ Ag Gy + Ag Gy Ag y)? 
linear darstellen, Jeder specielle Fall erfordert daher eine kleine Modification 
des beschriebenen allgemeinen Verfahrens, 











Zur Bestimmung der Anzahl Primzahlen unter gegebenen 
Grenzen. 


Von 


Franz Roget in Briinn. 


Im ,,Archiv der Mathematik und Physik“ 2. Reihe, T. VII, 1889 
S. 381 wurde vom Verfasser fiir die Anzahl %,, der Primzabhlen 
Pp, = 1, p, =2,..., welche nicht grésser als eine gegebene Zahl m 
sind, folgender Ausdruck angegeben: 


(1) m= |m| PP (— )tm 15 pa < 1m < pags 


wo das eingeklammerte |m| symbolisch anzeigt, dass nach vollzogener 
Multiplication der » — 1 gliedrigen actorenfolge jedes Glied noch vor 
der Reduction mit |m| zu multipliciren und dann 














l l 1 - m 
ae P,P,-++ |? 
d. h. gleich der gréssten in dem Bruche = enthaltenen ganzen 
¥ wee 
Zahl zu setzen ist, wobei schliesslich folgender Ausdruck entsteht: 
Yn —m — |||] || 
Ye | Ps | Pa | 
| m | m | m 
Pers \+| Pers + PsP | + 
i; m | 
a ee n—1. 
| P2PsPs | + 


Diese Formel (1) ist noch einer weiteren Umgestaltung fihig, 
deren Zweck es ist, durch Verminderung der Factorenanzahl » — 1 


in | [ aie Rechnung zu vereinfachen. Durch die Reducirung dieser 
2 


Anzahl auf ein Minimum und woméglich durch Eliminirung des Pro- 
ductes | m |] [ son ein recursiver Ausdruck fiir %,, geschaffen werden, 


welcher Aufschluss iiher die Beziehungen verschiedener &% geben wird, 
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1. Vor Allem muss bemerkt werden, dass die nimlichen Schliisse, 
welche zur Formel (1) fiihrten, es erlauben, den Ausscheidungsprocess 
aller Primzahlen < als die gegebene Zahl ¢ bis zur letzten py, fort- 


zusetzen, wodurch die Grenzen von | | erweitert werden. Es ist 
offenbar: 


ay) & lef (1 a) +a! 


n 


( 
- lf [(.- eas n= 
( 


2 
n-+y¥ 


=\e\f[(a- ~) * n+v--1 (wo v<UA,—n) 


=\ePP0-2) 40-15 


denn die grésste Primzahl < ¢ ist offenbar py,. 
Durch Gleichsetzung des urspriinglichen mit dem letzten Ausdruck 
fiir A, entsteht: 


(2) ET (: —3,) oh 


Ks ist einleuchtend, dass die obere Grenze %, beliebig vergréssert 


werden kann, ohne den Werth von ] | zu veriindern. Factoren 


(1 _ > ) , welche Primzahlen entsprechen, die >< sind, kinnen 
selbstverstiindlich keinen Einfluss haben, da | = | ==, wenn p, > @ ist. 


In ihrer allgemeinsten Form lautet daher die Gleichung (2): 


(2*) i FP (1-3) =. 


Nach dem leicht zu beweisenden Satze 


3) TT. —3) =f -| 200 


welcher fiir jedes n < A, giltig ist, kann geschrieben werden: 


n-+1 II n 
| 8 
wal 5.) telat 


Mathematische Annalen, XXXVI. 20 
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nun ist auch 


niet 
2 
eall-2)- 


Dieser Satz gilt auch, wenn die obere Grenze o9 ist; ein specieller 
Fall ist 


(4) 


woraus: 


(4) 


* 2 


a,—1 
2 
Py, 


| LTC-3)-" 


Durch wiederholte Anwendung des Satzes (3) ergiebt sich: 















































n 
SSS 2 2 ee / [= 2 
Pati | Pa2 Pati - Pris 4 : 
[ 2 | = 2 ee See | ee a: | z -| 
Pati | | Papo] | Pats} | Papis Pre) | PntisPrts; | Pn4o-Pn+s| 











n 
Zz | 1 
—_ . 1 — —} = 3. 
+ Prt PnisPris ] IT( x) 


u. Ss. W. 


2. Um nun die Grenzen von / | einzuengen, kann der Satz (3) 
vortheilhaft beniitzt werden. Es ist 


n n—1 n—l 
a.—=\2|f f+n—1=\«f [—\|2\JJ+n-1, 
‘ 2 2 2 


n n 
wobei abkiirzungsweise | | fiir | [C ey gesetzt wurde; ferner 
2 2 7 


hat man 
n—1 
$= |[[+"-2, 





ae 
Pr 





2 


Pr 


W 














weil n —1>~™’, wo py < V2 ~ < pn'41; hieraus ist: 


i/- t = |—(@—2); 
2 


le 


dies in A, gesetzt, giebt: 
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n—1 
x —=lel[ [—%| 5 
2 


und ebenso folgt durch wiederholte Anwendung des Satzes (3): 


+n—-1+n—2 





n—l1 


a —lel [J —%| 
2 


(5) X—=1e1[[—SPu|z]+0- ee ed 


2 vy-+1 





Zz zZ ‘ 
pea tec tbe tte 


Die Zerlegung von elf] nach Satz (3) kann nur dann mit Erfolg 
2 


fortgesetzt werden, solange p,_1 > Vt ist; es wird aber endlich als 


obere Grenze eine Zahl m hervorgehen, fiir welche p, < V = < Pmt 
m+1 
sein wird, oder p® p, 41 << p> 44 und weil pn < Pm41, umsomehr 


(6) P, <#< Pris 5 


Dem entspricht: 
n m—1 
+(2)-("2'): 


, &z 
(7) w= lei [T-2\ 5 
m+1 

Diese Formel lisst sich durch einfache Substitutionen in jene iiber- 
fiihren , welche Meissel in den ,,Mathematischen Annalen“ Bd. II u. III 
fiir die Anzahl gegeben hat; in derselben wird die Kinheit nicht mit- 
gezihlt (p, =2, p. =3...). Die Ableitung mittelst Ungleichungen ist 
eine bei weitem umstiindlichere als die hier gegebene; sie hat den 
weiteren Nachtheil, dass sie keine Handhabe zu wiederholten Um- 
gestaltungen derselben Formel (7) darbietet. 

Je grésser die gegebene Zahl ¢ ist, desto vortheilhafter wird die 
Anwendung obiger Formel, weil mit wachsendem ¢ auch der Unter- 
schied zwischen m und » sehr rasch zunimmt. 





Z. B. fiir 2 = 1000 ist m= 12, m— 5, 
=10000 , = 2%, = 9, 
=100000 , = 67, =), 
=1000000,, =168, =—26. 


3. Um die Reihe der Theiler p,...y, noch weiter zu reduciren, 
wird wieder Satz (3) angewendet, dann ist: 


20* 
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m—1 m—1 n 

—ee =e 2 _ So 2 m\  (m—1). 
(8) u—l2| [] | Pas I] 45, +(3) ( 2 ) 
Nun lisst sich auf das zweite Glied rechter Hand sofort die Formel (5) 


anwenden, weil stets m— 1 < m' ist, p, <fz - < Pn'413 denn es 


gilt auch: pn < 2 < pmii. Wenn in ersterer Ungleichung statt pm 


das gréssere j/z gesetzt wird, so ist pay: > 2 > pm, daher wirklich 
n +1>m oder m—1< wm. Es ist daher gestattet zu schreiben: 


2 zZ | z | 
" =< | Pra | IT “a 1 Dn Pr 


Da n' > m ist, so kann die untere Grenze von P die obere nie tiber- 
treffen. Aus (9) folgt: 


m—t1 n’ a , 
eta -O +79), 
dies in (8) gesetzt, giebt: 
(10) %, =| [I- a4 -3a, rast +(3 ») +($)— ee 
ia * i . : 


Ist 2 = p> + @ und = < p,?—p*, unter p, p, zwei aufeinanderfolgende 











no —1+---+m—2. 











Primzahlen verstanden, so ist p, <y 25, weil pm <)/p>+ a, 


daher =p ist, somit py < / p+ = < Poi und py=p—pn, n =m, 
In diesem Falle besteht also die Summe >=% ad nur aus einem 
m Pm 


einzigen Gliede. Im Allgemeinen umfasst dieselbe im Verhiiltniss zu z 
nur sehr wenige Glieder, so ist z. B. fir ¢z=1,000,000: m= 26 n’=27 


md a Da & <p,?— p? und ¢= p+ a, 


so ist 2<p,>p. Wenn also p*? < z¢< p,?p ist, so folgt immer 
m=n. 
Das symbolische Product liisst sich weiter zerfillen und so be- 


handeln wie |z| | [: es entsteht: 
2 











5) 


es 


sh 


r- 
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(11) %, =\«\[T- Sut -sas 5 -> a 


m—1 a— 


+ (8)+(G)+(2)— (3 ')— ("2") -(CR") 


Pn’ <y > py < Pert 


Da Pui < Pm, 80 ist Vy > y=. » folglich auch n” >n’; ferner 


m Pn—1 
n 

ist x’ >m, umsomehr n” > m — 1, die obere Grenze in >’ ist mithin 

m—1 

grésser als die untere, daher ist die Summirung ausfiihrbar. 
Diese allmihliche Verminderung der oberen Grenze m wird im 
allgemeinen nicht bis zum Verschwinden derselben, sondern nur bis 
zu einem gewissen Grenzwerth k getrieben werden kénnen. Ein be- 


liebiges | w | wird ja nach Formel (5) sich nur dann durch Au 
5 
2 


darstellen lassen, wenn s> 6, Pe < Vu < pou ist. In Folge des 
bisher befolgten Vorganges wird rs —| immer grésser, weil der Theiler 
pr immer kleiner wird, wiihrend die obere Grenze fortwihrend abnimmt. 
Fiir die Grenze k wird nach dem leicht zu erkennenden Bildungsgesetz 
der Formel (11) offenbar: 


m—-k nl”) m— 


(12) 4 =e] L- 25 eS ae a ta(") 
2 +1 1) m-+}t Pu- oy r 
m k—1 
=. k-+1 k k 
Hierin entstand | z IT aus |z| [ / =|s| [ [- “le IT: asia 


[ T mittelst der Formel (5) durch U5, “— ausgedriickt werden 
1 





| Pow | 
konnte, musste p, < Vx < par Oder PEP.» <2 < Miyy und um- 
somehr 


(13) pe <2 < pry oder pp <2 < pays 


sein, wodurch die Grenze k definirt ist. 
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4. Die Formel (12) bietet nun wieder analog wie bei (5) das 
Mittel dar, das Gebiet der Primzahlen-Theiler p,, p,, .. 
zuschrinken, Es ist 


“iT =\11- (UT 


das negative Product kann durch %, mittelst einer der Formeln, 
Px 

welche aus (12) durch die Substitutionen k = m—1, m— 2,...k 

hervorgehen , ausgedriickt werden. Ein Reprisentant dieses Systems ist: 


. weiter ein- 





= 
Py 





nl?) 
(14) Ue—|e| IT 24 aa Ss > of mI i 
1 m—9fl 


+3 (2)- 5) ("3"). 


worin « alle ae von m bis k annehmen kann. Die Bedingung, 


unter welcher Fal durch &, mit Hilfe dieser Formel (14) aus- 
PR 
gedriickt werden kann, ist gegeben durch die Ungleichung k —1< ik’, 


— 
wo py < Vi< Prii ist. Nun ist 
™ ey 
Pr < yz < Pepys, und py < Vz < Pr4+i; 
k 
setzt man hierin statt p, das gréssere j/z, so folgt V rz =/2< prs, 
Vz 
mithin p, < j/z < preys und K —1< Fk. Die Bedingung wird daher 
thatsichlich erfiillt. 


Setzt man an Stelle von m und n die sich auf 2 








beziehenden 
| Pe | 
Grossen m, und ,, ferner x = k — 1, so folgt: 
m,—k+1  n,(”) 
v r § wd 
oy E+ 34; ar a 2° a yt Pk Pr 


Fe Pe(8)-CF 9. 


dies 1— 
da ferner pn, < / = < Patis Pm < Vz < Pm +i, SO ergiebt sich: 








as 
n- 


n, 
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k—-1 m—k nf) 
2 2 
a.=lel ff — Dey 345-3} >? x 
= | | : P, P,P, P aoe Pa vi P, 
my— ¥) m 
i—k+1 on, ‘ b(n) 4 »—k+1 ("s”) 
>> > >} ‘ 
Pry, — = Py a ? 


m,—¥+1 


-@)-()+0s 403) 


Beriicksichtigt man, dass n, = n\—*+), so liisst sich das 4. und 


5. Glied auf der rechten Seite der Gleichung vereinigen und es kann 


kiirzer geschrieben werden: 


m nly 
(16) %, -' []- ya; 7 > > 4 ——2 


mol Pr—v41 P, 


m—k+1 — n,) m,—k+1 


FS aa t BCG) CY) 
-(6)-)+05 4039) 


Ebenso wird gefunden: 


sine v r 9 














m—k+2 =n”) 
(17) A, = |2| [ T|- >; a 2 -> = 
1 m—v-+1 Pm di Py 
my—k+1 1, (¥) au-bte  «(? 
-> yx - D> 21S SS 
nl myaee Pry, —v41 Px Py i moh Prnyp—v1 PR iPr 


my —k-+1 


+ So) +>! CH") + SF (4) 
~(3)- (3) - (8) +03 ')+ 03°) +05") 


2, <= gim—h+2) | ni”) — nm), Dn, <V a < Pati» Pm, <j x < Pe}: 


U. s. f. Schliesslich kommt, mit einfacher Reduction: 
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h n m—h nl”) 
(18) % = |2| [ [—Sru = - >: > 4 
P, Pm v1 p 
2 h+1 1 m—*+1 
. 
k—h My +H nl”) k-h My RAH 
| ~ ny” 
a. 2 > x : +> > (3) 
— ——s)  —c) i 
1 1 my —V+1 Pry rt Pe—pti Pr 0 v 


Pr< yz < Purr 


Die Grosse h kaun iibrigens alle Werthe h = k—1,...4-+1, han- 
uehmen, 

Mit Hilfe der Formel (12) liesse sich dieser Ausdruck nicht weiter 
entwickeln; es miisste zu diesem Zwecke die Formel (18) selbst heran- 
gezogen werden. 

Kin Vergleich der bisher gewonnenen Lesultate dieser, durch die 
Gréssen n,m, k,h, ... markirten stufenformigen Entwicklung, lisst 
ein allgemeines Bildungsgesetz deutlich wahrnehmen. Fiir irgend eine 


Stufe ¢, (p, < Vi < pews, g eine ganze Zahi), ist 


m—ec ni") 
(19) Wz [I->*, saa 2 a * 7 
c+1 mv I baie 


¥ 
— =! mu —k+u nv ) 


> > > at” ——= ec ec 
ar al rm, —v-+1 Pn M+ Pr 


Muy v+l 


Rates PAPO 


Es liegt in der Natur der Sache, dass der Unterschied zweier un- 
mittelbar aufeinanderfolgenden Stufen mit fortschreitender Entwicklung 
ziemlich rasch abnimmt. Dieses Verfahren findet selbstverstiindlich 
seinen Abschluss, sobald die Stufe 9 — 1 erreicht wird. 

Im Folgenden soll nun eine Methode gezeigt werden, welche das 
vollstiindige Erschépfen des Theilergebietes p, ..., entbehrlich macht. 

5. Die Gleichung 


(20) —| 


i 


| 
+ | ae a 


ist stets, aber auch nur dann richtig, wenn der Rest | 





> 


> rae Sie 
ist unter allen Umstiinden giltig, wenn ¢ durch b theilbar ist. Dieue 





| 
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Satz kann sofort auf das Product |a| II = la\ (1 — i “(1— a 


angewendet werden, wenn eine Zahl c << a@ gefunden werden kann, 
welche durch 2.3... p;=f; theilbar ist, Ein wirklicher Vortheil 
fiir vorliegende Zwecke wird jedoch nur dann erwachsen, wenn die 
Differenz a—c moglichst klein ausfallt, Es kommt demnach darauf 
an, die gegebene Zahl zg zwischen Vielfachen von Primzahlen- 
Factoriellen 2.3... -1. p; so einzuschliessen, dass 
oe 20 Pi-1-B << B<K (A + 1) a + Pers <1 es a < Pits 

ist; selbstverstiindlich giebt es unter dieser Bedingung nur eine einzige 
Factorielle f;. 

Wurde nun zur Bestimmung von %; die obere Grenze m von 
s| IT bis auf ¢ reducirt, so ist MX, == 2 [[+ 6; zieht man davon 


2 


p(A.fi) =4.-fi []. so ergiebt sich: 
(20%) A. — pdf) =(@ —A.fi) I] +o 


Dass sich dieses Product ungleich leichter bestimmen lisst als |z| I iE 


liegt auf der Hand. 

Fiir alle Zahlen von 7— 24 und von 31 — 48 ist die Factorielle f, 
aller Theiler von p, bis yp, kleiner als die Zahlen selbst; fiir alle 
andern Zahlen ist dies nicht der Fall. Der Unterschied zwischen 
einem Primzahlenquadrat p,? und der entsprechenden Factorielle /, 
wiichst mit zunehmendem  ausserordentlich rasch. 

In Wertheim’s ,,Zahlentheorie ist ein Beispiel fiir z= 1000 
nittelst der Meissel’schen Formel ausgerechnet zu finden. Das Product 


|1000| II wurde direct berechnet; es besteht aus (1)+ (5) +: 


+ (i) = 24 — 1= 15 Gliedern. 


Mittelst der Herbeizichung von f; = 2.3.5.7 = 210 wird 
die Rechnung einfacher. Es ist 4.210 < 1000 < 5. 210, 


som TT] = |1000 — 4. 20] + 192 = 160 [T+ 192 


= Aieo— ray | [+192 = 38 —5 4.3 4 192 — 228, 
2 
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Je niher die Zahl z einem Vielfachen von f liegt, desto vortheilhafter 
ist die Beniitzung desselben. Am einfachsten wird sich die Ent- 
wicklung fiir z=/ geben. Sei beispielsweise z= 2.3.5.7.11—2310—f,, 
so ist hier p, = 47, n= 16, pn» =13, m=T, py = 13, n —T7 und 
nach Formel (10): 


ogg = 1.2.4.6 .10 ->a% oe a SP +(2)+ (3) ~ (>) —(3) 


= 480 — Air, — Wiss — Arar — Asoo — Ary — Ary — Age — Ase 
— A;3 — Ay — Ay, + 116 

= 480 — 261 + 116 = 335. 

Bei der Aufstellung einer Primzahlen-Tafel diirfte es sich empfehlen, 
von diesem abkiirzenden Verfahren behufs Verification der Primzahlen- 
Zeiger (n in p,) Gebrauch zu machen. 

Liegt die gegebene Zahl niiher bei (4 + 1) /f; als bei Af;, so kann 
der Umstand beniitzt werden, dass (4 -+ 1) /;— 1 durch irgend eine 
Combination ohne Wiederholung ¢ der Primzahlen von p, bis p; ge- 
theilt, den grésstméglichen Rest C — 1 giebt. Daher lisst sich auch 
in diesem Falle die Formel (20) anwenden; es ist dann: 


‘lat NA-UP] -i [J 1+ NA—1—al fT 


Nun bezeichnet allgemein || IT die Anzahl Zahlen <u, welche 


2 
durch keine der Primzahlen von p, bis p, theilbar sind; da aber 
(A+ 1) unter diese Zahlen offenbar nicht gehért, so folgt 


@+Ds-UfP=@4+nAi [[ =@4+0.1.2.4...(n—0 


und 
(21) |e|f J=@41)1.2.4...@—)-lat)fA—2—-Uf Te 


Endlich kann auch die Formel (4) behufs Abkiirzung der Ent- 
2 | 

ae | <uU<papi— 1 

Pata = ys 

ist. Denn die kleinste, mittelst der Theilerreihe p, ... p, bestimm- 

bare Anzahl %, ist die fiir die Zahl p?, wihrend die grésste die fiir 

p,,—1 ist. In beiden Fallen ist nach Formel (4): 


Fi II- ——— =| [T= (on [] = 


Pati) 


wicklung mit Vortheil angewendet werden, wenn 





(22) 
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2 
Wenn daher in (20*): Pan <2— Afi < pi41— 1 ist, so folgt: 
i+] 
: 2 
\e—afif [=1, und wenn in (21) | Pi <ati — ee 
$ Pita) = 


ist, folgt ebenso: |(4-+1)f,-—2— if] = 1. Allgemein, wurde 
2 
lal] auf \u| [ J reducixt, und ist p,< Vu< pois, ferner g<i<X%,, 
2 2 
so ist nach Formel (1*): |w = %,—i+1. 
I TT 


Salzburg, im September 1889. 








Ueber ein System linedirer Gleichungen, welches in Verbindung 
mit einer ebenen Curve 3. 0. auftritt. 


Von 


J. Rosanes in Breslau. 


Wenn a,|a,|a, die Symbole in der Gleichung einer ebenen Curve 
dritter Ordnung C,, «,|«,|@, die ihrer Hesse’schen Covariante H be- 
deuten, so lisst sich die bekannte Salmon’sche Identitit dahin aus- 
sprechen, dass die cubische Contravariante (a«w)* in den Variabeln 
u,|%.|u, identisch zu Nuli wird. Diese wichtige Beziehung zwischen 
den Coefficienten von C, und H, welche mit einem Schlage in die 
einfachen Lagenbeziehungen zwischen den Schnittpunkten jener Curven 
Einblick gewihrt, wird aber in der Regel durch Einsetzung der Werthe 
fiir die Coefficienten von H verificirt. 

In seiner Abhandlung ,,Sulle cubiche ternarie sizigetiche‘‘ (Collec- 
tanea Mathematica, ed. L. Cremona et E. Beltrami, Roma 1881) geht 
Herr Battaglini umgekehrt von dem Ausdrucke P = (agu)* aus, in- 
dem er ihn zur Definition derjenigen Curven dritter Ordnung benutzt, 
deren Symbole g; den Ausdruck P identisch zu Null machen. Dass 
C, selbst dieser Forderung geniigt, ist evident, ebenso dass die Existenz 
einer zweiten Lésung die einer zweigliedrigen Gruppe von Lésungen 
zur Folge haben wiirde. Von ihr beweist Herr Battaglini, dass sie 
den sogenannten syzygetischen Biischel bildet. 

Da aber Herr B. einen Beweis dafiir, dass die Aufgabe wirklich 
mehr als eine Liésung besitzt, nicht mittheilt, so méchte ich mir 
erlauben, auf diesen Gegenstand und gewisse andere hier nur anzu- 
deutende Fragen mit einigen Worten einzugehen. 

Bildet man aus den Symbolen a, | a, | a, 0; | Q@. | @3 zweier un- 
bestimmter cubischer terniirer Formen (Curven) C, ,, und den Variabeln 
U,|U_|u, den Ausdruck P= (agu)'’, so fihrt die Forderung P= 0 
zu den 10 in den Coefficienten von C, und [, bilineiiren Gleichungen: 


(a @),* =0, (a @).° = 0 ? (a@);° — 0, 3(a @),?(4@)» — 0, 
(1) 13(a9)2(ae)s = 0, 3(a9),2(ag =, 3(a9)s? (ae), = 0, 
3(a@);?(@e); =9, 3(a@);*(ae),=9, 6(a@), (ag). (4e); = 9, 
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worin (ag); die Adjuncte von w; in der Determinante (agu) be- 
deuten soll. 


Bezeichnen wir die linken Seiten in (1) in der gegebenen Folge 
kurz durch ©), 0,, ...,@, und die Coefficienten von [, in ent- 
sprechender Folge durch &,, &,,..., &, so diirfen wir setzen: 


(2) = Sak (b= 0,1,...,9) 


wobei die Summation sich, wie alle folgenden auf die Zahlen 0,1, 2,...,9 
erstreckt. Durch Einfiihrung der 10 Unbestimmten »,, ,, ..., my und 
ihrer Symbole h, | h, | hg durch die Gleichungen 


No = hy®, 1 = hy, - +) Ny = Ny hgh, 


>) 2% =>) pinkim = (aeh). 
k i,k 


Fasst man in dieser Gleichung die Buchstaben h; als mit 9; iiquivalente 


Symbole von [, auf, wodurch = & wird, so folgt fiir beliebige 
Werthe der Indices 7, & die Relation 


erhalten wir: 


Dik + Pei =O, 

d. h. die 10 Gleichungen (1) bilden riicksichtlich der Coefficienten von 
T, ein ,,schiefsymmetrisches“ System (gauche symétrique). Da sie 
aber, wie oben bemerkt, eine gemeinsame Lisung jedenfalls besitzen, 
d. h. ihre Determinante gleich Null ist, so miissen nach einem be- 
kannten Satze aus der Determinantentheorie auch siimmtliche ersten 
Minoren verschwinden, m. a. W. 

Das System (1) steht in ,,2weifacher Abhdngigkeit™, die 
Liésungen desselben bilden eine zum Mindesten zweigliedrige Gruppe. 

Es giebt sonach zu einer gegebenen C, einen Biischel von [, 
derart, dass (agu)? =0 ist. Dass die Abhangigkeit der Gleichungen 
(1) im Allgemeinen keine héhere ist, zeigt der Fall 

C; = 2° + 2° + 2;°. 

Die Eigenschaft des Systems (1) liisst auch folgende Deutung zu: 

»» Die stimmtlichen Punkttripel, welche durch eine veriinderliche 
Grade aus einer ebenen Curve 3. O. ausgeschnitten werden, bilden eine 
nur achtgliedrige Gruppe. 

Die Methode der Beweisfiihrung ist derart, dass sie auch fiir 
hdhere Ordnungen anwendbar ist. 

Bei besonderen Curven C, kann die Abhiingigkeit der Gleichungen 
(1) eine héhere werden, muss aber immer gradzahlig bleiben. Be- 
sonders sei aber bemerkt, dass die Abhiingigkeit eine vierfache wird, 
sobald C, in drei Graden zerfillt. Die viergliedrige Gruppe der sich 
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ergebenden Curven [,; kann dann durch die 4 Formen: z,', z,3, 2,°, 
%, L,%, dargestellt werden. Sie besitzt die ausgezeichnete Higenschaft, 
auf jeder Geraden der Ebene Punkttripel auszuschneiden, welche eine 
nur dreigliedrige Gruppe bilden. 

Bei drei Curven zweiter Ordnung f, », ~ constituiren die Graden 
der Ebene, welche von ihnen in drei abhingigen Punktepaaren ge- 
troffen werden, die sogenannte Hermite’sche Form. Dieselbe ver- 
schwindet bei independenten /, gp, » nur dann identisch, wenn sie 
eine Grade gemein haben. 

Definiren wir entsprechend die Gesammtheit der Graden, welche 
von vier independenten Curven dritter O. C,, C,', C,”, C,’” in vier 
abhiingigen Punkttripeln getroffen werden, als Hermite’sche Form 
(Contravariante) jener vier Curven, so erkennt man, dass dieselbe in 
der Regel durch eine Curve 6'* Classe dargestellt wird. Die vier 
Formen 2,°, x,°, x,°, x, 2,2, haben jedoch die merkwiirdige Eigenschaft, 
dass thre Hermite’sche Form identisch verschwindet. 

Eine viergliedrige Gruppe, deren Hermite’sche Form identisch 
Null ist, ist so beschaffen, dass jede Grade der Ebene sich durch 


einen Kegelschnitt zu einer Curve der Gruppe ergiinzen lisst, und 
umgekehrt. 


Breslau, im Miirz 1890. 























Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft. 
(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig, im Miirz 1890.) 


Fiir das Jahr 1893. 


Durch die allgemeinen Untersuchungen von Herrn Lie iiber die 
Differentialinvarianten der endlichen und unendlichen Transformations- 
gruppen*) sind die Mittel und Wege gegeben, um zu einer Invarianten- 
theorie beliebiger Differentialgleichungen zu gelangen. Die betreffenden 
allgemeinen Methoden von Lie sind in den zahlreichen Untersuchungen 
iiber die Invarianten specieller Differentialgleichungen fast gar nicht 
beriicksichtigt worden, es erscheint der Gesellschaft daher wiinschens- 
werth, dass 

die Invariantenbestimmung einer ausgedehnteren Kategorie 
zunichst von gewodhnlichen Differentialgleichungen auf Grund 
der Lie’schen Begriffsbestimmungen und Methoden 
in Angriff genommen werde. Um die Art der Aufgaben’ zu bezeichnen, 
deren Erledigung der Gesellschaft erwiinscht sein wiirde, fiihren wir 
beispielsweise an die Bestimmung der Invarianten, welche die all- 
gemeine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


y" = a(%, 9,9’) 

einer Ebene (x, y) gegeniiber der unendlichen Gruppe 

t= G9(%,y), Y= 1%, y) 
aller Punkttransformationen dieser Ebene besitzt, oder die Bestimmung 
aller Invarianten eines Differentialausdrucks erster Ordnung 

Q(x, y,y’) 
gegeniiber der genannten unendlichen Gruppe**). 
Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besondern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 





*) Vergl. namentlich auch Bd, 24 der Mathemat. Annalen. 8, 537 ff. 

**) @ und Q solien hier sogen, ,,analytische“ Functionen bezeichnen, welche 
in der Umgebung eines Werthsystems a)yo¥o von allgemeiner Lage, in gewdhn- 
liche Potenzreihen von «— a, y¥— Yo, y —Yo entwickelt werden kénnen. 
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andern Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzdsischer 
Sprache zu verfassen, wmiissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Umschlag be- 
gleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit triigt, 
inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede 
Bewerbungsschrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse 
enthalten, an welche die Arbeit fiir den Fall, dass sie nicht preis- 
wiirdig befunden wiirde, zuriickzusenden ist. Die Zeit der Einsendung 
endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die Zu- 
sendung ist an den Sekretiir der Gesellschaft zu richten. Die Resultate 
der Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger 
Zeitung im Miirz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 
Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 

















Ueber algebraische Correspondenzen. 


Zweite Abhandlung: 


Specialgruppen von Punkten einer algebraischen Curve. 
Von 


A. Brixz in Tibingen. 


In der gemeinsamen Arbeit iiber die algebraischen Functionen 
von Herrn Néther und mir (VII. Band dieser Annalen) wird der 
Begriff der ,,Punktgruppen“ einer algebraischen Curve an die Spitze 
der Theorie gestellt. Einer solchen kommt insbesondere dann eine 
von den ausschneidenden Curven in gewissem Sinne unabhingige 
Existenz zu, wenn sie ,,Specialgruppe“ ist. Wir verstehen darunter 
eine Punktgruppe, welche den adjungirten Curven, die durch diese 
Punkte gehen, weniger Bestimmungsstiicke entzieht, als die Anzahl 
der Punkte betrigt, die sie enthilt. Eine Specialgruppe, die man 
auf einer Curve gefunden hat, steht jedoch nicht vereinzelt da, sondern 
lisst sich mit anderen zu einer Schaar von einer gewissen Mannig- 
faltigkeit zusammenfassen, der wiederum eine andere solche Schaar 
entspricht. Nach dem Riemann-Roch’schen Satz niimlich trifft jede 
adjungirte Curve (mn — 3)'*" Ordnung, die aus einer Curve n'*" Ordnung 
eine Specialgruppe ausschneidet, diese in den Punkten einer weiteren 
Specialgruppe, die einer Schaar angehért, deren Mannigfaltigkeit durch 
die Zahl der Punkte der ersten Gruppe und die Mannigfaltigkeit ihrer 
Schaar bestimmt ist. Wir haben diesem Satz den Namen Riemann’s, 
des eigentlichen Begriinders einer Theorie der algebraischen Functionen, 
und des um dieselbe verdienten Roch geben zu sollen geglaubt, weil 
in den Arbeiten Beider sich wesentliche Bestandtheile dieses grund- 
legenden Satzes vorfinden. Riemann hat in seiner Theorie der Abel’schen 
Functionen (Borchardt’s Journ. Bd. 54, § 5) den Zusammenhang zwischen 
den Bestimmungsstiicken einer Specialgruppe und den Constanten der 
Function, die sie zu Unendlichkeitspunkten besitzt, fiir einen beson- 
deren Fall aufgestellt und damit die Grundlage fiir Roch’s (ibd. Bd, 64) 
allgemeine Abzahlung der Constanten einer algebraischen Function ge- 

Mathematische Annalen. XXXVI. 21 
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liefert. Auch erkennt Riemann im Zusammenhang mit der Frage 
nach dem identischen Verschwinden der #-Functionen (ibd. Bd. 65) 
in zwei ihm dort nahe geriickten Fallen das gegenseitige Entsprechen 
gewisser Schaaren von Specialgruppen. Aber es eriibrigte, diese Ge- 
sichtspunkte in einen algebraischen Satz zusammenzufassen, welcher 
die Reciprocitiit der Specialgruppen allgemein feststellt, und dessen 
Fassung auf den Begriff der Punktgruppe mit allen seinen Merkmalen, 
Mannigfaltigkeit der Schaar, Unterscheidung ihrer beweglichen und 
festen Punkte u. s. w., sich griindet, wie man ihn in expliciter Form 
weder bei Riemann noch bei Roch vorfindet. 

Es muss somit festgestellt werden, dass weder Riemann noch 
Roch den nach ihnen benannten Satz wirklich ausgesprochen haben, 
wiewohl neuere Schriftsteller ihn unter dem von uns vorgeschlagenen 
Namen acceptirt und zur Grundlage weiterer Untersuchungen gemacht 
haben, ohne dieses Umstandes zu gedenken. Allerdings tragen zu 
dieser Auffassung zwei Stellen unseres gemeinsamen Aufsatzes bei, 
in welchen Riemann und Roch die Entdeckung jenes Satzes unum- 
schriinkt zuerkannt oder doch nicht ausdriicklich genug das Neue her- 
vorgehoben wird, das wir hinzugefiigt. Uebrigens hat auch Herr 
Nother schon seinerseits in einer Note im 97. Bd. des Journals von 
Kronecker unsere Anspriiche auf den Satz geltend gemaclit. 

Erhilt durch den Riemann - Roch’schen Satz der Begriff der Special- 
gruppe eine ausgezeichnete Stellung in der Theorie der algebraischen 
Functionen iiberhaupt, so erscheint es um so mehr geboten, auf eine 
diesem Begriff noch anhaftende Unsicherheit hinzuweisen, die darin 
besteht , dass man die Existenz der Specialgruppen auf einer allgemeinen 
Curve bis jetzt nur durch eine summarische Abzihlung der Gleichungen, 
von denen sie abhiingen, nachgewiesen hat, ohne deren gegenseitige 
Vereinbarkeit zu priifen. Dass hierbei eine Tiiuschung nicht aus- 
geschlossen ist, zeigt ein Beispiel, das ich unten anfiihren werde. 
Ich beabsichtige nun im Folgenden die Vertraglichkeit der Gleichungen 
dadurch zu erweisen, dass ich den Weg angebe, auf dem sich die 
gemeinsamen Lésungen finden lassen, und, gewissermassen als Probe 
der Stichhaltigkeit des Verfahrens, fiir den allgemeinen Fall, niimlich 
wenn besondere Beziehungen zwischen den Moduln der vorliegenden 
Curve nicht bestehen, die Anzahl der gemeinsamen Liésungen des 
Gleichungssystems bestimme, welche das Problem der Specialgruppen 
mit sich bringt*). Die so gestellte Aufgabe verlangt eine vielverzweigte 


*) Zwar ist die allgemeine Schlussformel, zu der ich hier gelange, bereits 
in der gemeinsamen Arbeit mit Herrn Néther angegeben, auch in Salmon-Fiedler’s 
Geometrie der héheren Curven (3, Aufl,, 8S. 422) itibergegangen. Aber sie blieb 
dort unbewiesen, weil damals die algebraischen Hilfsmittel fiir eine strenge und 
allgemeine Behandlung der Frage noch fehlten. 
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Vorbereitung, und bildet eigentlich nur das Bindeglied zwischen drei 
wesentlich verschiedenen Untersuchungen. 

Der erste Theil dieser Abhandlung (Abschnitt Il) umgrenzt die 
Bedingungen, welche das Verschwinden simmtlicher Determinanten einer 
Matrix nach sich zieht, und enthilt den Beweis fiir eine bereits bekannte 
Abzihlungsformel. Der zweite (Abschn. III—V) beschiftigt sich mit 
der Bestimmung der Werthsysteme, die m Correspondenzen zwischen n 
Punkten einer Curve zugleich geniigen. Dieselbe beruht auf den Er- 
gebnissen einer kiirzlich veréffentlichten Abhandlung iiber die reducirte 
Resultante*) und einer anderen iiber die Gestalt einer Correspondenz- 
gleichung**), kniipft an sie jedoch nicht unmittelbar an. Vielmehr 
nothigte mich die Menge des Stoffes, ein Zwischenglied auszulassen 
und die einwandfreie Begriindung von zwei hier benutzten Formeln, 
welche jedoch bereits seit Langem bekannt und auch von anderer 
Seite bestiitigt sind, in einer spiiteren Arbeit nachfolgen zu lassen. 
Der dritte Theil endlich (VI, VII, VIII) enthilt die Anwendung der 
beiden ersten auf das Problem der Specialgruppen im Falle einer 
Minimalzahl von Punkten, welchen Riemann im § 5 seiner ,,Abel’schen 
Functionen“ hervorhebt. 

Ich muss, bevor ich in den Gegenstand eintrete, noch einer sehr be- 
merkenswerthen Methode gedenken, durch die neuerdings Herr Castel- 
nuovo in einer Note (Bd. V der Berichte der Acad. dei Lincei, Sept. 
1889), von der ich eben beim Abschliessen dieser Arbeit Kenntniss 
erhalte, das Ergebniss meines dritten Theiles: die Anzahl der Grenz- 
Specialgruppen (rationalen Involutionen), und dariiber hinaus die 
Anzahl siimmtlicher Specialgruppen, die auf einer Curve vorkommen 
kénnen, ermittelt. Man kann, wie ich friiher einmal (d. Ann. Bd. 2) 
gezeigt habe, die Frage der Specialgruppen auf die nach den mehrfach 
schneidenden Sehnen (bezw. gewissen ebenen Riiumen) von Curven in 
hdheren Riiumen zuriickfiihren. Auf Grund nun der Forderung, dass der 
Schluss von zerfallenden auf nicht zerfallende Raumcurven fiir diese Art 
von Abzihlungen berechtigt ist***), bestimmt Herr Castelnuovo an der 
Hand der von H. Schubert geschaffenen Abzihlungsmethoden die ge- 
wiinschte Zah]. Das Resultat des VIII. Abschnittes steht zwar, wie ge- 
sagt, an Allgemeinheit hinter der Formel des Herrn Castelnuovo zuriick; 
dafiir aber zeigt die hier gewihlte algebraische Formulirung die Mittel zur 





*) Abhdl, d. Miinch, Acad. d, Wiss, Il. Cl. Bd. XVII. 
**) Diese Ann. Bd. 31, 


***) Dieses Princip besitzt in der Gestalt, in der es Herr Castelnuovo ver- 
wendet, Aehnlichkeit mit den im VI. und VII, Abschnitt entwickelten Formeln, 
von denen es sich jedoch durch das (bei mir wechselnde) Vorzeichen unter- 
scheidet, und scheint auf denselben Grundlagen wie diese Formeln zu _be- 
ruhen, 


21¢ 








324 | A. Bar. 


wirklichen Ausfiihrung der Elimination und zur Berechnung der ge- 
wiinschten Lésungen, und bedarf deshalb nicht nur nicht der An- 
wendung eines besonderen ,,Princips“, sondern geht auch eine Strecke 
weiter auf dem Wege der Entwicklung zu einem Problem der Algebra, 
der nach meiner Ansicht iiberhaupt den Resultaten der abziihlenden 
Geometrie vorgezeichnet ist. 


I. 


Algebraische Formulirung des Problems der Specialgruppen. 


Nach § 9 der Abhandlung von Herrn Nother und mir kann man 
das Problem der Specialgruppen, wie folgt, aussprechen: 

Zu Grunde gelegt sei eine algebraische Curve f(y) = 0 von der 
n= Ordnung und dem Geschlecht p, mit beliebig vielfachen Punkten, 
deren Zweige sich jedoch gegenseitig nicht beriihren. Gegeben sei 
ferner eine co?—'-fach lineare Schaar von adjungirten (durch jeden 
«-fachen Punkt von f (a — 1)-fach hindurchgehenden) Curven: 


a, Py (ZY) + apo (xy) + +--+ apyr(cy) = 0, 
wo die « willkiirliche Gréssen sind, die m ganze Functionen, die sich 
adjungirt verhalten. Man soll auf der Curve f eine Gruppe Gp von 
R Punkten so bestimmen, dass die durch sie hindurchgehenden Curven 
der Schaar noch eine oo%-Schaar bilden, wo die Zahl 


q>P-—-1-Rk 
ist, wahrend RSP sein kann. 


Von den Gleichungen: 


G5 Dy (4, Y1) + &y Po (2%, Y,) + +++ + appr(ayy,) = 0, 
Oy Py (Lo Yo) + &y Po (%_ Yo) + +++ + Hppr(X.y.) = 0, 


&, P,(ZRYR)+ %, P2(LRYR)+ +++ + Gppr(Seyr) = O 


sind alsdann 
r=q—(P—1—R) 


eine identische Folge der iibrigen, eine Beziehung, die sich ausdriickt 
durch das Verschwinden simmtlicher (R — r- 1)-reihigen Deter- 
minanten des aus den Elementen g(xy) gebildeten ,,Rechtecks“, der 
»,Matrix“ dieser Determinanten. Es ist also die Aufgabe 1. zu be- 
stimmen, wie viele von den Punkten 2,y,,...%ryr noch willkiirlich 
annehmbar sind, d. h. wie viele von einander unabhingige Gleichungen 
das Verschwinden jener Determinanten mit sich fiihrt. 2. Die Anzahl 
der Punktsysteme zu ermitteln, die nach beliebiger Verfiigung tber 
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jene willkiirlich annehmbaren zu diesen gefunden werden kénnen, so 
dass die angegebenen Gleichungen alle erfiillt sind, 

Was die erste dieser Fragen angeht, so ergiebt*) eine einfache 
Abziihlung (wie auch die Ueberlegungen des II. Abschnitts), dass aus 
dem Verschwinden der Determinanten des Rechtecks: 


r[P—(R—r+1)+1=rq+)) 
von einander unabhingige Gleichungen fliessen. Hiernach scheint es, 
als ob unser Problem in dem Falle, dass r(qg+1)<R ist, immer 
Lésungen besitzt. Indessen kénnen sich unter Umstiinden Wider- 
spriiche einstellen, die sich dadurch kenntlich machen, dass die An- 
zahl der Lésungen gleich Null wird. Dies tritt z. B. in dem Fall: 
R=3, q=2, r=1 

ein, wie man mittelst der Schlussformel des Abschn. VIII bestiitigt. 
In der That liefert der Riemann-Roch’sche Satz eine weitere Bedingung 
fiir das Problem, welche in § 9 der erwihnten Abhandlung aufgestellt 
wird, und die diesen Fall ausschliesst. Die Anzahlbestimmung unter- 
richtet hier von dem Eintreten eines Widerspruchs, — Von dem so 
charakterisirten Problem beansprucht wegen seiner Beziehungen zur 
Modulnfrage ein hervorragendes Interesse der von Riemann erwiihnte 
Grenzfall, dass bei gegebenem P die Zahl R einen Maximalwerth an- 
nimmt. Wenn man sich auf adjungirte Curven (m — 3)’ Ordnung 
beschrinkt, was in diesem Fall der Allgemeinheit keinen Eintrag 
thut, und demnach die Zahl P=—yp, dem Geschlecht der Curve f 
setzt, wo denn der Riemann-Roch’sche Satz die weitere Beziehung 
zwischen r und q giebt (a. a. O. § 5): 


(Rk — Q) = 2(r— 4), 
so tritt der erwiihnte Fall ein, wenn (ibd. § 10): 


1) p eine gerade Zahl ist, fiir R=? _3; r= —1; q=1. 





p oe I ran 2—8 . q=1. 


2) » » Uungerade ,, » » > 3 3 


Die durch die ry willkiirlichen Punkte mitbestimmten R — r 
weiteren Punkte sind selbstverstiindlich nicht eindeutig erhiltlich. Es 
ist vielmehr eine schwierige Aufgabe, die Werthsysteme 2;y; zu finden, 
fiir welche alle (p — 1)-reihigen Determinanten jenes Rechtecks von 
p Vertical- und R Horizontalreihen verschwinden, oder auch nur durch 
Abziihlungen die Anzahl der Specialgruppen G) zu bestimmen, die zu 
y gegebenen Punkten gefunden werden kénnen, derart, dass die durch 
sie gehenden adjungirten Curven noch eine oo'-Schaar bilden. Durch 
den Riemann-Roch’schen Satz wird aber dieses Problem auf ein anderes 


*) Vgl. z. B, Gordan-Kerschensteiner, Determinanten, § 8. 











326 A. Brit. 


zuriickgefiihrt, welches weit leichter anzugreifen ist, nimlich das 
folgende: 

Die Anzahl der Gruppen GY) von Q = 2p — 2— R Punkten 
zu bestimmen, die zu einem willkiirlich annehmbaren Punkt gehéren 
und so beschaffen sind, dass alle durch sie gehenden adjungirten Curven 
noch eine co’-Schaar bilden. Wenn man einerseits r, andererseits 
q = 1 Punkt willkiirlich auf f annimmt, so entspricht jeder Gruppe 
Gi’, die zu den rx Punkten als Specialgruppe von der angegebenen 
Kigenschaft gehért, nur eine Gruppe GQ, die jenen einen Punkt ent- 
hilt, weil sich durch die R-+ 1 Punkte nur noch eine adjungirte 
Curve (n — 3)'** Ordnung legen liisst, und ebenso umgekehrt. Dem- 
nach entsprechen sich die Lésungen beider Probleme eindeutig, und 
ihre Anzahl ist die gleiche. Wir haben also gewisse Punkte 2, y,, 


< ; 
Xn Yo,+++ XQYq, WO Y= ft +1, beew. = £ts ist, zu bestimmen, 


fiir welche die linearen Gleichungen: 


Oy Dy (HiYi) + Hp Po (Liyi) + +++ + &pHPp(xiyi) = 0, 
(¢—m1,2,...Q) 
in der Weise erfiillt sind, dass jede eine identische Folge der Q@ — 1 
iibrigen ist. Diese Bedingung zieht das Verschwinden der Q-reihigen 
Determinanten des Rechtecks nach sich: 
P1(ZyY1)  Po(%Y) ++ Pp(%y%) | 
P1(%2Y2) Po (Xe Yo) + ~~ Pp(X2Yo) 


? 





P:1 (Zee) Ps(Leye) -- + Pp(Xeye) 
wahrend noch die Gleichungen bestehen: 


f(@%Y;) = 9; f(%2¥2) = 0; ..~ f(eeye) = 0. 


Das so formulirte Problem lisst sich mit algebraischen Hilfsmitteln 
erfolgreich behandeln, wie ich nun zeigen will. 


II. 
Bedingungen fiir das Verschwinden der Determinanten eines Rechtecks.*) 


Wir beginnen mit der Aufstellung gewisser Gleichungen, welche 
die nothwendige und hinreichende Bedingung darstellen dafiir, dass 
alle k-reihigen Determinanten eines .,Rechtecks“ von Elementen (einer 
Matrix“) mit & Horizontalreihen (,,Zeilen“) und k + i Verticalreihen 
(,,Reihen“) : 

*) Das Nachfolgende enthiilt den Beweis der in § 1 meines Aufsatzes ,,Ueber 
Elimination u. s. w. (d. Anon. Bd. V) mitgetheilten Formeln. 
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1,2, 8... @+O, 
1, 2, 3,... (k+4), 


1,2 3... . (K+ a): 
verschwinden, wobei die Elemente m, Functionen von einer so grossen 


Anzahl von Verinderlichen sein mégen, dass das Problem einen 
Sinn hat. 


Scheidet man aus den Reihen irgend & + 1 aus und vereinigt sie 
wieder zu einem Rechteck (die Zah! der Zeilen ist immer gleich k an- 
genommen, wenn nichts beigefiigt wird), so bestehen zwischen den 
k-+- 1 Determinanten, die aus dem neuen Rechteck durch Weglassen 
je einer Reihe hervorgehen, & Gleichungen, die man erhilt, wenn 
man das Rechteck zu einem Quadrat von & +1 Zeilen und Reihen 
dadurch erginzt, dass man eine der Zeilen wiederholt. 

So fiihrt das Rechteck : 

J1234...K 41 ]k, 
(dessen k Zeilen aus der angeschriebenen durch Anhiingen der k Indices 
12...k entstehen), zu den k + 1 identischen Gleichungen: 
(1) 1,(234...4-4-1) + 2.(134...44+1) + ++» + (K4+1)9(123...4) =0, 
wo (234:..k-+ 1) die Determinante: 
2, 3, 4,...(k+1), 
234...k-1)—| 22% --- OFM 


2, 3x 4 eee (k + 1); 


ist, und ge = 1, 2,3,...k gesetzt werden kann. Ich schreibe in der 
Folge die Identitiiten in der kiirzeren Form: 


(la) =} 1,(234...k+1)=0. (9—1,2,... 2). 
Wir wollen nun annehmen, dass irgend zwei Determinanten des 
Kechtecks: 
123 ...k + 1k 
verschwinden. Sei also z. B.: 
(23...k+1)=0; (123...) =0. 

Dann bestehen wegen der Identitiiten (1) die k + 1 Gleichungen: 
2(134---k+1)+3,(134---k+1)4--- 
+h(12---kK—-1,k4+1)=0. 

Diese & + 1 linearen Gleichungen zwischen den k — 1 Deter- 
minanten sind aber nur erfiillbar, entweder: 1. wenn die k — 1 Deter- 
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minanten alle Null sind, oder: 2. wenn alle (& —- 1)-reihigen Deter- 
minanten des Rechtecks von k — 1 Reihen und k Zeilen: 


2, 3, ...&, | 
2, 3, .-, ky 
~~ oe 
das wieder abgekiirzt durch: 
23 ...klh 
bezeichnet werden midge, verschwinden. 
Enthalten also beispielsweise alle Elemente zwei Veranderliche 


x, y, so verschwinden alle Determinanten zugleich fiir diejenigen Werthe- 
paare, welche die zwei: 


(23...k+1), (123...4) 
zum Verschwinden bringen, aber nicht die Determinanten des Rechtecks: 
23... 


auf Null reduciren. Der Ausdruck also, der gleich Null gesetzt die 
Werthe einer der beiden Variabeln ergiebt, fiir die alle Determinanten 
verschwinden , (die ,,Resultante‘‘ des Rechtecks) ist ein Quotient, dessen 
Zahler die Resultante aus jenen beiden Determinanten ist, und dessen 
Nenner gleich der Resultante aus den Gleichungen des Rechtecks mit 
2 Verticalreihen weniger ist. Die Bildung der Letzteren ist aber im 
Allgemeinen eine leichtere Aufgabe, auf welche die Erstere somit 
zuriickkommt. Man kann dieses Ergebniss noch in einer anderen 


Form ausdriicken, die wir im Folgenden vorzichen. Wenn man nimlich 
unter: 


(123 ...k+1) 
die Anzahl der Lésungen (im obigen Fall: Werthepaare) versteht, 


welche alle Determinanten des entsprechenden Rechtecks zum Ver- 


schwinden bringen, (den Grad der ,,Resultante des Rechtecks“‘), ferner 
unter: 


{123 .... ky (234... k+ 1} 
die Anzahl derjenigen, die gleichzeitig die beiden in { } eingeschlossenen 
Determinanten zu Null machen, so ist nach dem Gesagten: 
(2) (123...k+1),—= {(123... hk), (234...k4+1)} — (23... he 


Man kann nun weiterhin die Ermittlung der Lésungen, welche 
die Determinanten der Matrix: 


J123...k+2|; 
verschwinden machen, zuriickfiihren auf die eben geléste Aufyabe, 
und findet die Anzahl dieser Lésungen — unter Anwendung einer der 
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eben eingefiihrten Bezeichnungsweise analogen — durch die Formel 
ausgedriickt : 


(83) (123... b42%—4(123... 641) (84... 642)} 
— {(123...8) (34... b+ D)}+(04...m), 


wo wieder: {(123...h+1)(84...h+2)} die Anzahl der 
Lésungssysteme (diesmal von wenigstens 3 Veriinderlichen) bedeutet, 
die zugleich die Determinanten der eingeschlossenen Matrix und die 
einzeln bezeichnete Determinante zu Null machen, u. s. w. Anstatt 
jedoch diese Formel gesondert zu beweisen, wende ich mich gleich zu 
der allgemeinen Aufgabe, diejenigen Lésungssysteme zu finden, die 
alle Determinanten des Rechtecks: 


123... b+ ilk 


zum Verschwinden bringen, beziehungsweise die Anzahl: 


(123 ...k+% 
dieser Lésungen zu ermittelu, wo k > ¢ ist. 

Hinsichtlich der Beschaffenheit der Elemente setze ich den so- 
genannten ,,allgemeinen“ Fall voraus, d. h. ich nehme an, dass das 
Verschwinden der einzelnen Determinanten der Rechtecke (von k Zeilen) 
wirklich soviele Bedingungen mit sich bringt, wie beispielsweise in 
dem Fall, dass die einzelnen Elemente ganze Functionen gleichhohen 
Grades mit unbestimmten Coefficienten aller Veriinderlichen sind. — 
Die Zahl der Veriinderlichen sei mindestens gleich i + 1. Daun liisst 
sich zuniichst zeigen, dass das Verschwinden aller Determinanten der 
beiden Rechtecke (1 < g < 2): 

(4) os sane rk es 

+1, ...b+gl 

mit k +g — 1, bezw. k-+ g —i Reihen und je & Zeilen (der untere 
Index k ist weggelassen worden), d. h. der k-reihigen des ersten, 
der (k +g —i)-reihigen des zweiten Rechtecks, immer auch das 
Verschwinden der Determinanten der folgenden beiden Rechtecke — 


ich werde abkiirzend auch von dem_ ,,Verschwinden der Rechtecke“ 
sprechen —: 


(6) Re, pian 
J@+1...k+9+ 1] 
nach sich zieht, ausser wenn die Determinanten des Rechtecks: 
jt¢-+1...k+g9— 1] 
zugleich Null werden. 


Was das Letzte der Rechtecke (5) angeht, so verschwindet dasselbe 
offenbar immer dann, wenn das Letzte der (4) verschwindet, 
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Hinsichtlich des ersten der (5) betrachte man die Systeme von je 
k linearen Gleichungen von der Form: 


(6) |S" (ade (ay --. ey, F$1,... B+ g9—1, k+9) = 0, 
WO @,@ ... a, irgend ¢ —g verschiedene der i Reihen 
2s ...8 
vorstellen. Auf der linken Seite verschwinden infolge der Voraus- 
setzung die Glieder mit den Factoren: 
(@,0, ... My, t +1,...k + 9—1), 
(@,@, ... @y,t+1,...k+4), 
(@,@,...@»,t+1,...k+ 9), 
und die Gleichungen (6) nehmen die Gestalt an: 
A We (Hy +++ ai, i$2, ++. b+y) 
$+ Ae (yey ++ yy T+ 1, 743, +--+) H> 
+ (K+ 9 — Vem ---k+9—2,k+ 9) =0. 
Weil jedes dieser Systeme von je & Gleichungen nur k — (i — g) — 1 
Terme besitzt, so miissen entweder die darin auftretenden Determinanten 
einfach verschwinden, oder es miissen die aus den Coefficienten gebildeten 
Rechtecke verschwindende Determinanten haben, also entweder: 
1, Alle Determinanten von der Form: 
(@,@ +++ Gg, t-+2,---k+4), 
(@,@,+++@j-5,t-+1,¢+3,---k+ 9), 


(@,@-++@»,¢-+1,---k+g—2,k+4Q), 

oder kiirzer von der Form: 
(7) (@, a, +++ iy BB, +--+ Brtyia, K+ 9), 
verschwinden, wo 

die @: (t—g) verschiedene Elemente aus den: 1, 2,3... i, 

die B: k+g—i— 2 Elemente aus den: i+ 1,...k +g—1 
bedeuten. 

Oder aber 2., verschwinden die (k + g — i — 1)-reihigen Deter- 

minanten des Kechtecks: 
(8) e@+1,¢+2,...kh+9—1}. 
Verfolgen wir zuniachst unter Ausschluss der zweiten die erste Annahme, 


dass namlich die Determinanten (7) verschwinden, und bilden die 
Identitaten: 
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Dy (eireleta +++ Cinptay i 2, ++ +k +9) =0, 


wo die @,@,...@ 4, aus den Zahlen: 123...¢-+ 1 ausgewahlt 
sind, so verschwinden wegen (4) und (7) die Glieder mit den Factoren: 


(06,0)... @-g41, 7+ 2,...k +9 —1), 
(@, 05... Gp, t-+2,...k +), 
(@, 03+... @%-g41,t+2,...k +), 


(@,@...@-. ,t+2,...k+4 9), 
und es bleiben die Gleichungen: 
(9) (GA 2)o (GM ++- p41, 13,---K+- 9) 
H+ (63) (G++ +O y41, t-+2, i+4,+--k+ 9) 
ee E+ G No (Oy +tingtts i+2,--k-+9—2, k-+g)—=0. 
Die (k++ g—i—2)-reihigen Determinanten des Rechtecks: 
Ji+2,6+3,...k4+9-11 
kénnen nicht verschwinden, weil sonst der ausgeschlossene Fall 2. 
eintreten wiirde, dass niimlich die des Rechtecks (8) verschwinden. 


Daher miissen nothwendig die Coefficienten verschwinden, die in den 
Gleichungen (9) auftreten, niimlich alle Determinanten von der Form: 
(0, G++ Opti, B,B,.-+ Bapy ie, k +9), 
wo die @ irgend welche Zahlen der Reihe 12...%-+ 1, die B solche 
der Reihe i+ 2...k-+-g—1 bedeuten. Durch Fortsetzung dieses 
Schlussverfahrens gelangt man in dem betrachteten 1. Fall zu dem 
Ergebniss, dass alle Determinanten, die k + g als letzte Reihe ent- 
halten, und folglich, wegen der ersten der Bedingungen (4), auch alle 

Determinanten der Rechtecke (5) verschwinden, q. e. d. 

Betrachten wir ferner den ausgeschlossenen zweiten Fall, dass 
nimlich das Rechteck (8) verschwindet. Man kann diejenigen Glei- 
chungen anzugeben verlangen, welche, combinirt mit dem Verschwin- 
den von (8): 

(8) |@+1,¢+2,.,.h+9—1], 

das Verschwinden der Rechtecke (4) nach sich ziehn, Aus dem eben 
Bewiesenen ergiebt sich sofort, dass dies der Fall ist, wenn man die 
Bedingung zufiigt, dass neben (8) noch eine aus irgend k + g — 2 
Reihen des ersten Rechtecks in (4) bestehende Matrix, z. B.: 

(8a) |123...k+9—2|l, 

verschwindet. In der That folgt ebenso, wie aus dem Verschwinden 
der (4) das der (5) sich ergiebt, das der (4) aus dem der (8) und (8a). 
Und zwar umfasst dieses System (8), (8a) alle Fille, in denen iiber- 
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haupt durch das Bestehen der (8) die (4) verschwinden, d. h. alle oben 
ausgeschlossenen Fille. Denn, wenn das erste Rechteck (4) verschwin- 
den soll, so muss unter Anderen gewiss auch das Rechteck (8a) ver- 
schwinden. 

Wir schliessen hieraus, dass simmtliche Lésungen, die das System 
(4) zu Null machen, in zwei Theile zerfallen, nimlich: 

1) Diejenigen, welche das System (5) zum Verschwinden bringea, 

2) Diejenigen, fiir welche das System (8), (8a) zu Null wird. 

Die letzteren zerfallen ihrerseits in derselben Weise wieder in 
Solche, welche das System (4) zu Null machen, und solche, fiir welche 
das System: 


(9) Ji+1...k+y9—2] 

Null wird. Combinirt man dies mit einem System von k+g —3 
Reihen der Matrix (8a), also z. B. mit: 

(9a) J123...k+ 9— 3], 

so verhalt sich (9), (9a) gegeniiber (8), (8a) wiederum ebenso, wie 
das letztere System gegeniiber (4), und wie dieses gegeniiber (5), u. s. f. 
Man gelangt durch Verliingerung dieser Kette zuletzt zu einer Kinzel- 
determinante und einem Rechteck: 


(10) (123...h), ||¢+1,...k+1]], 

aus deren Verschwindungswerthen wieder diejenigen auszuscheiden sind, 
fiir welche die Determinanten des Rechtecks: 

(11) ]@+1,...4]| 

alle verschwinden. Weil nun umgekehrt die letztere Bedingung das 


Verschwinden beider Recktecke (10) nach sich zieht, so bricht das 
Verfahren hier ab. 


Man kann das Ergebniss desselben darstellen durch eine Gleichung 
fiir die Anzahl (123...k-+ 7, der Lésungen, welche die k-reihigen 
Determinanten des Recktecks: 

J123...b 4a; 
zum Verschwinden bringen. Man ermittelt zunichst die Anzahl: 
der Werthsysteme, die zugleich die Determinanten der Rechtecke (bezw. 
die Kinzeldeterminante) : 
J123...kK4+¢—1]], @+1,...k+ 4) 


zum Verschwinden bringen (fiir g =i in (4), (5)), zieht davon ab die 
Anzahl: 


{(123...k4+¢—2) (6 41,...k+i—1))} 
derer, fiir welche die den Klammern entsprechenden Rechtecke zu 
Null werden, nachdem zuvor die Zahl: 














Ueber algebraische Correspondenzen II. 333 


{123,..k+i1—3), @+1,...k+i1— 2)} 
ermittelt und abgezogen ist (diese Zahl tritt also mit positivem Vor- 
zeichen in die Formel ein), u.s. w. Man erhdlt so die Schlussformel: 


(11) (123...b4 i= ((123...k4+i—1), (641, ...k+i)2} 
— {(123...k4+i—2),(¢+1,...k+i1—1)} 
+ {(123...k+i—3)(64+1,...k+i—2),} 
—-+++(—1/ G41, +--+ h,. 


Hiernach wird insbesondere: 


(123), = {(12), (23)} — Qs 
(1 234), —_ { (123), (234). } 7 (23),, 
(12345), = {(1234), (345),} — {(123), (34),} + (3), 
u. Ss. W. 


Fiir die Anwendung auf die Rechtecke des Specialgruppenproblems 
kann man die Formel (11) noch in eine einfachere Gestalt bringen. 
In diesem Falle nimlich unterscheiden sich die einzelnen Verticalreihen 
der Rechtecke nur durch den Index in der Bezeichnung: ,, ¢2,.-. Pp 
der eingehenden ganzen Functionen, sind aber fiir die Abzihlung, da 
die @ alle von dem gleichen Grad m — 3 sind, gleichwerthig. Es 
geniigt also dann, statt die Reihen einzeln zu benennen, die Recht- 
ecke nur durch die Anzahl der eingehenden Verticalreihen zu kenn- 
zeichnen. Mit dieser Abkiirzung geht die Formel (11) tber in die 
folgende: 

(12) (kK+%i)=— {k+i—1,k} —{k4+i-—2,k—1)} 
+ {k+i—3,k—2)—---(—1IKh—A), 


in welcher Gestalt sie unten angewandt wird. 


Ill. 
Correspondenzen, die zwischen mehreren Punkten einer Curve bestehen. 


Das zu behandelnde System von Gleichungen, durch welches das 
Verschwinden der Determinanten des in der EKinleitung aufgestellten 
Rechtecks seinen Ausdruck findet, bereitet der Frage nach der 
von iiberfliissigen Factoren freien Resultante nicht unerhebliche 
Schwierigkeiten, weil zwischen den Paaren von Veriinderlichen, die 
in den Elementen des Rechtecks auftreten, je eine Gleichung be- 
steht, die aussagt, dass die ihnen entsprechenden Punkte auf der 
Curve / liegen. 

Im Allgemeinen enthalten die aus den Rechtecksbedingungen, wie 
sie der vorstehende Abschnitt liefert, fliessenden Gleichungen alle 
Variabelnpaare, die das Problem mit sich fiihrt. Es entsteht somit 
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die Aufgabe, die Anzahl der Liésungen zu ermitteln eines Gleichungs- 
systems von der Form: 


P(LpY,» LoYoy-- + TeYx) = O, 
V(L%, LoYoyr +++ Le Ye) _ 0, 


PQ, LoYo, +++ Tee) =O, 
wihrend zugleich die Beziehungen stattfinden : 
f(@ 91) = 95 (2H) = 95 .. - fey) = 0. 

Die Gleichungen p = 0, Y=—O,... vermdge deren zwischen den 
Punkten 2, 4,3 %,Y.;-.. yx ein Entsprechen stattfindet, und die ich 
deshalb friiher ,,Correspondenzgleichungen“ oder _,, Correspondenzen“ 
genannt habe, werden in den zu betrachtenden Fillen theilweise oder 
alle befriedigt, wenn irgend ein Variabelnpaar x;y; gleich einem an- 
deren zy; wird; die m, ~,... verschwinden auch, wenn irgend einer 
der Punkte 2; y; in einen der einfachen oder vielfachen Punkte von f 
(,, Ausnahmepunkte “) hereinriickt, durch welche die adjungirten Curven 
alle hindurchgehen. 

Wir nehmen an, um diese Méglichkeiten zu umfassen, dass fiir 
den Ausnahmepunkt 7; = a, ¥; = be, WO (da, ba) ein @-facher Punkt 
von f ist (« >1), die Function » sammt ihren ersten, zweiten, . 
(pi — 1) partiellen Differentialquotienten nach x;y; verschwindet, 
oder, wie wir kiirzer sagen wollen, dass die ,,Correspondenzcurve“ 
9 (“iyi) = 0 (wenn p als Function nur der Variabeln x;y; angesehn 
wird) einen g-fachen Punkt in ag, b, besitzt, ebenso w(x;y;) einen 
%{®-fachen Punkt u. s. w., wobei jedoch eine gegenseitige Beriihrung 
zwischen den Zweigen dieser vielfachen Punkte der Curven 


f=0, g=0,~=—0,... 


ausgeschlossen sein mége. — Wiewohl in den spiiter zu betrachtenden 
Fallen die Curven 


p (xii) = 9, O(uy:)) =O... 
fiir 
t= tj, Y=y (,j=1,2...h) 
je nur einen einfachen Punkt haben, mdgen doch vorerst der All- 
gemeinheit wegen auch diese Punkte als mehrfache angesehen werden. 
Bekanntlich*) ist die Zahl, welche die Vielfachheit (die ,, Werthig- 
keit“) etwa von (a;y;) fiir 7 — 2%, y; = y, angiebt, dieselbe, wie 

die Vielfachheit der Curve p(a,%) fir x, = %;, y= y. 
Die vorliegende Aufgabe ist in einzelnen Fillen, so insbesondere, 
wenn zwei Correspondenzen zwischen zwei Punkten vorliegen (k=2), 


*) Diese Annalen, Band 31, S. 377. 
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sowie fiir k = 3 und k = 4 schon friher von mir und Anderen 
behandelt worden*), Inzwischen habe ich die allgemeine Formel 
gefunden und eine auf den Fall k —2 sich stiitzende Begriindung 
derselben, die in den folgenden Abschnitten enthalten ist. Ich beginne 
mit einer Zusammenstellung der auf den Fall von zwei Correspondenzen 
mit zwei Variabelnpaaren beziiglichen Formeln, deren Ableitung ich 
jedoch fiir eine andere Gelegenheit aufsparen muss. 

Zwischen drei Punkten k, r, s (mit den Coordinaten xy%, %-Yr) LsYs) 
der Curve f = 0, fiir die also: 


f (eye) =0, f(%rYr) =0, /f(zsy,) =90 


ist, mégen zwei Correspondenzen bestehen: 


9 (LEY, Ly Yr Ls Ys) =—_ 0, 
(aeY2, LrYr, LsYs) = 0, 


deren ,,Werthigkeiten“ wir beziehungsweise durch: 


Perry Wir, Pksy Wks» Prs, rs 


bezeichnen. Also fiir z, B. a <= 2%,, yx = y, verschwindet gm mitsammt 
den 1., 2.,... (ger — 1)" Differentialquotienten nach a, y,, wiihrend 
die g,,'" nicht alle zugleich verschwinden. 

Die gemeinsamen Werthepaare (Schnittpunkte) der Gleichung 
gy = 0, als Curvengleichung fiir die Coordinaten x,y; (bezw. 2,Y,, ZsYs) 
aufgefasst, mit /— 0, bestehen aus: 

1. Auf f festliegenden, d. h. von der Lage der Punkte r, s, 
bezw. k,s, und k,r unabhingigen Punkten (a), (6)... (mit den 
Coordinaten de be, ag bs, ...), die auch singuliire Punkte von / sein 
kénnen. In den nachfolgenden Anwendungen ist das Verhalten der 
Correspondenzen das von ,,adjungirten“ Curven. Wir nennen diese 
festen Punkte: Ausnahmepunkte. Ihre Annahme wird durch jene An- 
wendungen erfordert. 

2. Aus veriinderlichen aber rational bekannten Schnittpunkten, 
namlich 2 = 2, Yr = Yr} Te = Ls, Y= Ys UN L, — Vy, Yr = Ys 

3. Aus im Allgemeinen rational nicht trennbaren, mit 7, s ver- 
iinderlichen ,, freien‘ Schnittpunkten. 

Die Anzahl der letzteren sei 


gx (bezw. o,, gs) fir p= 0; x(¥,-, y) fir yp — 0. 
Dann ist: 


ge=n- [Ge] — De - ge” — oir — Pas 


**) Ibd. Bd 6, 8.33; ferner die abweichende Darstellung in Clebsch-Linde- 
mann, analyt. Geom. d. Ebene 8S, 720. 











336 A. Britt. 


wenn [g,] die Ordnung (der Grad) von @ hinsichtlich der Coordinaten 
von (k), m die Ordnung von f, «@ die Vielfachheit von f in einem 
Ausnahmepunkt, in welchem g,'*) die Vielfachheit von (ay,) = 0 
ist, 2 die Summe iiber alle Ausnahmepunkte bedeutet, in denen 
9 (*, yx) verschwindet, endlich g;,, Mis, Yrs die Vielfachheit der in (2) 
erwaihnten Schnittpunkte (,,Werthigkeiten“) ist. Analog ist: 


gr = n[9r] — > aD” — Dre — Pro: 

Wenn man aus den Gleichungen p = 0, py=0, f =O die Gréssen 
eye eliminirt, so lisst sich die von fremden Lésungen freie Resultante 
nur durch einen (im Allgemeinen selbst mit Hiilfe von f= 0 nicht 
ausfiihrbaren) Quotienten aus mehreren Correspondenzen zwischen 1, s 
darstellen*), den man jedoch beziiglich seines Verhaltens gegeniiber 
f als eine einzige Correspondenz auffassen kann, wobei ndthigenfalls 
selbst negative Zahlen als Werthigkeit nicht ausgeschlossen sind**). 
Dieser Quotient (,,gebrochene Correspondenz“): 


Q(GrYry Leys) = O 
Q(r, s) =0 
hat, als Function von (r) (der Coordinaten x,y,) aufgefasst: 
Q, = Pr Ve + Ur De — 2p Pir Ver 
» freie Schnittpunkte***) mit f= 0, und besitzt in (7) —(s) einen: 
Qes = PreVe + Vrs Pe — Per Ves — Pes Ver 


-fachen Punkt. p bedeutet das Geschlecht der Curve f. Die Zahlen 
Q, und Q,, sind als Differenzen der entsprechenden Zahlen fiir Ziihler 
und Nenner des Bruches 2 aufzufassen7). 


oder kiirzer: 


*) Clebsch-Lindemann, Geometrie, 6. Abtheilung, IV, S. 731, S. 747. 
**) Vergl. Hurwitz, iiber Correspondenzen, d. Ann, Bd. XXVIII, S. 561, 
sowie die Abh. d. Verf. in d, Ann. Bd. VII, S. 611 ff., und Bd, XXXI, 8S, 405. 
***) Es ist nicht ausgeschlossen, dass auch von diesen freien Punkten in 
besonderen Fillen einige in die Ausnahmepunkte riicken, so z, B. immer in 
einen solchen, fiir den in beiden Correspondenzen die Vielfachheit je kleiner als 
die Werthigkeit ist, was tibrigens in den folgenden Anwendungen nicht vor- 
kommt, Wir wiirden alsdann auch diese als freie Schnittpunkte rechnen. 
+) 8. d. Abhdl. d. Verf. in Bd. VI, 8. 42, S. 46 und Bd, VII, S, 611 d. Ann., 
sowie Clebsch-Lindemann, Geometrie, 8. 734. — Allgemein hat in jedem a-fachen 
Punkt von f, der p,”-facher bez. »{-facher Ausnahmepunkt von @ und » ist, 
Q einen: 
GeV VL OE — Ver VE” — Ver 91” — Par Vir (@—1) 
-fachen Punkt. — Ich fiihre noch den Grad [2,] des Quotienten Q (als Differenz 
der Gradzahlen von Ziihler und Nenner aufgefasst) hinsichtlich wy, an (unter n 
den Grad von f, [9,] den von @ in w,y, u. 8, w. verstanden): 


[2] = [Pr] Vet [Ye] Pe — Per [PE] — Ver [Px] — Par Var (—1)- 


r 
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Die gebrochene Correspondenz Q(#,y,, 2sy,;) = 0 will ich in der 
Folge, als Resultat der Elimination von (k) aus p =0, »y =O mit 
(pv) oder kiirzer (pw) bezeichnen. Entsprechend werden dann die 


Zahlen fiir die freien Schnittpunkte mit f und die Werthigkeit der 
Resultante Q durch: 


(pv),” rad Q,. = Q, Wr ok Y, Qi — 2) Per Vir » 
(1) (pv),” tl Q, = Qs Wk + Ws Di — 2) Dis Wis » 
(y v)ne = Qs = Drs i + Vrs Pz — Prr Vis — Prs Vir 


dargestellt, wo hier, wie in der Folge der obere Index die eliminirten 
Variabeln angiebt. Uebrigens ist: 


(pv)? = (pv)r”. 
Diese Formeln gelten auch dann, wenn die gegebenen Correspondenzen 
y, v selbst ,,gebrochene“ sind, weil die entsprechenden Ausdriicke 
sich aus den bilinearen fiir Zihler und Nenner einzeln hergestellten 
durch Addition und Subtraction zusammensetzen lassen. 


In Anlehnung an diese Formeln die ich wie gesagt als bekannt 
voraussetze, kann man nun sogleich den niichst hdheren Fall behan- 
deln, wo drei Correspondenzen zwischen vier Variabelnreihen ge- 
geben sind: 

P(X» LeYes rYry Leys) =O, 
V(XzY1, LeYey LYry Leys) =O, 
U(LpY1» LeYk, LrYry Leys) =O, 
und fiir die durch Elimination von (1) und (/) aus diesen Glei- 
chungen und: 
[(%%1)=9, f(weyx) = 9 
entstehende (gebrochene) Correspondenz: 
Q(r, s) = 90 
die Zahlen Q, und Q,, bestimmen, welche den Grad und die Werthig- 
keit angeben. Ich beschrinke mich zu diesem Behufe auf den Fall, 
dass in einer der Correspondenzen, z. B. pg = 0, eines der Variabeln- 
paare, etwa x,y,, gar nicht auftritt, und bestimme jene Zahlen fiir 
diesen besonderen Fall, indem ich auf dem friiher angegebenen Wege 
“ZY, aus py =O, =O eliminire, ferner aus der so erhaltenen (ge- 
brochenen) Correspondenz : 
O(k, r,s) =0, 
in Verbindung mit: 
p(k, r,s) =0 
und f= 0 die Variabeln (k) wegschaffe. Aus den fiir diese Resultante 
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bestimmten Zahlen (g®), und (p®),, leitet man nun die dem all- 
gemeinen Fall entsprechenden Zahlen ab durch Zuftgen derjenigen 
Glieder, die aus Griinden der symmetrischen Gestalt dieser Formeln zu 
ergiinzen sind. 

Die Rechtfertigung fiir dieses Verfahren beruht auf der Einsicht 
in einige allgemeine Eigenschaften der Resultante aus mehreren Corre- 
spondenzgleichungen, die wir zunichst zusammenstellen wollen. Ge- 
geben seien k-+- 1 Correspondenzgleichungen zwischen den k + 2 
Variabelnpaaren 2%, Y;, %Yo, +--+ UeYey LrYry LsYs (kurz (1)(2)...4, 7, s): 

gp=0, y=0, y= 0, o=0,...,9=0,7 
wo noch die Gleichung: 
f=0 
fiir jedes Paar der Verinderlichen erfiillt ist. Wir verstehen unter 


der Resultante aus diesen Correspondenzgleichungen die linke Seite der 
durch Elimination von (1) (2)... (&) entstehenden Correspondenz : 
P(2rYr, Ys) = 0, 
welche als Function von (7) aufgefasst ausser in den Ausnahmepunkten 
die Curve f nur noch in solchen Punkten (r) trifft, zu welchen Systeme 
(1) (2)...(%) gefunden werden kénnen, die allen Correspondenzen 
zugleich geniigen. Bezeichnet man eines der Werthsysteme von 
(1) (2)... (&), welches den ersten k Correspondenzen allein (also allen 
mit Ausnahme von @) bei beliebig gegebenem r,s geniigt und keinen 
Ausnahmepunkt enthilt, mit (h), so ist die Resultante P darstellbar 
in der Form einer symmetrischen Function aller Werthsysteme h, 
namlich durch das Product: 
(A) 
—_ ee } 

wo T1#” das Product tiber alle 3) (o die Function # geschrieben 
in einem der Werthsysteme (h)) ist, 0, aber und ©, ganze lunctionen 
der Coefficienten der Correspondenzen g, y,... (ausser #) sind, von denen 
©, dazu dient, den Nenner in TT wegzuheben, und in Producte von 
Potenzen zerfiallt, deren Exponenten die Gradzahlen [@, |, [%,|...[@] von 
®@ hinsichtlich z,y,, 2,y,,... sind, wihrend ©, in Producte zerfillt 
von Potenzen, deren Exponenten*) sind: 

1. Die Vielfachheitszahlen, die das Verschwinden von @ hinsicht- 





*) Vorausgesetzt ist hierbei, dass, abgesehen von den Ausnahmepunkten, 
die Correspondenzen alle zugleich nur fiir discrete Werthsysteme der Variabeln 
1, 2,...7 (bei gegebenem s) verschwinden, dass also, geometrisch zu reden, in 
den durch die Variabelnpaare bestimmten héheren Riiumen continuirliche Gebilde 
wie Curven, Flichen, ... nicht allen gemeinsam sind, 
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lich der Variabeln (1) (2),... in den Ausnahmepunkten a, B, . 
angeben: 3), 0,¢, ..., 0,), 0, ... 

2. Die Werthigkeitszahlen 9,,, 8,3, -..1x,... Im Uebrigen sind 
©, ©, von den der Correspondenz # zugehérigen Zahlen unabhingig. 

Ich tibergehe hier den Beweis fiir die Richtigkeit dieser Dar- 
stellung der Resultante P, die, der Form nach unsymmetrisch, doch 
in der Ausrechnung die erforderliche Symmetrie hinsichtlich aller den 
k + 1 Correspondenzen zugehirigen Coefficienten besitzt, und verweise 
deshalb auf meinen Aufsatz iiber die reducirte Resultante. 

Die Symmetrie von P hinsichtlich der Correspondenzen zieht eine 
symmetrische Gestalt nach sich auch der Formeln fiir den Grad [P,| 
von P hinsichtlich x,y,, fir die Werthigkeitszahl P,,, sowie fir die- 
jenigen Zahlen, welche die Héhe des Verschwindens in den Ausnahme- 
punkten «, B,... ausdriicken: P®, P; Pp, pl; ... was dann auch 
noch fiir die Zahl der freien Schnittpunkte P, von P =O mit f= 0 
gilt, welche sich linear und homogen aus diesen Gréssen zusammensetzt : 


P, = [P,]n — SaP® — Prs, 
und entsprechend fiir P,. Aus der angefiihrten Darstellung von P 
folgt aber, dass in die Ausdriicke [P,], P‘*’, P,, und P, von den der 
Correspondenz zugehérigen Zahlen nur die Gradzahlen [4,], [#,], . 
die Werthigkeitszahlen @;, und die Vielfachheitszahlen 0, 0), ... 
(bezw. aiso deren lineare Combinationen #,, 0,..., wo 


a= [a] — a9 — i — da—-- 


ist) eingehen kénnen. Was den Nenner 0, angeht, so ist dies nach dem 
Gesagten unmittelbar klar, und der Zihler 0,1T7#™ theilt diese Eigen- 
schaft mit der angegebenen Form der Resultante aus irgendwelchen 
Gleichungen, die keine gemeinsamen Lisungssysteme besitzen. 

Man beweist nunmehr leicht, dass die Ausdriicke [P],... 

1) nothwendig lineare homogene Functionen der Grossen [4;| , 9° Oa 
(oder auch der @,;) sind. Denn vermdge ihrer algebraischen Bedeutung 
besitzen diese Gréssen die Eigenschaft, dass sie, wenn man fiir die 
Correspondenz @ die A'e Potenz einer ebensolchen 7 setzt: 

a= 7}, 
in das 4-fache der entsprechenden Zahlen fiir y itibergehen. Anderer- 
seits verwandelt sich dann auch die Resultante P in die A’ Potenz 
der Resultante R aus m, w, ..., d. h. die Zahlen [P,],... werden 
das A-fache der entsprechenden [R,|,.... Sieht man also die Zahl 
P,; als Functionszeichen an, so wird: 


Pre(Almi], Ami,...)—=A- Pro((mil, wi, ---)- 
Diese Functionalgleichung bestimmt aber P,, als lineare homogene 


99* 
22 
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Function der Gréssen |], ..., und analoges gilt fiir die Zahlen 
(P,], P‘”, P,, q.e.d. Da sich dieselben den anderen Correspondenzen 
gegeniiber ebenso verhalten, so folgt, dass sie homogene lineare Aus- 
driicke in den entsprechenden Zahlen fiir jede einzelne Correspondenz 
gp, v,...@ sind. 

Wir beweisen noch eine zweite Eigenschaft dieser Ausdriicke. 
Die unteren Indices an den Zahlen [0], #,, 3, 4; sind den ein- 
zelnen Variabelnpaaren 2;Y;, %pYp, %q Yq, --- wugeordnet. Wir be- 
haupten nun: 

2) Dass in jedem Glied der Ausdriicke [P,|,... alle Indices der zu 
eliminirenden Variabeln 1, 2,...k, sowie diejenigen des Ausdrucks 
selbst (r, bez. s), wirklich mindestens einmal auftreten miissen. Denn 
wiirde in einem Glied z. B. der Index 1 fehlen, so kénnte es eintreten, 
dass das Variabelnpaar x, y, tiberbaupt gar nicht vorkommt, ohne dass 
der Werth dieses Gliedes sich auf Null reducirt. Aber wenn 2,4, 
allenthalben ausfiele, so wiirden im Allgemeinen die / +1 Correspon- 
denzen zwischen nur k Punkten von f 2,3,...h, vr mit einander 
unvertriiglich sein. Die Zahlen [P], ... miissen also in diesem Fall 
verschwinden, was nur so méglich ist, dass der Index 1 in jedem Glied 
auftritt. Ein aihnlicher Schluss gilt fiir die Zahlen r, s. 

Die beiden erwiihnten Eigenschaften ermdglichen nun die Bildung 
der allgemeinen Ausdriicke fiir [P,], P-s, Ps”, P, an der Hand eines 
Recursionsverfahrens. Man geht niimlich von dem besonderen Fall 
aus, dass in einer der Correspondenzen, z. B. g, die Variabeln 
(1) (2)... (% — 1) nicht vorkommen, bestimmt die gewiinschten Aus- 
driicke fiir diesen Fall mit Hilfe der Formel fiir den niichstniederen 
von nur k Variabeln und fiigt dann die fehlenden Glieder aus Symmetrie- 
griinden zu, indem man z. B. aus dem Vorkommen eines Gliedes wie 
Pe VrsYpq--+ auf die ausgefallenen Glieder: @po Yrs Ye+ ++ Pog Vetrs+-- 
u. s. w. schliesst. Nach dem Gesagten ist leicht zu ersehen, dass man 
auf diesem Wege zu allen itiberhaupt miglichen Gliedern gelangt. 
Denn weil die Variabeln k, y und s in @ auftreten, also der specielle 
Fall alle Glieder der linearen homogenen Function mit [gy], ge, ..-- 
[Pr], Pr» +++ [Ps], Psy--+ Per,--- liefert, so kann, da wegen der 
Eigenschaft (2) die Indices k, r, s in allen Gliedern vorkommen, 
iiberhaupt kein Glied ausgefallen sein, fiir welches nicht andererseits 
ein Musterglied vorhanden ist. Zahlencoefficienten und die von f her- 
rthrenden Factoren sind dann jedesmal zu iibertragen. 

‘Wenn nun aber aus den dem speciellen Fall entsprechenden Aus- 
driicken durch Zufiigen bloss der symmetrischen Glieder die allgemeinen 
Formeln ableitbar sind, so muss umgekehrt ein symmetrisch hinsicht- 


lich der p, ~,...% gebildeter Ausdruck von den angegebenen Eigen- 
schaften, der fiir: 
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[(P:] = [p.] =.-- = [Mea] = 9, 
g) = gi) = --- = 9), = pa... = 0, 
pq = 0, (q=1,2,...k, 7,8; p=1,2,...k—1) 
auf jenen speciellen sich reducirt, die allgemeine Formel darstellen. 
Ich werde im niichsten Abschnitt zeigen, dass diese Bedingungen 

von den beiden nachfolgenden Formeln*) erfiillt werden, durch welche 
der Ausdruck fiir die Anzahl P, = (pvy ... 42 der freien Schnitt- 
punkte der resultirenden Correspondenz P(rs) = 0 mit f = 0, sowie der 
fiir die Werthigkeit P.. = (pyy ... #)(12" (wo der obere Index 


jedesmal die eliminirten Veriinderlichen angiebt) zuriickgefiihrt wird 
auf die entsprechenden Ausdriicke fiir nur je & Correspondenzen, aus 
denen k — 1 Variable eliminirt werden: 


P. = (pyy... BD = Se, (wy... Be AN 
i=k 

” D> Spr Uy.» il 
i=1 


Pre = (yy... DLE) — Spr (My... BFAD 


i=k 
a > Svirlvn 6 OLE RD, 
i=1 


(2) 





\ 
Hier bedeutet p das Geschlecht von f, S die Summe.iiber alle k + 1 
durch Vertauschung von g mit wy... aus dem angeschriebenen 
Glied entstehenden Glieder. 


IV. 
Correspondenzen zwischen mehreren Punkten einer Curve. Fortsetzung. 


Die Symmetric der am Schluss des vorigen Abschnitts aufgestellten 
Ausdriicke hinsichtlich der k + 1 Correspondenzen pw... @ liegt auf 
der Hand™*). Es bleibt zu erweisen, dass fiir den Fall, dass in der 
Correspondenz g die Variabeln 1, 2,...4 — 1 nicht auftreten, p also 
von der Form ist: 

P(LeYe, LrYry LsYs) = O 
jene Formeln iibergehen in solche, die, winter Annahme ihrer Giltigkeit 


*) Die Formeln fiir [P] und [P had F die sich leicht mit denselben Hilfsmitteln 
entwickeln lassen, sind im Folgenden nicht erforderlich und weggelassen. 

**) Nicht unmittelbar liisst sich die Symmetrie dieser Ausdriicke hinsichtlich 
der & Variabeln 1,2,...% erkennen. Fiir den Nachweis derselben wiren ihn- 
liche Umformungen wie in Nr, V ndthig. 
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fiir bloss & Correspondenzen mit k-+-1 Variabelnpaaren, sich auf 
directem Weg aufstellen lassen. 


Eliminirt man in dem letzterwihnten Fall die Variabeln 1, 2,...4—1 


aus den Correspondenzgleichungen #, 7, .. . # in Verbindung mit f=0, 
so gelangt man zu einer Gleichung: 


O(k, r,s) = 0. 
Eliminirt man aus dieser und: 
g(k,r,s)=0; f=—0 
etwa (k), so erhailt man fiir die Resultante R(«,y,, x,y;) = 0 vermodge 
der Ausdriicke (1) in III die Zahlen: 
R, = (pO) = 9, + pO, — 2pQirMr, 
R,, = (9 >) = Prs Px + PeP-s — PerVes — Pes Pir; 
oder, in der eingefiihrten Bezeichnungsweise: 
R, = or (wy... BO + ge(oy... PE” 
— 2pgrr(vy... ar *-”, 
Res = Ors (Wy... Be + pe(W ye... B)rs— Mer(Uy.-. Pas 
— Ps (¥L--- Par; 


wo in der zweiten Formel der obere Index, der die eliminirten Variabeln 
angiebt, weggelassen wurde, 

Dies sind die gesuchten Vergleichsformeln. 

Andererseits lassen sich nun die Formeln (2) fiir P, und P,, am 
Schlusse des vorigen Abschnitts mit Hilfe der Bedingungen, die das 
Nichtvorkommen der Variabeln 1, 2,...% — 1 in  ausdriicken: 


gia=0; gare =—0; (A—1,2,...4—1; w—1,2,...h, 17,5) 


in folgende Form bringen — wenn man durch Einschliessen in eckige 


Klammern das Resultat der Einfiihrung dieser Bedingungsgleichungen 
ausdriickt*): 


[P.]) =o, (x-+- Oat (Sv, (py... Oe] — Dow (¥L--. Mar 


k—1 


“~ D> (S¥ir (on -+ + Dir] — p[Ser(px--- Par], 


1 


[Ps] = Gre (WX--- e+ [Sdrs(px--- a) — per... Pes 


— D> [Svir (On - - - is] — [Star(Mn.-- Hes]. 


*) Eine Verwechslung mit den oben durch ebensolche Klammern bezeichneten 
Gradzahlen ist wohl ausgeschlossen. 
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wo die Summe § dasselbe bedeutet, wie oben S, unter Ausschluss 
jedoch des Buchstabens » (der also an seiner Stelle bleibt, wahrend 
v, 4... wechseln). Um in diesen Ausdriicken die Summe 


Sv-(p%- ++) 


und die analogen als explicite Functionen der g darzustellen, bestimme 
man die dem Resultat der Elimination von 1,2,...k—2 aus den 
Correspondenzen 4, @,.. +: 


(yo... Hi 4-2) == O' (K—1, k, r,s) 
entsprechenden beiden charakteristischen Zahlen: 
O.-1 =—(yo... 4, 
Di-1,k = (YO... Pae- 
Wird alsdann (&) aus: 
oy =0, 
p(k — 1, k, r,s) = 90 
eliminirt, indem man sich vorbehilt, erst nachtrdglich die Bedingungen: 
GPAi=9, Par 
einzufiihren, so erhilt man fiir die Resultante: 
O(k, r, 8) = (Myo... Hk), 


vermittelst der Formeln (1) des vorigen Paragraphen, unter Kinftihrung 
der erwiihnten Bedingungen, die Zahlen: 


(po) ] =[(px--. Oe | = oe in = om (xo... *, 
[OO er] = (py... Ber] = gir Oia = per (yo... Per”, 
Daher wird endlich: 
[So (py... Pe] = ge Sd, (x0... HA, 
[So-s(px--.)s] = —i Sbrs(y@.-. Per, 
LS der (Mx. + - Mar = PirSVer (Zo... Br, 


wo wieder in den letzten beiden Formeln der obere Index weggelassen 
wurde. 
Ebenso erhiilt man 
(px... Or] = 1,2...k—1). 


4. B. fiir i = 1 eliminire man zunichst aus z, @,... die Variabeln 
2,3,...4—1 und bilde eine Resultante von der Form: 


©” ((1), k, r, s) =0, 


Kliminirt man & aus dieser und: 








= 


Sa ee IE 


a 


— —— 
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p ((1), &, r, s) =0 


unter dem Vorbehalt, nachtriiglich », —0, gi,—0 zu setzen, so 
erhiilt man fiir die Resultante die Zahlen: 


[(po’yi,] =|(pyxo@... o), = [pir + OO! — Per Vik — Giri, } 
= pr}, — Qrr 0. 


— (4. . =” — Per (4@...9)) a " 
Daher schliesslich : 


Svi-(py-.-Pr = MSti-(yo...d)n°*- — PirS Vi, (yo... d)R* ° 


und die entsprechenden aus dieser durch Vertauschung von 1 mit 
2,3,..-k—1. 


Setzt man diese Werthe in den obigen Ausdruck fiir 


[P,| ein, so 
erhilt man: 


[Pr] = Or(Ox ~~ - Pe + MeSY, (yo... Fei — por (oy... He 


k—1 k-1 

=» {9.D) Sve @...P%)ir+ Per > Vir (Yo cee ou 
1 1 

—pPerSver(yo ... Ps. 


Hier ist der Coefficient von g,: 
k—1 
Sv,-(yo..+ Ppa — > Wir(yo... ®)i,, 
1 


also nach der ersten der Formeln (2) des vorigen Abschnitts, an- 
gewandt auf den Fall & —1 statt k, gleich (wy... ),, ferner der 
Coefficient von pg:, gleich: 


k—1 
—(vy...Pe-— {S¥(x0. <_<"? _— > 8¥ir(xo a} 
1 
= — 2(py..-P)er- 


Also stimmt die erhaltene Formel fiir [P,] mit der oben auf directem 
Wege abgeleiteten fiir KR, tiberein. Ganz ebenso reducirt sich [P,,] 
auf R,,. Hiermit ist die Liicke in dem Beweis der Formeln (2) des 


vorigen Abschnitts ausgefiillt. 


Die explicite Darstellung der Correspondenzformeln fiir die Fiille 
k—=2, k=3 ist von mir sowie von Herrn Lindemann mit einem 
directen Beweis an den oben angegebenen Orten friiher schon gegeben 
worden. — Fiir das Folgende geniigt es, die Recursionsformel zu 
kennen. Ich wende dieselbe nunmehr auf einen besonderen Fall an. 
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V. 
Symmetrisch gestaltete Correspondenzen. 


Die am Schlusse des Abschnitts III aufgestellten Formeln lassen 
sich in eine wesentlich einfachere Gestalt bringen, wenn man die 
Annahme macht, dass die einzelnen Correspondenzen, deren gemein- 
same Liésungen zu bestimmen sind, hinsichtlich der Variabeln (1) (2).. 
..k, r,s je symmetrisch gebildete Ausdriicke sind. Alsdann kann man, 
unter Kinfiihrung kirzerer Bezeichnungen, setzen: 


Fy Oy ss = GT = GFK C= Fs; 
Y, = y, =-:- = =%,=—=%¥,= 1, 
P12 = V3 = = Ors =, 
Yy».= Vs ==, = y, 
Schreibt man ferner: 
(K+ 1)!=1.2.3...k(k +1), 
und setzt: 
1 1 
Epa (PYF) = Gap (PH--.Ph = ++ = (PH... 8), 


Fr (PY +. Dir (Py...8Y (fiir i= 1, 2,..., by 8) 
und so weiter, so gehn die Formeln (2) (ILI) tiber in: 
(2a) (E+) (py... 8) = So (wy... 8) — pSq' (vy... *Y, 
(py... 8) =Sq'(yzy...8)— Sq (vy... ay. 
Die eingefiihrten Ausdriicke (py...) und (py...) fahren fort, 
eine geometrische Bedeutung zu besitzen. Denn da in Folge der sym- 
metrischen Gestalt aller Gleichungen die Elimination der Veriinderlichen 
1,2,...k auf dieselbe Endgleichung fiihrt, wie die von irgend 
anderen k der k +1 Variablen 1,2,...,4,7, so miissen sich alle 
Lésungen, die es iiberhaupt giebt, in Gruppen von je (&+-1)! zusam- 
menfassen lassen, deren jede nur einem (auf die k + 1 Variabeln in 
(k+1)! verschiedene Arten vertheilbaren) Lésungssystem entspricht. 
Die Anzahl der verschiedenen Liésungssysteme ist somit der (k+-1)' 
Theil der friiheren, also gleich (py... @). Diese ist also z. B. fiir 
2 Correspondenzen gleich (py) = py — pg’y’. Die Correspondenz 
P = 0 selbst wird zur k!'" Potenz, und die Werthigkeit demnach nur 


der k!'° Theil der friiheren, oder gleich (pp... @Y. Fir 2 Corre- 
spondenzen z. B, wird: 


(py) =v’ +¥y —2q'v'. 
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Wir bediirfen fiir das Niichstfolgende noch einer Abkiirzung. Unter: 
(py... 4) 
moge der Werth des Ausdrucks (py... #), geschrieben in: 
g9—97,v—Y,...d— 8, p—1 
anstatt : 
p> Y, «+. @, P 

verstanden werden, also: 
(pw Te 2) =(py... D)o—¢',w—w, ++ 9-9',p—1- 
Man iibertriigt diese Bezeichnungsweise auch auf den Ausdruck fiir 
die Werthigkeit, sowie auf eine beliebige Anzahl von Correspondenzen, 
so dass also z, B.: 


Pp=9-F, 

y=; 
(pv) —=(9—g@)v—V¥)—-(p—D)yY, 
(ov) =(9—P)¥+(¥-—V) yp —29'¥ 


u. Ss. W. 
ist. 


Zwischen den so definirten Ausdriicken bestehen nun die folgenden 
Beziehungen, die fiir die Anwendung fundamental sind: 
(3) nig iaggndgig™ — pp (vx... OY, 

(py...d/'= (pv...%)— (py... 4). 

Diese Recursionsformeln fiir symmetrische Correspondenzen sind weit 
einfacherer Natur, als die friiheren (2) III, und lassen fernere Trans- 
formationen zu, die dem Angriff auf alle Probleme, welche auf solche 
Correspondenzgleichungen fiihren, ein weites und vielseitiges Held 
eréfinen. 

Es handelt sich zuniichst um den Beweis dieser Formeln. Viir 
den Fall k = 1.folgen sie sofort aus einer Zusammenstellung derjenigen 


fiir (pw), (pv), (pv). — Wir schliessen nun von & auf k + 1. 
Vermége der (2a) hat man: 


(A) (+1) (pon.-. 9) = py...) +S ¥(pz... 9) 

— py (vx...) — pS¥ (pr... OY, 
(B) (poy... 8=o'(dy...8) +5v (py... 4) 

— 9 (ox... 9 —S¥ (py... a, 
wo wieder unter S die Summe aller aus dem angeschriebenen Glied 


durch Vertauschung von # mit y, ... (p bleibt an seiner Stelle) 
entstaudenen Terme zu verstehen ist. Nimmt man die Formeln (3) 
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als bewiesen an fiir den Fall von irgend & Correspondenzen, wie 
9, %,-+.%, so hat man: 

Sv (pyo...%) = gS (yo... %) — pa Sv(yo... a), 

Sv (pyo...%)=—gSv' (yo... 3%) — pp Sv (yo... BY; 
Daher: 


Sv (px... 9) =(p—e) SV (z... #) — (p—1)q'S¥'(y... BY 
= 9Sy (zx...) 
— op {Su(z...9)+(p — 1) S¥(y... dy}. 
Hiernach wird: 


Sw'(py...0) =Sw' (py... 9) — Sw (pz... 9) 
= Sw {(y...) —(y...9)} 
+ 9 {Sv(z... 8) — pSv'(y... 9) 
+ (p — I)S¥(q... BY}. 
Daher endlich nach einer kleinen Reduction: 
Sov(pz...9) —pSv (py... OY 
=p. k(x...) —pyk {(wy...%) — (wy... 9)} 
=ki{p(oy...9) —py (oy... oy}. 
Die rechte Seite der Formel (A) ist somit das (& + 1)-fache dieses 
letzten Klammerausdrucks und die erste der Formeln (3) hierdurch be- 
wiesen, weil sie fiir k= 1 gilt. 

Dieselbe lisst sich nun beim Beweis der zweiten verwenden. Sieht 
man wiederum diese fiir k Correspondenzen als richtig an, so erhiilt 
man vermdge (B): 

(Ba) (pyy.-.0) = o' (vy... 4) 
+ S¥{@—9@)(x-..8)—(p— ly (z... BY}. 
Aber weil (2a, V): 
(vy... 0) = SW {(y...8) — (x... 9} 


ist, so wird: 


Sy'(y... 0) = (ox... 8! — (wr... AY. 


Mit Hiilfe dieser Bezichungen erkennt man aber sogleich, dass die 
rechte Seite von (Ba) mit der von: 
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(py...9)— (py... *—O(y...8) —py(y... a 
—{(e— ge) (v...%) —(y... a] 
—(p—1)g'[(v... 0) —@... B} 


iibereinstimmt, womit die letzte der Formeln (3), nachdem der Fall 
k = 1 oben erledigt worden, bewiesen ist. 


VI. 


Symmetrisch gebildete Correspondenzen. Andere Gestalt der 
Correspondenzformel. 


Ich hebe noch eine andere Gattung von bemerkenswerthen Formeln 
hervor, die aus denen (3) durch Umformung sich ableiten. So z. B. 
ist fiir 4 Correspondenzen: 


(P¥x0) = (P¥x)@ — p(pdy) a 
= o.[(pd)4— (pv) x']— po’. [(P¥Y) x + vx —20) x 
—2(p— De vx] 
oa ‘yey 1. P(P—1) ” ” 
= (pv)(x@) — p(py) (xa) + —\-,— (¥) (x) 
wenn man: 
(p¥)" = (pv) — (yey = 29'¥' 
u. s. w. einfiihrt. 

Diese Formel gestattet eine Anwendung auf solche Fiille, wo eine 
Gruppirung der vorhandenen vier Correspondenzen zu je zweien erwiinscht 
erscheint. In aihnlicher Weise lisst sich die Formel fiir mehr Corre- 
spondenzen, beliebigen Gruppirungen entsprechend, in folgender Weise 
umgestalten. 

Sind die gegebenen Correspondenzen (alle symmetrisch gebildet 
hinsichtlich der Variabeln): 

gp=—0; y=—0;...0=—0; ¢=—0;€=—0...4=—0, 

und bedeuten (py~...#), (e€€...m) die Ausdriicke fiir die Anzahl 
der den g Correspondenzen gp, py... und denh: ¢,€... w zukommen- 
den gemeinsamen Lisungen, wenn von den g +h veriinderlichen 
Punkten auf f=—0O h bezw. g beliebige fest angenommen werden, 
(py...) die Werthigkeit der durch Elimination von g — 1 Variabeln 
resultirenden Correspondenz, oder, wie wir unter Benutzung der Be- 
zeichnung (s. vor. Abschnitt): 


(PY...2) = (Pd... Py gw-wy-p—t 
kiirzer definiren kénnen: 


(py... df = (py... 8) — (pv... 9); 
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setzt man analog: 


(py... 9)” =(py... 8) — (py... a, 
u. S. W., WO: 

(py _a 8) — (py 79 9) ]o-o.y—wi,--p-1 
ist, also die Reihenfolge der Operationen ( ) und ( ) vertauschbar, 
so lisst sich der Ausdruck fiir die Anzahl (py...) der gemeinsamen 
Lisungen aller Correspondenzen p =0, W =0,... u = 0 als Summe 
von Producten aus den entsprechenden Zahlen fiir einerseits nur: 

7, v,...4%,; 

und andererseits denen fiir den Rest: 


= ae 
durch folgende Formel*) darstellen: 


(py...u) = (pv... B)(ef... uw) — ({) (ow. ..9Y (ef... 4) 


O) + Qiov. 9 te eF 
“ (3) (pw... O)" (eb... py” +-- 
wo: 


a 1.3 ..8 


C eee > 2 a 


p das Geschlecht der Curve f ist, und die Reihe an der Stelle abbricht, 
wo zuerst einer der mit oberen Indices versehenen Klammerausdriicke 
verschwindet. 

Die Formeln (4) lassen sich als eine Eigenschaft gewisser durch 
(3) definirten Functionen auffassen und unabhiingig von ihrer alge- 
braischen oder geometrischen Bedeutung wie folgt beweisen. Wir 
verstehen unter: ( ) und: ( ) gewisse auf die in der Klammer vor- 
kommenden Ausdriicke angewandte Operationen, zwischen denen die 
Beziehung besteht: 

: fan 
(ym()—() 
so dass also: 
a=a—a; b=b—d; us. w. 

Die Operation @ mége auf ein Product wirken in der Weise, dass: 


a.b=a.b=b.a. 
Dann ist: 


*) Diese Formel, sowie einige andere der hier publicirten Ergebnisse habe 
ich bereits im Sommer 1885 Herrn Klein brieflich mitgetheilt, 
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(ab) = ab — ab = ab — (a—a’) (b—b’) = ab’ + ba’ — a’. 
Ferner sei: . 
pay ~ 
und, unter (?) einen Binomialcoefficienten verstanden : 


@)-(7'). 
) -@)-@ 5 ')=@=1) 
a a a +—1 
ein Ausdruck, der gleich 1 ist fiir ¢—0, und verschwindet, wenn 


an Stelle von ¢—1 eine negative Grésse tritt. Hiernach ist die 
Operation ( )', auf das Product angewandt: 


© (@ ab) = (@— 1) ab + (? 7 *) @v'-pbd—a'). 


Wir setzen (a) = a” = a®, u. s. w. und nehmen noch an: 
? 


Dann ist: 


a9”) = : —t 
a”) = qs); b® = HM, 
also: 
alg+)) = 0; b+) = 0; 
ferner g >h. 
Definirt man endlich, unter der Voraussetzung: 


cr an O 
die weitere Operation : 


(D) {a,c} =ac— pac, 
so gelangt man durch wiederholte Anwendung derselben zu einer 


Formel, die unter den obigen Annahmen iiber a, b in die Gestalt 
gebracht werden kann: 


(5) {a,b)—ab— (2) av'+ (8)a°v" —(8) a5" +---(—1 (R)amom 
h 
=>» (?) awe, 
0 
Zunichst niimlich ist, wenn c’ = 0: 


fa, ch = ae + ic al) — 2iae — (p — i)alne. 


Fiir i = 0 geht diese Formel in (D) iiber. Man beweist ihre Richtig- 
keit leicht mittelst eines Schlusses von i auf i+ 1 unter Anwendung 
von (C). 

* Wir nehmen nun weiter (5) als bewiesen an, und zeigen, dass 


der Ausdruck { {a, b}, ¢} wieder auf die Form (5) gebracht werden 
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kann, jedoch in der Anordnung: {a, {b, c}}. Dann ist die Giltigkeit 
von (5) auch fiir h + 1 nachgewiesen, weil erst: 
{b, cv+2) 
verschwindet, und fiir h = 1 (5) auf (D) zuriickkommt. 
Man kann den Ausdruck: 


{a,b} = [> 1) (?) a‘ w| 


mit Hilfe von (C) auf die Form bringen: 


h 


{a, b} == > (-1) a0 (?) [ib + (p —i) be] 
h+1 


+5 D> (— 49 (2) if v9 + v9), 


Wegen: 
b+) — HMt+) — 0 


lisst sich die erste Summe zwischen den Grenzen 0 und h +1 
nehmen , und man erhiilt durch Vereinigung beider Summen: 


h-+4 
{a, df = 2 S)— ya (2) (— iv 4.2100 + (pyr). 
. 
Daher wird: 
{{a, }, c] =. {a,b} — pe’. {a, b}' 
h-1 
= > (—1)' (2) a [eb +i b—-9_-2id BO —( p—iy DH) 
YG 
0 


A+ 


=>(-1! (?) a). {b, cho—fa, {0, ch}, q. e@. a. 


Auf die hiermit bewiesene Formel (5) kommt aber die (4) zuriick, 
wenn: 


(py... %)—a, (e€...u) =) 
{a,b} = (py... u) 


gesetzt wird. Diese letzte Vergleichung ist gestattet, nachdem gezeigt 
ist, dass die Operation { } eine associative ist. In der That sind die 
Formel (D) und die friiheren Annahmen hinsichtlich der Operationen 


()’ und () keine anderen, als die in (3) (Abschn. V) aufgestellten, 
und aus der Voraussetzung, dass die Zahl der Correspondenzen 


und: 
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yp, wv... ist, folgt, weil a —(py...) eine homogene Function 
g Ordnung der 9, g’, y, py’... # ist, dass deren (g + 1)'° Differenz 
a+) verschwindet. Dasselbe gilt fiir die (h + 1) Differenz von b. 
Dies ist aber eben die Bedingung, die oben noch eingefiihrt wurde, 
und somit ist die Formel (4) gleichfalls bewiesen. 


Vil. 
Lésung des Problems der Specialgruppen. 


Das Vorstehende gewiihrt nun die Mittel, um das in I. formulirte 
Problem zu lésen. Algebraisch zu reden, handelt es sich um Be- 
stimmung der Systeme von Werthepaaren 2, ¥,, %Y,,..+ TeYx, welche 
simmtliche k-reihigen Determinanten des Rechtecks: 


| Pi (L,Yy) Po(%yYy) ~~ + Pesi(%yY;) 1 
(6) | Pi(%_Yo) Po(LoYo) «+» Prpi(LyYo) 


| Py (Tee) Po(@eYe) ~~» Prri(Te yx) 
zum Verschwinden bringen, wihrend die Gleichungen bestehen: 
fH) =9, F@2y2)=9 ... F(eeye) = 9. 
Wir schicken der allgemeinen Erledigung der Frage den Fall i = 1 
einer Matrix mit einer Verticalreihe mehr, als Horizontalreihen auf- 
treten, voraus. Das Problem stellt fiir die & Punkte der Curve zwei 
Bedingungen, also sind 2 durch die iibrigen k — 2 (beliebig wiihl- 
baren) bestimmt. Auf wieviel verschiedene Arten? erfiihrt man auf 
dem durch die Formeln des § 2 angegebenen Wege: 


wonach zuerst die Anzahl (k, k) von Punktepaaren auf /, fiir welche 
irgend 2 Determinanten des Rechtecks (sie mégen #, y heissen) ver- 
schwinden, zu bestimmen ist. Man hat hier den Fall von zwei Corre- 
spondenzen zwischen den Punkten (1), (2), ...% von f. Eliminirt 
man aus ®#=0, »y=0 etwa ay, mit Hilfe von f—O0, so besitzt 
die Resultante als Curvengleichung hinsichtlich irgend eines der nicht 
eliminirten Variablenpaare aufgefasst mit f= 0 noch: 


(Od) = (9) (¥) — p(®y (oy 
»ireie* Schnittpunkte, wo (#) die Anzahl der mit (1) beweglichen 
Schnittpunkte von @=— 0 mit f=—0 ist, die nicht in die Ausnahme- 
punkte und nicht in die tibrigen rational angebbaren Punkte fallen, 


also: 
(®) = ns — >! e(a — 1) —(k—1)—6, 
(¥) = ns -> a(« — 1) —(k — 1) —e, 
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indem die in # und w auftretenden Ausdriicke g,9,... x, die wir 
hinsichtlich jeder der Variabeln vom Grad s annehmen, sich nach der 
friiheren Annahme zu f adjungirt verhalten, d. h. in jedem «-fachen 
Punkte von f a — 1-fache Punkte haben und etwa durch o einfache 
Ausnahmepunkte von f noch alle hindurchgehen. Ferner ist (#) die 
Werthigkeit von @, d.h. die Vielfachheit des Verschwindens von @, 
wenn eines der x; y; gleich einem anderen wird, also hier: 
(@) = (¥) = 1. 

Setzt man: 

ns — >) a(« — 1)—k—o=MNM, 
so wird: 


(®)=%) =M+1, 


(k, k) = (Ov) = (M+ 1)? —p. 

Um noch die in der obigen Formel vorkommende Zahl (& — 1) 
(sowie allgemein die fiir (t — ¢) der Formel (12) von II) zu bestimmen, 
bedarf es nicht der Correspondenzformel. Denn die Werthsysteme, fiir 
die alle Determinanten des (auf der schmalen Seite stehenden) Recht- 
ecks verschwinden : 


Pi (L,Y) Po(%%) +» Pra(%,y) | 
| Py (%_Yo) Po(%Yo) «- + Pr-a(%yYo) | 


und man hat: 


| , 


Py (eye) Po(@eYe) ~~~ Pra(@eYe) | 

erhailt man, wenn man irgend eine der k Determinanten, z. B. die 
durch Weglassen der letzten Horizontalreihe entstehende, gleich Null 
setzt. Sie liefert, sofern etwa die k — 2 ersten Punkte als gegeben 
angesehen werden, fiir den (& — 1)" noch: 


ns— >) a(a@— 1) —(’—2)-6 = M42 
freie Punkte a1 y:-1. Die gleichen Werthepaare wiirden sich aber 
fiir ay, ergeben, wenn man statt der letzten die vorletzte Zeile weg- 
liesse, Diejenigen freien Punktepaare k — 1, k, welche beide Deter- 


minanten zugleich zu Null machen, sind also, unter Weglassung der 
zusammenfallenden, die: 





(M + 2) (M + 1) 
2 





Paare, die sich aus jenen M + 2 bilden lassen. Fiir sie verschwinden 
ausserdem von selbst alle Determinanten der Matrix, welche die zwei 
letzten Reihen enthalten. Es ist also: 


(M+2)(M+1)_(M+2 
e- 9 - Sy * -( + ): 


Mathematische Annalen, XXXVI. 23 
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Unter Einsetzung dieses Werthes und des fiir (Kk, k) erhalt man fiir 
die Anzahl der Lésungen des Problems im Falle i = 1: 


M+ 2 
TQ) &+N)—K+h— (+ 1"—p—-(*F”) 
M+ 1 
é+i.—("F ")—p. 

Wir wenden uns nun sogleich zu der allgemeinen Aufgabe, die 
Anzahl (k +- 7%) der Systeme von i+ 1 Punkten der Curve f so zu be- 
stimmen, dass sie zusammen mit k — i — 1 gegebenen derselben Curve 
die Determinanten der Matrix (6) stimmilich zum Verschwinden bringen. 


Die Schlussformel (12) in II. fiihrt diese Frage zuriick auf die Berech- 
nung der einzelnen Summanden des Ausdrucks: 


(k-pi)— {k-+i—1, k} — {hti—2, k—1} + {kh i—3, h-2} —... 
et 
=—§ (—l)e{k-+i—e, h—e+1} +(—1k—i). 
e=! 


Beziiglich der Berechnung von (k —7) kann ich auf die oben vor- 


genommene von (k — 1) verweisen. Genau dieselben Ueberlegungen 
fiihren auf die Formel: 


p M-+i+1)(M+%)...(M+1 } 
© G9 — Mest et DUE C+), 
die der Reihe nach auf die Fille i—1,2,...%¢ anzuwenden sein 
wird. Die Summanden in (8) sind einzeln mit Hilfe der Formel (5) 
des vorigen Paragraphen zu berechnen und zwar : 


aah 


(9a) {k-+i—o, k—0+1}— >) (—1)"(2) &-+i—e)(b-e 1)", 


wo die obere Grenze h gleich der kleineren der Zahlen @ und i—o9+-1 
ist, weil (k-+%—@), (k— 9 +1) Aggregate von i — 9 + 1, bezw. e 
(symmetrisch gebildeten) Correspondenzen bedeuten, diese letzteren 
Zahlen also die Stelle von g und h in VI. vertreten. Die Werthigkeits- 
zahlen dieser Correspondenzen sind alle gleich 1, und sammtliche 
Zahlen (#), (w),... (der freien Punkte) sind gleich M+ 1. — Ist « 
irgend eine der Zahlen 1, i — 1, ..., so hat man, in den Bezeich- 
nungen von VI: 


&+y=E+y)—-E+); E-y—(k—-)-E—), 
wo (& + +) gleich (k +1), geschrieben in M—1, p —1 statt in 
M, p ist, und ebenso: 


ay (OT — (=F). 
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daher, nach t-facher Wiederholung dieser Operation: 


(8) @— yon (MTT EF). 


Ich habe nun an der Hand dieser Beziehungen den folgenden Aus- 
druck fiir die allgemeine Zahl (k + +) (in ausfiihrlicher Schreibweise) 
(k + tx) gefunden: 


eo = 3-8) CY) 
My AH OC)+ OC 


) 
| QHD) 4-5 


wo die obere Grenze fiir A: 





1 oe 
‘t+! fiir « ungerade, 


vial 

5 fiir « gerade 

ist. Ich beweise deren Richtigkeit durch einen Schluss von i — 1 

auf 7, indem ich sie fiir «—0,1,2,...%— 1 als bewiesen ansehe. 
Zuniichst ist wieder (k + c)’, (k + +)",.,.(& + +) im Anschluss 

an die Formel (10) zu bilden. Vermdge der (C) des § VI wird: 


oty- Sew aahy- 
~S- w[@) C8) +02) (HE) 


wo immer: 


© Oa C-(=--0 


vorausgesetzt ist. Man kann dem Ausdruck in der Klammer [ } durch 
Anwendung der Formeln: 


@-G=)+03. 
ne 31) +(, my . \)= a gayi) 


die Gestalt geben: 


(Gai roe ty) +P a ')Ch 27), 


23* 
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oder, unter Beiziehung ohnedies verschwindender Glieder und Aenderung 
des Summationsbuchstabens der ersten Summe: 


A, 


b+ y= D> (-14 (? a *) a. oa 71) “7 ro $7) - 


0 


A, 
— _ya(p — 1\ (M— 24-1 
2 ( (PZ) ( u— 2A ’ 
wo nun: 
t 
2 
t—1 
= 


A, = 


ist. Dieser Ausdruck hat dieselbe Form, wie (10), und nach t-maliger 
Wiederholung des Processes folgt: 


@) &+oo=— Dw PT) (soe), 
0 
wo wegen der Gleichungen (I) die Formel von selbst an der richtigen 
Stelle abbricht, so dass die obere Grenze weggelassen werden konnte. 
Geht man nun mit den Ausdriicken (E), (G) in die Formel (9a) 
ein, mit dieser und (9) in (8), so kommt eine dreifache Summe, die 
sich so schreiben lisst: 


e=i M = 
(b+ = — G(— >) (— (2) (MF 27*) 
e=1 t= 0 
p—t M —2r—2A+1 
ra) eva ea) + 
A=0 
(M+i+1 
tem) 
Da diese Summe da abbricht, wo einer der Factoren Null ist, so ist 


die Summationsfolge vertauschbar, die Summenzeichen kénnen voraus- 
gesetzt werden, und die Factoren vereinigt. Nun ist: 


Cer I=-UA IEE 
Setzt man daher: 
A+t=G6, 


é+m—(—1 (MHF) 


~F IIe HOCH At) 


so wird: 


=1 6=0 t=? 
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Zieht man aus der Summe das Glied heraus, fiir welches + = 0, 
6=0Q, und folglich 


@O-Oez)- 


ist, so lasst sich dies mit dem vor dem Summenzeichen stehenden zu: 


Ameo MET )- Feo 


-Seretee ayy 
al y+ o—v 
vereinigen, und in: (k-+7%), —A—B ist der Rest: B die drei- 
fache Summe, nur dass 6 von der unteren Grenze 1 ab geht. Wir 
verwandeln in B die untere Grenze fiir @ in 0, indem wir ein Glied 
addiren und subtrahiren, das diesem Werth entspricht, und fiir welches 
denn auch t=0 sein muss, wenn das Glied nicht von selbst ver- 
schwinden soll. Nach Einfiihrung eines neuen Summationsbuchstabens: 


v=Q-—T 
erhilt man so: 


p= SMBH) + 


ary vo (P\ (M+ \( M—26+1 (6 
+> S aah ied (2) ( v Ms > (- I)" \y)» 
c=l %= t=0 
wo die untere Grenze fiir v aus: (— t) in: 0 verwandelt wurde, weil 
M+vyv 
Vv 
fiir negative v verschwindet. Die Grosse r = 6 — A ist aus ihnlichem 


Grunde immer < 6 zu nehmen. Aber der Werth des zweiten Gliedes 
in B ist Null, weil fir 6 >t >0: 


an BY (%) =0. 
2 ( "(9 
B reducirt sich also auf das erste Glied rechts. Was A angeht, 
so beweist man mit Hilfe bekannter Relationen zwischen Binomial- 
coefficienten, wie wir in IX. zeigen werden, dass die Summe A aus- 
fiihrbar ist, naimlich: 


4— (741). 
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Demnach wird: 
, ef = Pp M -- 26 1 
k+ip=A—B=>'(-15 (2)( a gh ) 
o=0 
in Uebereinstimmung mit der Formel (10), w. z. b. w. 


Vill. 


Algebraische Functionen, die in einer Maximalzahl von Punkten der 
Curve Null und unendlich werden. 

Diese Functionen sind Quotienten von ganzen Functionen (n — 3)! 

Ordnung, die sich adjungirt verhalten und in den Punkten einer der 


Specialgruppen G{, fiir die Q ein Minimum ist, verschwinden. Man 
hat, um die Anzahl dieser Gruppen zu finden, die Formel (10) des 
vorigen Abschnitts auf den Fall anzuwenden, dass: 


s=n—3; 6=0; k+i=p, 


M = n(n — 3) — > «(@— 1) 8S —2 —s 
ist, und, in Uebereinstimmung mit den Bezeichnungen des I. Abschnitts: 
k=Q; M—2p—2—k—R; i=r, 
zu setzen, wihrend q=—1 ist, Dann ist die Anzahl der Gruppen 


GY von Q Punkten einer Curve vom Geschlecht p, welche zu einem 
willkiirlich angenommenen dieser Punkte so bestimmbar sind, dass durch 
G{ eine r-fach wnendliche Schaar von adjungirten Curven (n — 3)" 
Ordnung geht, gleich: 


(le = (0 + re = Sy (— 0 (6) F138): 


Diese Formel wurde zuerst in der Abhandlung von Herrn Néther 
und mir im VII. Bd. dieser Ann. 8. 296 ohne Beweis verdffentlicht. 
Ein Vergleich derselben mit der des Herrn Castelnuovo lehrt, dass 


die Summation ausfiihrbar sein muss. In der That bestehen (je nach- 
dem p gerade oder ungerade, also Q@ = 4 +1 oder = 2 ist) 
die folgenden merkwiirdigen Beziehungen: " 


also: 





Sn ae 
re  — Pp 
} — — 1y () “ re 
es 2 aC P _ a £\§—t/" 
SNe 2Qv 
ees ai 9 p 
(vl: = -ty @) : int my 
me SOOO) | |g lee 
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Den Nachweis derselben erbringe ich in der nachstehenden Note, — 
Mit weniger Aufwand an Rechnung beweist man im Folgenden eine 
andere Beziehung zwischen Binomialcoefficienten. 


IX. 
Eine Relation zwischen Binomialcoefficienten. 


Es handelt sich um den nachtriglichen Beweis der in VII. a. E. 
benutzten Identitit: 


Sr hP EA) 
Man kann dem Ausdruck unter dem Summenzeichen die Form geben: 
CEE) — Oa) (ag 4) +(e) 


= OT) (e) + CY) (F) 
— ( ‘ u) + i+) w }? 
v+lio—uw 
gesetzt wurde. Man hat also, wenn S die zu bestimmende Summe ist: 


a=if1 ‘ a 
Berry Berean 


fiir: 


wo: 


k=i+l, 


(:41)=9 


ist, so braucht die erste Summe bloss bis w=? ausgedehnt zu werden. 
Fiigt man noch je ein Glied zu, das dem Werth w = 0 entspricht, 
so wird, indem man es wieder abzieht: 


S=— fi) —fe)+ (77) + (%) 


= —/(i) —f®)+ fy ') : 


Weil ferner: 


wenhn: 


Tore) ()=r0 


gesetzt wird. Diese Summe lisst sich nun auswerthen, indem man 
das allgemeine Glied als den i‘ Differentialquotienten einer passend 
bestimmten Potenz von x, genommen fiir = 1, auffasst, und die 
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Summe auf die Berechnung des i‘ Differentialquotienten einer Potenz 
des Binoms 1 — 2 zuriickfiihrt. In der That ist: 


fi) = 4, | # yc »(i) ante] : 





i 
+! i 
da 

0 





=-+[5o- “] (0 
Entsprechend wird /(k) = (— 1)*#, also: 
fi) + 1) =0, 


sS= (a1) w. z. b. w. 


hiernach: 











Summation einer gewissen endlichen Reihe. 


Von 
A. Britt in Ttbingen. 


In der Nummer VII des vorstehenden Aufsatzes wird eine Anzahl- 


bestimmung vorgenommen, die auf eine endliche Reihe fiihrt von 
der Form: 


OG) CHOCO BrP) 


v=0 


m\ __ m(m—1).. .(m—n-+1) 


ist; und m, n(< m), q(> m) ganze positive Zahlen sind. In Nr. VIII 
wird erwihnt, dass fiir: 


——— sa 


2 ? n=q—2, 


wo q eine gerade Zahl ist, diese Reihe einen einfachen Summenaus- 
druck zulisst. Ich werde die Summation vornehmen und — dass 
ein solcher Ausdruck immer angebbar ist, wenn m= q +% = — 1 ist. 


Man kénnte die Auswerthung der Reihe an sina Unter- 


suchungen iiber die hypergeometrischen Reihen anzukniipfen wiinschen. 
Wenn niamlich: 


—q=a; —m+n=—6; —m=y 
gesetzt wird, so gewinnt, mit Riicksicht auf die Relation: 


(” " = (n) m — a): 
die Reihe (1) die Form: 
Zw" 


_(m eB B+1) , e@+1)BG+1)6+26+3) 1) 
— (8) + ty@b0 + 1.2.7 DG+)0-+3) | 
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einer hypergeometrischen Reihe héherer Ordnung, wie sie Herr Thomae 
untersucht hat. Aber die hiernach bekannten Relationen zwischen 
Functionen dieser Art, denen die Voraussetzung zu Grunde liegt, dass 
y eine negative ganze Zahl nicht ist, wiirden sich fiir einen blossen 
Bestandtheil*) einer solchen Reihe, wie er hier vorliegt, nicht simmt- 
lich, und die gebriiuchlichen nur mit Vorsicht verwenden lassen. Um 
fiir unseren Zweck dienliche Gleichungen zwischen ,,Nachbarfunctionen“ 
(f. contiguae) zu bilden, wird man den Weg directer Rechnung be- 
treten miissen, Das Verfahren**), welches Gauss in der Einleitung 
zu seiner Abhandlung iiber die hypergeometrische Reihe einhilt, fiihrt 
im vorliegenden Fall zu ermiidenden Rechnungen. Man sieht sich 
gendthigt, die Allgemeinheit fallen zu lassen, um die Uebersicht zu 
erhalten. 

Ich fihre deshalb gleich von Anbeginn die Voraussetaung ganz- 
zahliger positiver Werthe von m, n, q in die Rechnung ein, und 
nehme noch: 

n<og 
an. Gelten von den solchergestalt erhaltenen Beziehungen die meisten 
nur unter dieser Beschrinkung, so zeichnen sie sich dafiir vor den 
allgemein giltigen durch Einfachheit aus. 

Wir bezeichnen im Folgenden mit: 


@ _— 
mma Sor (" 57) (2 
0 


die endliche Reihe derjenigen Glieder, die vor dem ersten verschwinden- 
den abbricht. 

Da im Falle m < n die Reihe mit einem verschwindenden Glied 
beginnt, so schliessen wir auch diesen aus der Betrachtung aus, 
nehmen also noch: 


*) Im Falle negativer ganzer Zahlen a, 6, y, fiir welche, absolut genommen: 
BI +I’<\y|<|2e]; 
ist, zerfallen die nicht verschwindenden Glieder obiger Reihe in zwei Gruppen, 


die durch eine Gruppe verschwindender getrennt sind, und von denen hier nur 
die eine in Betracht kommt. 

**) Die Form der hier einschligigen Relationen liisst sich tibrigens auch auf 
diesem Wege erkennen, so beispielsweise die Existenz einer homogenen linearen 
Gleichung zwischen den Functionen: 

(abex), x(abex), (x-+1) (a,b,c +1,2), w(a,b,c—1, 2%), x(a, b,c — 2, x) 
(welche der Gauss’schen Nr, 15 analog ist), wenn: 


me 


ist, und in welcher « = — 1 zu setzen ist. 
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m>n 


an. — Die gegebene Reihe bricht vor dem Gliede ab, in welchem 
zuerst einer der beiden Factoren: 


m—2v q 
n x v 


verschwindet. Der letzte wird vor dem ersten oder zugleich mit ihm 
Null, wenn: 
mu—n 


qs 


ist. Alsdann ist die obere Grenze @ der Summe 2 also der Stellen- 
zeiger des letzten Gliedes der Reihe: 


a 
anzunehmen, und man zeigt leicht, dass in diesem Fall: 
(m,”, q) =0 
ist. 


Denn die Reihe: 


> (—1y (” “" (2) 


0 


lisst sich immer, wenn » und q ganze Zahlen sind, als m'*' Differen- 
tialquotient nach # der Potenz eines Binoms 1 — 2’, multiplicirt in 
eine Potenz von w, nachdem 2=1 gesetzt ist, auffassen. Unter 
diesen Annahmen ist nimlich: 


eo 1 & ans] . 
n n! da” = 


wo nm!=1.2.3..,n ist. 
Weil aber: 


q 
>) — 1 (2) at = tna? — 1 = tee (eye 
0 


ist, so wird der n° Differentialquotient dieser Summe, gebildet fiir 
z=1, die (2g—n)* Potenz von 2 zum Factor haben, wenn q 


: n . ° . 
zwischen n und — liegt, und ganz verschwinden, wenn zwischen den 


positiven Zahlen g, die Ungleichung g > m besteht. 
In dem letzteren Fall ist also immer: 


@ aS O]-FewCsO-o 
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2. Mehr Umstiinde bereitet der Fall: 
m—n 
qd > 2 ® 


Jenachdem m— m» gerade oder ungerade ist, wird die Summe ab- 
brechen mit dem Glied, dessen Stellenzeiger: 





m—n 
2 ? 





an m—n—1 


2 
ist. Zuniichst fiir m > 2q ist wieder: 
(m, n, g) =0. 
Denn theilt man die Glieder der Summe: 
q 


2 ~1y y : "a (2) ms 


0 
in zwei Theile: 


q g q q 
>= t= (m2, 9 +>), 

0 0 e+1 o+1 
so verschwindet fiir m>2q jedes Glied der zweiten Summe rechts, 
weil fir e<v<q wegen m—2q>0 auch m — 2v>0 ist, und 
zugleich wegen 2v > 29 +-2>m—n+1, m— 2v <n ist. Weil 
nun die ganze Summe Nuli ist, so verschwindet mit dem zweiten 
Theil auch der erste, w. z. b. w. 


3. Bleibt der Fall zu erledigen: 


m—n 


> ~, m< 2q. 


Dies erfordert einige Vorbereitung. 
Wegen der bekannten fiir jedes positive ganze  giltigen Formel: 


m— 2v m—2v— ] m— 2v—1 
css = Po 
besteht die Beziehung: 


(3) (m, n, q) sat (m a 1, n, q) + (m 7 1, n— 1, q): 
Ersetzt man ferner in: 


(mm 0) = (om, m, ¢ — 1) +19" (™ 52”) (43) 


den Summationsbuchstaben vy der letzten Summe durch: 
e=v—l, 


* o 1) oe@ 


so geht dieselbe, weil: 
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ist, in: 


Deets (m— 2-20) ef." = — (m—2, n, q—1) 


iiber, wo nun 6 = g — 1 das letzte nicht verschwindende Glied ergiebt, 
und man hat die weitere Relation: 

(4) (m, n, q) = (m, nm, g — 1) — (m — 2, n, g — 1). 

Man betrachte ferner die Summe: 


PxS ("= **)(2) ->) 


die wegen (2) verschwindet, und zerlege dieselbe in die drei Theile: 


3-34 SF B-0 


0 0 e+ q—t 


wo die Grenze t(q > t > @) sogleich bestimmt werden wird. Fiihrt 
man in der letzten Summe rechts statt » den Summationsbuchstaben : 


=~? 
ein, so wird, vermége der Beziehung: 


% _ . + 2e) _ (—1)" “ *), 


n—m+2q—1—m 


wo: 


nach der Annahme eine positive ganze Zahl oder Null ist: 


> iy (%) (” i 2») - wn 3 1)" (2) ‘a = 20) 


q-t 
— (— 1)n+9 (m’, n, q)- 


Wegen der Ungleichung m < 2q ist m’ >, und wegen 





m —n 
ee, va 
ist als obere Grenze t die positive ganze Zahl: 
m’ —n 
2 ? 
c=—{ | 
m—-n—1 
2 
anzunehmen, — Ferner wird in den einzelnen Gliedern der Summe: 


Ss i» (2) * - " 


e+! 
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m — 2v 
n 
immer dann Null sein, wenn zugleich: 


m—n—2v<0; m—2v>0 


ist. Also verschwinden siimmtliche Glieder dieser Summe, wenn 
zugleich: 


der Factor: 


et1i> =; wm—2(q—e—1)>0 
ist, d. h. fiir: 
tc+1> ==" . 

Diese Bedingungen fiir g und t sind aber nach Annahme erfiillt. 

Daher wird (wegen (3)) in dem Fall: 
q>">"; m<2q-1 

von den drei Theilen der vorliegenden Summe der mittlere Null, und 
man erhilt: 
(5) (m, n, q) + (— 1)"*9(2q + o—i— m, n, q) = 0. 


4. Aus dieser Formel fliessen weitere bemerkenswerthe Be- 
ziehungen : 


Ist insbesondere: 


m= q a4 n— —, 
wo q und » (< q) ungerade Zahlen sind, so geht (5) iiber in: 
(6) (¢+**,2,q)=0. 


Setzt man aber in (5): 
+1 
m= q 4- ae . 


so erhiilt man, wenn man wieder » und gq ungerade annimmt, wegen 
(4) die Relation: 


(7) (q+ "Ft", n, gh=—(G + "752, mg =h (4 *t nt). 
Macht man endlich in (5): 

q=¢+1; n=w41; m=g+"t 
und nimmt »’, g als ungerade Zahlen an, so kommt: 


@+2t 8 wtigtIt+*t wt g+1)=0. 


Liasst man die oberen Accente weg und combinirt mit (3), so erhiilt 
man: 
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(83) (G+ "$3, +1, ¢41)——(@+ "tn +1, 041) 


“= 
1 1 
=i (q+"t*, n, ¢+1). 
Die rechten Seiten der Formel (7) und (8) stimmen iiberein, also ist: 
1 —3 

9) (+ *F*,n4+1,¢4+1)=(4+ 454, 2, 9) 

5. Dieser Ausdruck lisst sich mit Hilfe einer Recursionsformel 
auswerthen, die wir aus (6) ableiten. (6) in Verbindung mit (3) ergiebt: 

1 —1 

(10) (q+ "tt, mn, q)=(¢+"75", n—-1, 9), 
oder auch, wegen (7), (9): 


1 


(q+ 7*t*,nt+1,¢4+1)=—-(¢+ "54, n—1, 9): 


Man betrachte nun die folgenden beiden Reihen, deren eine aus der 
anderen durch Verminderung von und q um je 2 hervorgeht, was 
wir durch Indices an dem Buchstaben S andeuten (vgl. auch (5)): 


Say  =S =—(g +, nth gt)=(¢+ ">", 01,9), 


Sn2,9-2=S'—=—(q-+"F", n—1,q—1) = (q+ "5°, n—1,9-1). 











(11) 


Durch Einfiihrung des Summationsbuchstabens » =» +1 in dem 
ersten Ausdruck fiir S’ erhiilt diese Reihe die Form: 


g = —S(- yt (271) Sgt. *) . 


n— 1 
Schreibt man hier wieder vy statt uw und bildet die Differenz : 


1 oq Set a Be 
D= —(a—"F*)8+248' =) (-1y (42 )y 
( i ) 2 n—l1 , 
wo: 
unite *—2>.. (9-3 on f@\fe— *—"* — 99 
N= (%)(4 2 ) (4 1)2¢ (2) (a 2 2v), 
also: 
q+ "> - 2 642s) ~— a0 


—2»v 





— 
a Se? ge N n (4) .. See 
2 2 
ist, so erhilt man: 
pas —2y 


d=» S-y()p 3 =n(q+"F",m, 4), 


"Hn 
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einen Ausdruck, der wegen (6) gleich Null ist. Wir haben somit die 
Beziehung: 
n—1 ’ 
(12) (q—*=")s — 298’ =0, 


2 





oder ausgefiihrt: 


¢C —1 1 ‘ —5 
(12a) (q—">")(q+2F4, n+1,¢+1)—20(g+2=*, n—1,q-1)=0. 
6. Dieser Relation stellen wir eine andere an die Seite, in der: 


S,-4,,-2 = — (q+ st, n—3,q— 1) 
auftritt. Wendet man niamlich auf: 
S=—(m, n— 1, q) 
die Formel (4) an, auf das erste der so erhaltenen Glieder die (5), 
auf das erhaltene zweite nochmals (3), so kommt: 
(m,n — 1, gq) = (m — 1,n — 1, g — 1) + (m — 2, n — 2, q — 1) 
+ (m — 2,n — 3, gq— 1) — (m — 2,n — 1,q — 1). 


n-—-1 


Fir m=q+-5 





wird mit Hilfe von (3) das Glied: 
(m— 2,n—2,q—1)—=(m—1,n —1,q— 1) —(m—2, n—1, q—1)= 28’, 
daher erhiilt die vorstehende Gleichung die Form: 

S = (m — 2, n — 3, q—1) + 48’ 


oder, anders geschrieben : 





(13) Sn,¢ = Sn, q-2 + 48,2, ¢~2- 
Durch Combination von (12) und (13) erhilt man leicht: 
2(q — m+ 1)Sy-2,9-2 = —(q—"=*) Sroee 
oder: 
ag St 
. 1 2 
(14) Sang = — 5 ey yy S,-2, 9 


__ GG "5), 
~ qq—n+Fijqg—n+2) "2 
und folglich auch: 

(15) ui @-*F)e-"*F) , 


7 n—2,q° 











4 ~~ q@—n+i1)q- 


Dies sind die gesuchten Recursionsformeln. 
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7. Setzt man in (15) »=3, so kommt bei folgeweiser An- 


wendung auf die Fille g=3,5,7...q, mit Ricksicht darauf, dass 
S,, = (1, 0, 1) = 1 ist: 


q—! 1 /q—1 
1.3.5...(q—2 
Sig = (—1) * 2-4 Te ene atid eal (4-1) 


9 
~ 


FF @=n 
=(—1)* ——— 
ey 


qimm1.2.3...q 


ist. Durch Anwendung von (14) auf die Fille n=3,5,7,...” erhilt man 
die allgemeinere Summenformel: 


—1 
n—l q! (q—n)!(4—): 
8.4.=(—1)* ~—Z () 


(q—">*)!@-o1 (454 -"*>): 
welche nach Kinfiihrung von S,,, die endgiltige Form annimmt: 


7 —1 
(16) Sxg = (q+ "5", n—1,q) 
qn 
on {— 1) 2° qi (q—n)! 


n—1 q—1 n—1 q—1\° 

Se ae 
wo ”, ¢(> %) ungerade positive Zahlen sind. 

8, Fiir den Nachweis der Beziehungen, die in Nr. VIII der vor- 
stehenden Arbeit enthalten sind, bedarf es der allgemeinen Formel 
(16) nicht. Es geniigt vielmehr, an (12a) anzukniipfen. Setzt man dort: 

q=p—1; n=p-—3, 


wo nun p eme gerade Zahl ist, so kommt, wenn man (5): 


wo: 


Y 
Si9) 





(2? —2, p—2,p —- —(*? —1, p—2,p)—7, 
setzt: 
(2 +1) 7, —2(p—1)Tp-2 = 0. 


Wendet man diese Formel folgeweise auf die Fille p= 2,4,6...p 
an, so erhalt man, wegen 7’, = (1, 0,2) =1: 


(17) y = (4? — 2, p-— 2, p) == 2p+i LS Br Pat = ve 


_..*§ tr. 3 hy 6 p 
~ Bai (2) Fa (2 4) “2 (2-1) 
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Aber wegen (9) ist auch: 


T, = (=? — 4, p — 3, p — 1). 


~ 


Fiihrt man hier und in (17) statt p...p-+ 1 ein, wo dann p wn- 
gerade ist, so geht (17) itiber in: 


(18) (225, p—2, pla, (»=s): 
2 2 
(17), (18) sind die zu beweisenden Relationen. Selbstverstiindlich 
sind dieselben auch in der allgemeinen Formel (16) enthalten. 
In dem Falle, dass m eine von » und q unabhingige Zahl ist, 
scheint ein Summenausdruck von der einfachen Form (16) nicht zu 
existiren. 














Untersuchungen aus dem Gebiete der hyperelliptischen 
Modulfunctionen. 


Erster Theil. 


Von 


Heinrich Burxuarpt in Gottingen. 


In den vom Verfasser der vorliegenden Arbeit unter dem Titel: 
Grundziige einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen Functionen 
I, Ordnung ver6ffentlichten Vorlesungen des Herrn F, Klein*) sind 
eine Reihe von neuen Gesichtspunkten aufgestellt worden. Sollte die 
Fruchtbarkeit derselben nach allen Seiten hin klargelegt werden, so 
war es nicht ausreichend zu entwickeln, welche Uebersichtlichkeit die 
allgemeine Theorie von ihnen aus gewinnt; es musste vielmehr auch 
gezeigt werden, wie man geleitet von diesen Gesichtspunkten bequemen 
Zugang zu Hilfsmitteln erreichen kann, welche die Durchfiihrung 
specieller Probleme weiter zu férdern im Stande sind, als es die ver- 
breitete — wesentlich mit dem Aufgebot einer méglichst grossen Anzahl 
von Thetarelationen arbeitende — Methode bisher vermocht hat. Das 
erstere darzuthun war das Ziel jener Vorlesungen; das letztere ist dort 
ausdriicklich anderen Arbeiten tiberlassen und soll in den Untersuchungen, 
deren erster Theil hier vorliegt, versucht werden. Dieselben haben ihren 
Ausgangspunkt urspriinglich von dem speciellen bereits mehrfach be- 
handelten Problem der Multiplicatorgleichung genommen, das aus ver- 
schiedenen Riicksichten ein passendes Beispiel zu sein schien. Indessen 
trat bald zu Tage, dass eine Reihe anderer Fragen aus dem Gebiete 
der hyperelliptischen Modulfunctionen mit in den Bereich der Unter- 
suchung gezogen werden mussten, wenn jenes Problem mit Erfolg in 
Angriff genommen werden sollte. Dass dann mit der Behandlung 
solcher Nebenfragen nicht gerade da abgebrochen wurde, wo die fiir 
die Multiplicatorgleichung erforderlichen Ergebnisse gewonnen waren, 
sondern dass dabei ein gewisser wenn auch nur vorliufiger Abschluss 
der Untersuchung erstrebt wurde, wird keiner Rechtfertigung bediirfen. 

*) Diese Ann. Bd. 35, p. 198 ff. — im Folgenden kurz mit: ,,Grundz.“ citirt. 

24* 
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Die Auswahl der — an und fiir sich betrachtet ziemlich heterogenen — 
Dinge aber, welche zur Sprache kommen, bleibt dabei zuniichst durch 
die Riicksicht auf die Multiplicatorgleichung bedingt. In der wirklichen 
Berechnung einer Reihe von Coefficienten einer Multiplicatorgleichung 
40. Grades fiir Transformation dritter Ordnung findet dieser Theil der 
Untersuchungen seinen Abschluss; nicht als ob den Werthen dieser 
Coefficienten an und fiir sich ein besonderes Interesse zugeschrieben 
werden kénnte, sondern weil es wiinschenswerth schien zu priifen, ob 
die Untersuchung der allgemeinen Eigenschaften dieser Coefficienten 
tief genug eingedrungen sei, um ihre wirkliche Berechnung mit ver- 
hiltnissmissig geringem Rechnungsaufwand zu ermdglichen. 

Die abweichende Methode der Behandlung brachte es mit sich, 
dass die vorhandene Literatur iiber hyperelliptische Modulfunctionen, 
nur an vereinzelten Stellen direct benutzt und citirt werden konnte. 
Dagegen verdankt der Verfasser, wie an dieser Stelle hervorgehoben 
sei, den einschligigen Arbeiten namentlich der Herren Krause 
(s. dessen zusammenfassendes Werk: Die Transformation der hyper- 
elliptischen Functionen erster Ordnung, Leipzig 1885) und Wiltheiss 
(s. bes. Crelle’s J. Bd. 96, 1884) vielfache indirecte Belehrung. Fiir 
zahlreiche Einzelheiten der Behandlung hatten naturgemiiss die Unter- 
suchungen tiber analoge Fragen aus der Theorie der elliptischen Modul- 
functionen als Vorbild zu dienen, wie sie in den Arbeiten der Herren 
F. Klein (Rendic. Istit. Lomb. v. Jan, 1879*); Sitzber. d. Miinch. Ak. 
v. Dec. 1879**)), Hurwitz (dieser Ann. Bd. 18, 1881) und Bieder- 
mann (Ueber Multiplicatorgleichungen héherer Stufe im Gebiete der 
elliptischen Functionen, Diss., Leipzig 1887) niedergelegt sind. Doch 
besitzt die Theorie der elliptischen Modulfunctionen in den ,, Funda- 
mentalbereichen der t-Ebene‘ ein Hilfsmittel anschaulicher Behandlungs- 
weise, dem die Theorie der hyperelliptischen Modulfunctionen bei dem 
gegenwirtigen Stande ihrer Ausbildung kein analoges an die Seite zu 
stellen hat; und auch sonst bietet die letztere Theorie manche ihr 
eigenthtimliche Schwierigkeiten, zu deren Beseitigung besondere Hilfs- 
mittel in den Dienst der Untersuchung gestellt werden mussten. 

Ein Auszug aus der vorliegenden Abhandlung ist in Nr. 21 der 
Gottinger Nachrichten v. J. 1889 u. d. T. ,,Ueber eine hyperelliptische 
Multiplicatorgleichung“ erschienen. 


*) Abgedruckt in Bd. 15 dieser Ann. 

**) Bd. 17 dieser Ann, [Auch mit der inzwischen in Heft 1 dieses Bandes 
veréffentlichten Abhandlung des Herrn Klein ,,Zur Theorie der Abel’schen Func- 
tionen besitzt vorliegende Arbeit Beriihrungspunkte, auf die an den betr. Stellen 
hinzuweisen sein wird]. 
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I. 


Beziehungen der Thetafunctionen zur Stufen-Eintheilung. 


§ 1. 
Uebergang von den Sigma zu den Theta. 


Wenn fiir die Behandlung specieller Probleme im Sinne der in 
den ,,Grundziigen “ niedergelegten allgemeinen Theorie das miichtige 
Hilfsmittel der Thetafunctionen herangezogen werden soll, so tritt die 
dort zur Seite geschobene Frage in den Vordergrund, wie sich diese 
Functionen zu der dort gegebenen Systematik stellen. Eine vollstindig 
geniigende Beantwortung dieser Frage scheint allerdings zur Zeit noch 
nicht mdglich zu sein; fiir die hier zunichst verfolgten Zwecke miissen 
einige wenige Bemerkungen geniigen. 

Ist man einmal, durch welche Ueberlegungen es auch immer sein 
mag, von den hyperelliptischen Formen zweiter Stufe (Grundz. § 24) 
zu den Sigmafunctionen gelangt, so kommt man durch folgende dem 
Verfasser von Herrn F. Klein mitgetheilte Ueberlegungen von ihnen 
zu den Theta: 


Die Sigmafunctionen verhalten sich linearen Periodentransforma- 
tionen gegeniiber sehr einfach, indem sie sich bei denselben nur unter 
sich permutiren. Auch bei Vermehrung der Argumente um ganze 
Perioden erleiden sie nur leicht angebbare Veriinderungen, indem 
bestimmte bis auf das Vorzeichen fiir alle gleiche Exponentialfactoren 
zu ihnen treten. Werden die Argumente um halbe Perioden vermehrt, 
so tritt beides zugleich ein: jede Sigmafunction wird iibergefiihrt in 
eine andere, zu der noch ein Exponentialfactor tritt; ausserdem aber 
erscheint noch als Factor eine Modulfunction. Den letztgenannten 
Factor nun kann man beseitigen, indem man jede Sigmafunction mit 
einer geeigneten Modulform multiplicirt und das so entstehende Pro- 
duct als neue Function in die Formeln einfiihrt: die Formeln der 
beiden ersten Kategorien iindern sich dabei gar nicht, aus denjenigen 
der dritten Kategorie aber fallt die multiplicirende Modulfunction weg. 
Wihlt man unter allen Factoren, welche dies leisten, die einfachsten, 
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so gelangt man dazu, die namentlich von Herrn Wiltheiss*) schon 
mehrfach benutzten Functionen: 


(1) Thy,y = Vb, Ay Go,y 


als wesentliche Elemente in die Theorie einzufiihren; unter A,, Ay 
sind dabei die Discriminanten der Formen g, w verstanden. Diese 
Functionen oder besser gesagt Formen Th sind (im Unterschied von 
den 6), auch wenn der Grad von m von dem von wa verschieden ist, 
»reine* Covarianten (Grundz. § 11) nicht nur von g und y, sondern 
auch von f selbst. — Um nun aus den Th- die 4-Functionen zu ge- 
winnen, hat man dieselben zunichst durch Multiplication mit der 
Quadratwurzel aus der Periodendeterminante p,, in Functionen (Formen 
nullter Dimension) auch der Coefficienten von f zu verwandeln. Hierauf 
sind sie mit gewissen Exponentialfactoren zu multipliciren, deren Zu- 
fiigung bewirkt, dass die Periodicititsfactoren an den beiden ersten Quer- 
schnitten eines kanonischen Querschnittsystems sich auf +- 1 reduciren. 
Wird dann noch mit einer geeigneten numerischen Constante multi- 
plicirt, so sind die so entstehenden Functionen keine anderen als 


die Jacobi’schen Thetafunctionen, wie sie durch die unendlichen 
Reihen definirt sind: 


oo, oe (0, M25 Ti» Tie T22) = 


| hy he 


+n +n 2 { (m+ a’ Tit2 (m+ $) (m-+2) Tot (m-+ 2) ent? (m+ ) (2+ 3) 


= > 1 > Mm, € 


a & +2 (m+ 2) (o+9)} 


Die Charakteristik i fat welche der zu einer bestimmten Zer- 
i 2 


legung f = »-w gehorenden Thetafunction fiir ein bestimmtes 
Querschnittsystem zukommt, bestimmt sich nach der von Herrn 
Klein (Math. Annalen Bd. 32, p. 358, 1888) mitgetheilten Regel; 
nach derselben Regel kann man in unserem Falle p=2 auch 
leicht die Zerlegung finden, zu welcher ein Theta mit gegebener 
Charakteristik fiir ein gegebenes Querschnittsystem gehért, wenn 
man nur beachtet, dass m und y stets Formen von ungeradem Grade 
sind. Die Herren Kénigsberger**) und Henoch***) haben eine 
Tabelle mitgetheilt, welche diese Zuordnung der Charakteristiken zu 
den Zerspaltungen fiir die von Herrn Weierstrass seinen Unter- 
suchungen zu Grunde gelegte Wahl eines kanonischen Periodensystems 


*) Math. Ann. Bd. 31, 33, (1888/89). 
**) Cr. J. Bd. 64, p. 22. (1865). 
***) De Abelianarum functionum periodis (Diss. Berol. 1867) p. 14. 
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giebt. Dieses Periodensystem wird durch das in nachstehender Figur 
enthaltene Querschnittsystem geliefert: 





Fig. 1. 





Fig. 2. 


Wo in diesen Untersuchungen eine Beziehung auf ein specielles Quer- 
schnittsystem erforderlich ist, soll stets das vorstehende gewihlt werden ; 
von demselben weicht das Grundz. § 8 benutzte in der dort angegebenen 
Weise ab. 

Die Bezeichnungen der 6, Th, # durch Angabe sei es der Charakte- 
ristiken, welche ihnen in Bezug auf ein bestimmtes Querschnittsystem 
zukommen, sei es der Zerlegungen f = » - ~ zu welchen sie gehéren, 
sind fiir den gewéhnlichen Gebrauch zu schleppend; man hat daher 
mehrfach abgekiirzte Bezeichnungen in Vorschlag gebracht. Die Ab- 
kiirzung kann natiirlich nur auf Kosten der Symmetrie erreicht werden; 
fiir die Behandlung specieller Probleme scheint es daher zweckmissig 
zu sein, bei der Auswahl unter den verschiedenen Bezeichnungsarten 
sich von dem Gesichtspunkt leiten zu lassen, dass die Bezeichnung 
dieselbe Art von Asymmetrie bekommen soll, wie das Problem, bei 
dessen Behandlung sie zu dienen bestimmt ist, Da nun im folgenden 
verschiedene Aufgaben behandelt werden sollen, in welchen eine von 
den zehn Zerlegungen: 


(2) fe = 9; ° vs 
— wir wollen stets annehmen, diejenige, fiir welche: 


(3) P(x) = (ty x) (Ox) (yx), W(x) = (a, x)(a,%) (a, ”) — 
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bevorzugt ist, so werden wir zweckmissiger Weise eine Bezeichnung 
wihlen, in welcher ebenfalls diese Zerlegung ausgezeichnet erscheint. 
Das ist der Fall mit der von Herrn Staude (Math. Ann. Bd. 24, 1884; 
vgl. Grundz. § 26) vorgeschlagenen Bezeichnung, welche auf folgen- 
dem Princip beruht: Jede andere der 16 Zerlegungen geht aus der 
ausgezeichneten (3) dadurch hervor, dass von einem bestimmten Paare 
der Linearfactoren («;2) jeder aus derjenigen der Formen , yw, welcher 
er in (3) angehdrt, herausgenommen und der andern zugefiigt wird; 
den zu der Zerlegung gehérenden Functionen werden dann diejenigen 
beiden Zahlen als Indices gegeben, welche jene beiden Linearfactoren 
bezeichnen, wihrend die zu der ausgezeichneten Zerlegung (3) gehdren- 
den Functionen ohne Index bleiben. Von den letzteren abgesehen 
erhilt dabei, wie leicht zu sehen, jede gerade Function einen geraden 
und einen ungeraden Index, jede ungerade entweder zwei gerade oder 
zwei ungerade Indices. Von dieser Bezeichnung soll auch im folgenden 
Gebrauch gemacht werden. — Die Bezeichnung, deren sich Herr Weier- 
strass bedient, bevorzugt neben der Zerlegung (3) auch noch eine 
Zerlegung f, = 9,-¥;, diejenige niimlich, fiir welche: 


(4) p(x) = (a,x), (x) = (a,x) (a,x) (a,x) (a,x) (a,x) 


ist. Die des Herrn Staude wird in sie tibergefiihrt, indem man den 
Index 5 itiberall weglisst, wo er bei jener auftritt, dagegen den zu 
der Zerlegung (3) gehérenden Functionen diesen Index giebt*). 


§ 2. 
Einordnung bestimmter Verbindungen der Thetafunctionen in die 
Stufen-Eintheilung. 


Die Thetafunctionen selbst gehéren so wenig als die Sigmafunc- 
tionen (Grundz. § 27) in die Stufeneintheilung, indem sie zu Unter- 
gruppen nicht von endlichem, sondern von unendlich hohem IJndex 
gehéren; sie sind gar keine hyperelliptischen Functionen im Sinne der 
Grundz. § 16 gegebenen Definition. 

Anders verhilt es sich mit den Quotienten je zweier Thetafunc- 
tionen: die Exponentialfactoren, welche bei den Operationen der Haupt- 
gruppe (Grundz. § 15) zutreten, sind fiir alle Thetafunctionen dieselben 
und fallen daher bei der Quotientenbildung heraus, sodass die Theta- 
quotienten bei jenen Operationen nur eine endliche Anzahl verschie- 
dener Werthe anzunehmen im Stande sind. In der That ist bekannt, 
dass die Thetaquotienten, wenn die v um Perioden vermehrt werden, 


*) Vgl. Staude a. a. O. p. 300, 
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héchstens ihr Zeichen wechseln, wenn aber die Perioden linear trans- 
formirt werden, sich unter einander unter Zutritt achter Einheitswurzeln 
permutiren. Ferner folgt aus bekannten Formeln*) (wenn gleich noch 
nicht ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht worden zu sein scheint), 
dass die Operationen der Principaluntergruppe II. Stufe die Theta- 
quotienten nur um vierte Einheitswurzeln findern, und eine Reihe 
aihnlicher Resultate, die wir in der Terminologie der §§ 17, 18 der 
Grundziige folgendermassen aussprechen: 

Die Thetaquotienten sind Functionen achter Stufe und der Principal- 
untergruppe zweiter Stufe in Bezug auf vierte, bestimmten wmfassenderen 
Untergruppen zweiter Stufe aber in Beeug auf achte Einheitswurzeln 
adjungirt. 

Ihre Quadrate sind Functionen vierter Stufe. 

Ihre vierten Potenzen und ihre achten Potenzen sind Functionen 
eweiter Stufe; die ersteren dndern aber noch ihr Zeichen bei gewissen 
modulo 2 charakterisirten Operationen, bei welchen die letsteren un- 
getindert bleiben. 

Werden die Argumente v,, v, der geraden Thetafunctionen gleich 
Null gesetzt, so werden Modulfunctionen erhalten, welche man als 
Thetanullwerthe za bezeichnen pflegt. Nach Abtrennung von 7, 
gehen dieselben iiber in Modulformen, die Nullwerthe der Th-Func- 
tionen; von diesen gelten folgende Sitze: 

Die Th-Nullwerthe selbst gehiren nur insofern in die Stufenein- 
theilung, als sie in dem weiteren Sinn des § 18 der Grundziige der 
eweiten Stufe in Bezug auf achte Einheitswurzeln adjungirt sind. 

Die Quadrate der Th-Nullwerthe sind Modulformen vierter Stufe 
und der Principaluntergruppe zweiter Stufe in Bezug auf zweite, be- 
stimmten wmfassenderen Untergruppe zweiter Stufe aber in Beeug auf 
vierte Einheitswurzeln adjungirt.**) 

Die vierten Potenzen der Th-Nullwerthe sind Modulformen zweiter 
Stufe, dabei aber noch bestimmten umfassenderen Untergruppen zweiter 
Stufe in Bezug auf zweite Einheitswurzeln adjungirt. 

Die achten Potenzen der Th-Nullwerthe gehiren zu diesen wmfassen- 
deren Untergruppen zweiter Stufe. 

Ausserdem existiren noch zahlreiche Combinationen verschiedener 
Th-Nullwerthe, welche der vierten, der zweiten, der ersten Stufe an- 
gehéren. Es midge hier nur auf zwei Wege hingewiesen werden, auf 
welchen man solche Verbindungen in grosser Zahl erhalten kann. 

Kinmal naimlich kann man ausgehen von denjenigen Systemen 
von Thetafunctionen, welche als Gépel’sche, Rosenhain’sche u. s. w. 

*) Krause, § 24, Gl, (8). 
**) Vergl. Krause, § 24, insbes, Glchg. 15. 
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Quadrupel, Sextupel, Octupel bekannt sind, und aus den auf diese 
Systeme sich beziehenden Formeln Combinationen der verlangten Art 
herauszulesen versuchen. 

Andererseits kann man von den algebraischen Ausdriicken der 
Modulformen I. und II. Stufe (Grundz. § 20, 22) ausgehen und fragen 
in welcher Weise sich dieselben durch Th-Nullwerthe ausdriicken. Fiir 
die Modulformen I. Stufe hat das Herr Bolza*) durchgefiihrt; fiir 
gewisse Klassen von Modulformen II. Stufe soll es in Abschnitt 1V 
dieser Untersuchungen geschehen. 

Aehnliche Bemerkungen gelten auch fiir die Nullwerthe der ersten 
Differentialquotienten der ungeraden Th-Functionen; nur ist zu beachten, 
dass diese nicht ,,reine“‘ Modulformen sind. 


Il. 
Grenzfalle der hyperelliptischen Functionen**). 


§ 3. 
Einleitende Bemerkungen. 

Die hyperelliptischen Functionen, mégen sie nun als Functionen 
der ,,algebraischen“ oder der ,,transcendenten“ Argumente aufgefasst 
werden, besitzen (vgl. Grundz, § 12) den Charakter rationaler, bezw. 
algebraischer Functionen ihrer Argumente an allen Stellen des a, a. O. 
definirten natiirlichen Bereiches derselben. Was aus ihnen wird, wenn 
die Argumente an die Grenze dieses Bereiches heranriicken, ist eine Frage, 
die dort bei Seite gelassen ist. Da es jedoch fiir viele Untersuchungen 
nothwendig ist, wenigstens einige Kenntniss hievon zu besitzen, so sollen 
zwei solche Grenzfille in diesem Abschnitt eine ausfiihrlichere Behand- 
lung finden. 

Was die Methode dieser Behandlung betrifft, so bietet sich em dop- 
pelter Weg fiir dieselbe dar, indem man entweder von den algebraischer 
oder von den transcendenten Argumenten ausgehen kann. Wenn hier 
auch hauptsiichlich der erstere Weg eingeschlagen werden soll, so sei 
doch nicht verschwiegen, dass eine abschliessende Behandlung der 
Frage beide Methoden verbinden miisste. 

Will man sich auf die Betrachtung von Functionen im engeren 
Sinne beschrinken, so kann man einen grossen Theil der Resultate 
in sehr anschaulicher Weise erhalten, indem man die Riemann’sche 
Flache sich stetig deformiren lisst und die Functionen durch die ver- 
schiedenen Stadien dieses Deformationsprocesses hindurch verfolgt. 


*) Dieser Ann, Bd. 30. (1887). 
**) Man vergleiche die entsprechenden Betrachtungen des Herrn Klein, 
p. 59ff. dieses Bandes., 
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Dagegen bietet die Behandlung der Formen auf diesem Wege gewisse 
Schwierigkeiten dar, sodass man fiir diese doch auf die Vollzichung 
der Grenziibergiinge an den analytischen Ausdriicken angewiesen ist. 

Die Grenzfille, um welche es sich hier handelt, sind im Gebiet 
der algebraischen Argumente dadurch definirt, dass die Nullpunkte 
der Grundform f,, nicht mehr alle von einander verschieden sind. Von 
diesen Fallen sollen im folgenden zwei discutirt werden: der Fall, dass 
zwei Nullpunkte zusammenriicken, und der Fall, dass drei in der Weise 
zusammenriicken, dass ihr Doppelverhiltniss mit einem festen vierten 
Punkt constant bleibt. Zur Vermeidung von Wiederholungen sei dabei 
ein fiir alle mal hervorgehoben: alle Nullpunkte von f,, von welchen wir 
nicht ausdriicklich angeben, dass sie zusammenriicken, sollen stets von eman- 
der und von der Grenzlage der zusammenriickenden verschieden bleiben. 

Der Ausfiihrung sind noch zwei Bemerkungen allgemeinerer Natur 
voranzuschicken. 

Erstens ist zu beachten, dass die Siitze iiber die Aenderung des 
Querschnittsystems durch Monodromie der Verzweigungspunkte (Grundz. 
§ 8) eine Vereinfachung der Untersuchung insofern erméglichen, als 
wir die kanonische Zerschneidung der Riemann’schen Fliche und die 
zusammenriickenden Verzweigungspunkte in fiir den Grenziibergang 
modglichst geeigneter Weise auswihlen kénnen; der Uebergang zu 
andern Querschnittsystemen oder zu einer andern Wahl der zusammen- 
riickenden Verzweigungspunkte geschieht dann einfach durch die Formeln 
der linearen Transformation. 

Kine zweite Bemerkung bezieht sich darauf, dass es keineswegs 
gleichgiltig ist, in welcher Weise die zusammenriickenden Verzweigungs- 
punkte sich einander niihern. Doch wird es stets ausreichen, einen 
der zusammenrtickenden Punkte als fest zu behandeln: denn der all- 
gemeine Fall lisst sich auf diesen durch eine lineare Transformation 
(mit veriinderlichen Coefficienten) zuriickfthren, die auf unsere Func- 
tionen von bekanntem einfachen Einfluss ist. Dagegen ist wesentlich 
die Natur der Curve, auf welche ein Verzweigungspunkt — sagen wir 
etwa «’ — sich gegen den andern — sagen wir « — hinbewegt. 
Umkreist nimlich «’ den Punkt « ein- oder mehreremale, so werden 
unsere Functionen in bekannter Weise geindert; es wird also einen 
wesentlichen Unterschied bewirken, ob der Weg, welchen a’ beschreibt, 
den Punkt @ ein- oder mehreremale umwindet ehe er nach « hinfiihrt, 
oder ob dieser Weg direct — sagen wir geradezu geradlinig — in den 
Punkt @ hineinmiindet. Diese zunichst etwas unbestimmte Vorstellung 
pricisiren wir, indem wir sagen: es wird zu unterscheiden sein, ob 
der Richtungswinkel der Verbindungslinie ««’, also der reelle Theil von 


; log («’—e) immer zwischen zwei festen um 2x auseinanderliegenden 
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Grenzen bleibt — wenigstens von einer angebbaren Lage von «’ an, 
mit der wir dann erst den Grenzprocess beginnen — oder ob er diese 
Grenzen immer wieder iiberschreitet. Das letatere tritt iibrigens nie 
ein, wenn die Curve, auf welcher sich «& dem Punkte «@ nihert, in 
diesem Punkte den Charakter einer algebraischen Curve besitzt. Wir 
werden unsere Untersuchung auf den ersteren Fall beschriinken; in allen 
Fallen iibrigens, in welchen wir unter dieser Beschriinkung einen von der 
Art des Grenziibergangs unabhingigen bestimmten Grenzwerth erhalten, 
wird derselbe allgemeine Giiltigkeit besitzen miissen. 


§ 4, 
Verhalten der Integrale erster Gattung und ihrer Perioden beim 
Zusammenriicken von zwei Verzweigungspunkten. 


Wir beginnen nun mit der Untersuchung der Frage, was aus den 
hyperelliptischen Functionen wird, wenn zwei Verzweigungspunkte der 
Riemann’schen Fliche zusammenriicken. Bekanntlich geht die Fiche 
dadurch in eine elliptische iiber; zwei linear unabhingige Integrale 
I. Gattung kénnen so ausgewahlt werden, dass im Grenzfall das eine 
in das elliptische Integral I. Gattung auf dieser Grenzform der Fliche 
iibergeht, das andere in ein elliptisches Integral III. Gattung, dessen 
beide logarithmischen Unstetigkeitspunkte die Grenzlage der zusam- 
menriickenden Verzweigungspunkte in beiden Blittern repriisentiren. 
Von den Perioden des ersteren miissen also zwei, von denjenigen des 
letzteren eine durch den Grenziibergang beseitigt werden, und wir 
wollen an den analytischen Ausdriicken der Perioden durch bestimmte 
Integrale zwischen den Verzweigungspunkten priifen, wie diese Be- 
seitigung zu Stande kommt. 

Um spiiter die Ueberlegung nicht unterbrechen zu miissen, schicken 
wir zunichst die Bestimmung der Grenzwerthe von drei bestimmten 
Integralen voraus, namlich von: 


. ao : dx - 
(1) S,(é) ol | Vala—) ? 
. a * dau 
(2) 8,(2) = f Tae 
(3) S,(8) =f 3" > de 
fiir 7 
lim é = 0, 


wobei unter @ eine von 0 verschiedene Constante zu verstehen ist. 
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Welche Werthe dabei den Quadratwurzeln und den weiterhin auf- 
tretenden Logarithmen beizulegen sind, ist theils fiir die hier von 
uns verfolgten Zwecke gleichgiiltig, theils wird sich die Bestimmung 
an den Schlussresultaten durch einfache Ueberlegung erméglichen, Die 
Integrationswege sind so gewiihlt gedacht, dass sie den Weg nicht 
kreuzen, auf welchem der Punkt ¢ dem Nullpunkt sich nihert, 

Fiir das Integral (1) liefert elementare Rechnung den von ¢ 
unabhiingigen Werth: 
(4) S,(e) = + xi. 

Das Integral (2) wird fiir verschwindende ¢ unendlich gross; wir 
bediirfen eines asymptotischen Werthes desselben. Einen solchen 


finden wir auf folgende Weise. Durch Ausfiihrung der unbestimmten 
Integration erhalten wir zuniichst: 


(5) S,(e) = — log e + 2 log (V—a+Y—a+e). 
Der zweite Summand verhiilt sich fiir «0 reguliir und kann nach 
Potenzen von « entwickelt werden; fiihrt man das aus und bricht mit 


dem ersten Gliede ab, so erhilt man den gesuchten asymptotischen 
Ausdruck in der Form: 


(6) lim {8,(2) + log ¢} = log (— a) + log 4. 
e=0 
Fiir das dritte jener Integrale endlich erhilt man zuniichst: 
, b b—1 
(7) S; (8) mS —1-+ 0? sali log =; a \, 


wo zur Abkiirzung: 


b= VS 


gesetzt ist. Fiir lim e = 0 folgt: 
belt Sto, 
log (b -- 1) = (log =) . (1 of (e)) 


also: 
(8) S,(e) = +(a + «log —*— + (8), 
(9) lim ,(e) = ++ a. 


Wir kehren jetzt zur Untersuchung der Grenzwerthe der Perioden 
unserer Integrale I, Gattung zuriick. Wir nehmen das in § 1 an- 
gegebene Querschnittsystem und kommen dahin iiberein, dass a, und a, 
die zusammenriickenden Verzweigungspunkte seien in der Weise, dass 
«, =O an seinem Platze bleibt, «,—« sich ihm nihert; in diesen 
Festsetzungen liegt den Erliuterungen des vorigen Paragraphen zufolge 
keine Beschrinkung. Zur Abkiirzung werde gesetzt: 
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(10) aye es fe 


(@—a;)(@—m) ~ a(e@—e)? 
dann handelt es sich, wenn wir die Periodenwege auf doppelt durch- 
laufene Linien zwischen je zwei Verzweigungspunkten zusammenziehen, 
um die Bestimmung der Grenzwerthe der Integrale: 








“J Vee—or@’ —" J Valea)’ 
genommen bezw. zwischen den Grenzen: 
Oundé, a, unda,, a und 0, a, und a,. 

Was das erste Integrationsintervall betrifft, so kann man bei hin- 
reichend kleinen Werthen von «¢ fiir alle Punkte desselben: 

1 1 
Ni rio +” 
setzen, wo (0) mit ¢ zugleich unendlich klein wird. In Folge dessen 
erhilt man die Grenzwerthe: 
oe 
Vx(0) 

Im gweiten und vierten Integrationsintervall bleiben die zu inte- 
grirenden Functionen auch fiir ¢—0O stetig, wenn man von den 
Endpunkten der Intervalle absieht; das Verhalten in diesen wird aber 
ebenfalls durch den Grenziibergang gar nicht beeinflusst. Daher darf 
derselbe unter dem Integralzeichen vollzogen werden, und man erhiilt 
einfach: 


(11) lim @, = 0, lim @) = 


° . P “ dz 2a 
(12) lim @,—@, lim @,, = af a5 =Q, 
: : P dx 
13 ] =a’, | , om 2 = 
(13) in@,,—o@, lima,, | Vie) ; 


dabei sind @, w' zwei primitive Perioden des elliptischen Integrals 
I. Gattung w,, auf welches sich w, reducirt, Q und Q’ die entsprechen- 
den Perioden des elliptischen Integrals III. Gattung #,, in welches w, 
iibergeht. 

Fiir das dritte Integrationsintervall endlich miissen wir die beiden 


Integrale getrennt behandeln. Den Integranden des ersten schreiben 
wir in zwei Factoren zerlegt: 


1 x“ 
14 ——— |e - =? 
(14) Ae 
der erste dieser Factoren ist von ¢ unabhiingig. Zerlegen wir nun 
das Integrationsintervall in zwei Theile; von « bis d und von 0 bis 0, 


wo 0 beliebig klein angenommen werden kann, so bleibt im ersten 
dieser Theile (von der ersteren Grenze abgesehen) die Function unter 





~~ 
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dem Integralzeichen stetig; im zweiten Theil des Integrationsintervalls 
darf man fiir den ersten der beiden Factoren (14) einen Mittelwerth 
setzen und erhalt dann unter Benutzung der vorhin abgeleiteten Formel 
(9) dasselbe Resultat, wie wenn man unter dem Integralzeichen zur 
Grenze itibergegangen wire, nimlich: 


(15) lim «5 = 2 (w, (0) — w,(«)). 


Das zweite Integral wird durch dieses Intervall erstreckt in der 


Grenze unendlich gross; um einen asymptotischen Werth fiir dasselbe 
zu erhalten, bilde man die Differenz: 


1 S,(e) 1 dx 
16 = og — aan ~ — yy + sy — —— e 
as 2 3 V0) ~fir3 Vie) ~——“Vz(0) } Vale — 8) 


Indem wir die zu intagutnnsie Function in die beiden Factoren: 


x 


1 1 

— 1. a—— 8 oa d ee 

=| Vi(@) Va) ia eles 
zerlegen und wie oben verfahren, erhalten wir mit Riicksicht auf (6) 
und (9) das Resultat 


Qloge) __ 2 log (— 4a) ¢ 0) — . 
(17) lim 1 | @ 2s + - AS roa + 2{J(0) — J(a)}; 
darin bedeutet J das elliptische — 


J raa — Vii (0) ala 


das in (0, —Vz(0))*), aber nicht in (0, nt unendlich wird. 

Die Resultate der Untersuchungen dieses Paragraphen fassen wir 
in felgendem Satze zusammen: 

Von unsern beiden hyperelliptischen Integralen I. Gattung reducirt 
sich in dem hier betrachteten Grenzfall das eine auf das elliptische 
Integral I. Gattung auf der Grenefliiche, indem seine Periode an A, 
verschwindet, die Periode an B, hingegen ewar einem endlichen Grenz- 
werth sich nihert, aber aufhirt Periode zu sein; das andere reducirt 
sich auf ein elliptisches Integral III. Gattung, indem seine Periode an 
A, in die logarithmische Periode des letateren tibergeht, seine Periode 
an B, aber unendlich gross wird. 


§ 5. 
Grenzwerthe der Thetamoduln beim Zusammenriicken von zwei 
Verzweigungspunkten. 
Wir setzen die Untersuchung unseres Grenzfalles fort, indem wir zur 
Bildung der zweigliedrigen Periodendeterminanten iibergehen. Beriick- 
sichtigen wir, dass die in den Formeln des vorigen Paragraphen weg- 


*) ‘und ausserdem im Unendlichen auf beiden Blattern, 








| 
| 
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gelassenen Glieder mit verschwindendem ¢ mindestens wie ¢ loge un- 


endl 


(1) 


(2)4 











ich klein werden, so erhalten wir zuniichst fiir die Periodendeter- 
minanten die folgenden Grenzwerthe*): 

{hie Pe = 2xt.e , 

—° Vz (0) ’ 

, 4ni (— 0 

lim 3 = Tre | 1 (0) = W, (@)); 

2=0 Vz(0) 

Him fp, + 22182) — @ {2ee(— 4%) 4 9/50) — T(a,) 

lim {P23 + Vx) “| Vz0) = (FO) — F(a} 

— Q{2w, (0) — 2, (a)}; 

lim p,, = a8 — @Q; 

e=0 

. = 2e@' loge ie oa , 2log (— 4a) ‘ is, / } 

tim {a4 Vz00) @ V0) 5 2 (J )) J(a))} 

| + 2 {2w, (0) — 2w, (a)} - 

Aus diesen ergeben sich folgende Grenzwerthe der Thetamoduln: 
fas 1 1 J (0) — J (a, 

fim a so log el =—— log (— 40) — & = (ee) V2) 

1 2a, 
7. => Vx) - (w, (0) — w, (a%)) 5 

, 2w, (0) — 2 w; (ay Q—aw'2Q 

lim ty, = 2e1(0) — 8 046s) = * V1); 

lim Tt). = Sant 

e=0 baa 








Die erste dieser Gleichungen giebt, wenn, wie iiblich: 


etuni = p 


gesetzt wird, noch folgende Grenzbestimmung: 


(3) 


lmp=0, lm? =@; 
a=0 * 


e=0 


darin bedeutet C eine sicher von Null verschiedene Constante. 


Wir fassen wieder zusammen: 
In unserem Grenzfalle erleiden die Thetamoduln folgende Ver- 


dinderungen: 


t,, wird unendlich gross wie loge, und zwar so, dass 
eit Null wird; 

To geht tiber in einen Werth des auf der Fliiche (x, V'x(x)) 
zwischen den Stellen (0, —Vz(0)) und (0, Vx(0)) erstreckten 
elliptischen Normalintegrals erster Gattung; 


*) Wegen der Vorzeichen achte man auf die Festsetzungen betr. den Sinn 
der Ueberkreuzung der Periodenwege (vgl. dieser Ann, Bd, 32, p. 392). 













































Hyperelliptische Modulfunctionen , I. 385 


To) geht iiber in die Periode t dieses elliptischen Normal- 
integrals. 

Dabei verdienen zwei Umstiinde noch besondere Hervorhebung 
(der Beweis derselben ergiebt sich aus der Theorie der elliptischen 
Functionen): , 

Kinmal ist zu beachten, dass t,, dabei nur Werthe erhilt, deren 
imaginirer Theil positiv igt, sodass die Bedingungen fiir die Convergenz 
der Thetareihen erfiillt bleiben. 

Dann aber ist auch zu beachten, dass t,, noch jeden Werth an- 


nehmen kann, der dieser Bedingung geniigt, und t1,, tiberhaupt jeden 
endlichen Werth. 


§ 6. 
Die Grenzwerthe der Thetafunctionen und ihrer Nullwerthe beim 
Zusammenriicken von zwei Verzweigungspunkten. 


Zum Schlusse dieser Untersuchungen stellen wir noch die Grenz- 
werthe der Thetafunctionen zusammen, welche sich aus den bisher 
gewonnenen Resultaten sofort ergeben. Man findet niimlich fir 
lim ¢ = 0: 


Vim (04, Vy 5 T yyy Tray To) = Lim By (My, VQ} Ty4y Troy Tyr) = Fy (Vay To9)5 

Lim Fog, (V4, Vo 5 Tyyy Tray Tog) = Lim yy (01, V5 T yyy Tia» Tr) = Bo (Vo, To9)5 

Lima og (015 P25 Try Troy Top) = Li Dy; (Vy) Vy 5 Thy Tyo» To) = By (VQ, Too) j 

Vim Bog (O45 V5 Thry Tray Tae) = lim yg (V4, Vy 5 Tr1y Tray T22) = Fy (Vay To) 
die 8 iibrigen ‘Thetafunctionen werden in der Grenze identisch Null. 
Wir kénnen dies folgendermassen formuliren: 

Von den 16 Thetafunctionen werden bei unserem Grenziibergang 
diejenigen 8 identisch Null, welche zu Zerlegungen f= .w gehiren, 
bei welchen die Punkte «,, a, vereinigt bleiben; die 8 iibrigen werden 
paarweise identisch, indem sie sich auf elliptische Thetafunctionen redu- 
ciren, welche nur von dem einen Argument v, (und dem Modul t,.) 
abhdngen. 

Gehen wir von den Thetafunctionen weiter zu den Th-Functionen, 
so ist die erste Formel (18) zu beachten; man findet mit ihrer Hilfe, 
dass die den letztgenannten 8 Thetafunctionen entsprechenden Th- 
Functionen nicht in die zugehdrigen elliptischen 7h-unctionen selbst 
iibergehen, sondern (von einer rein numerischen Constanten abgesehen) 
in die Producte derselben mit: 

Vx(0) = ¢ « V(e%q — %) (@, — a) (ey — a) (@, — @). 

Die Grenzwerthe der Thetanullwerthe sind, soweit sie nicht ver- 

schwinden, durch die Formeln (21) mit gegeben; fiir die 4 Nullwerthe 
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von geraden Functionen, welche verschwinden, beachte man, dass sie 
1 1 

wie p* oder, was dasselbe heisst, wie ¢4 unendlich klein werden (wie 
man auch aus den bekannten algebraischen Ausdriicken dieser Null- 
werthe wiirde entnehmen kénnen). Die Quotienten der Th-Functionen 
durch ihre Nullwerthe, a. h. also die Sigmafunctionen bleiben be- 
kanntlich (vgl. Wiltheiss, dieser Ann. Bd. 31) auch im Grenzfalle 
endlich und von Null verschieden; in der Phat erhailt man aus der 
Reihenentwicklung: 


. 4 ? 
(2) lim p © yg (ry P25 Try Te» Toe) = 
hy ha 


re 1 
nilo,+—h, —nilo+—h, 
=e ( . oi tw $e ( . ) (0,3 Too). 
|| Ihe | 
Analoge Bemerkungen gelten natiirlich auch fiir die 4 ungeraden 
verschwindenden Thetafunctionen. 


§ 7. 


Verhalten der Integrale erster Gattung und ihrer Perioden beim 
Zusammenriicken von drei Verzweigungspunkten. 


Wir wenden uns nun zur Untersuchung des zweiten der Grenz- 
fille, deren Behandlung wir in Aussicht nahmen: wir lassen drei 
Verzweigungspunkte in der Weise zusammenriicken, dass ihr Doppel- 
verhiiliniss mit einem festen vierten Punkt einer bestimmten, endlichen, 
von Null und Eins verschiedenen Grenze sich néhert. Wenn das in 
Bezug auf irgend einen vierten Punkt eintritt, so tritt es auch ein in 
Bezug auf jeden vierten Punkt, der der gemeinschaftlichen Grenzlage 
der drei ersten Punkte nicht unendlich nahe liegt; und zwar ist der 
Grenewerth von der Wahl dieses vierten Punktes unabhingig. Denn 


wenn sich = (das Doppelverhiiltniss von 2, y, 0,00) mit gegen Null 


convergirenden Werthen von x und y einer bestimmten Grenze nihert, 
so nahert sich = —— (das Doppelverhiltniss von 2, y, U, a) der- 
selben Grenze. Wir werden iibrigens im Folgenden stets annehmen, 
die Anniherung des Doppelverhiltnisses an seinen Grenzwerth geschehe 
so, dass wir diesen Grenzwerth vor Beginn des Grenziibergangs statt 
des variabeln Werthes in die Formeln einfiihren diirfen; in wie weit 
diese Voraussetzung wirklich eine Beschrinkung der Allgemeinheit 
unserer Untersuchung enthalt, lassen wir hier unerdrtert. 

Dagegen enthilt es den Entwickelungen von § 3 zufolge sicher 
keine Beschrinkung, wenn wir folgende Annahmen machen: das 
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Querschnittsystem sei wieder das von § 1; der Punkt a, sei fest 
und zum Nullpunkt des Coordinatensystems gewihlt; «,—=<¢, a,==A?e 
sollen sich ihm nihern; A* sei tibrigens nicht positiv reell, sodass 
wir nachher in der Integration auf geradem Wege nicht behindert 
sind. Es ist dann eben 4? das Doppelverhiiltniss der vier Punkte 
(3, 4, 5, o©); der getroffenen Vereinbarung zufolge behandeln wir 
dasselbe als von ¢ unabhiingig. 


Wir beginnen wieder mit der Untersuchung der Integrale I. Gattung; 
setzen wir zur Abkiirzung: 


v(x) = (@%) 2) (a, 2) (a2), 
so haben wir: 
(1) -{5 = Vado _ =<, OW, = Eee: eS 
J Via 8) (@ — 8) y(o) J Vale—e) (@ — Pe) w(a) 


Bleibt der Integrationsweg dem Nullpunkt hinlinglich ferne, so kénnen 
wir unter dem Integralzeichen zur Grenze tibergehen und finden: 


(2) lim 2, -{ ate lim t, ae. 8 : 
e=0 Vew(x) 2=0 eVaw (a) 





wir formuliren dieses Resultat folgendermassen : 


Von unseren beiden Integralen wird in der Grenze das eine ein 
elliptisches Integral I. Gattung, das andere ein solches II. Gattung mit 
Unstetigkeit in dem dreifachen Verzweigungspunkte. Die elliptische 
Riemann’sche Fliche, auf welche diese Integrale sich beziehen, hat die 
drei getrennt bleibenden Punkte a), «,, «, und die Grenzlage der 
drei zusammenriickenden Punkte a,, «,, «, 2u Verzweigungspunkten. 


Die Perioden dieser Integrale an den Querschnitten A,,B,, welche 
vom Nullpunkt entfernt verlaufen, kénnen wir ebenfalls durch directen 
Grenziibergang bestimmen; indem wir mit x? das Doppelverhiiltniss 
(@,, @,, @, @,), mit K, K’ die Perioden des elliptischen Integrals 
I. Art, mit EH, EF’ die des Integrals II. Art (2) bezeichnen, er- 
halten wir: 

lim @,, = K(x’), lim @,, = E(x’), 
3) e=0 e=0 
( lim @,, = K(x’), lim @,, = E’ (x?). 
e=0 e=0 

Die Grenzwerthe der Perioden an den Querschnitten A,, B, be- 
diirfen einer eingehenderen Untersuchung, die tibrigens keine Schwierig- 
keiten bietet. In die Integrale, durch welche die Perioden an A, dar- 
gestellt werden, fiihren wir eine neue Integrationsvariable y = ¢z 
ein; dadurch erhalten wir: 


25* 
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e 1 
Vad« a ydy 
== 2 =2/Vs =——§ 
- LC — (a — a &) p(x) 4 Wea sere : 
0 0 
. 1 


= 9 dz mci aa =: wz dy . 
4 Vaie—s) @—i*s) pCa) Ve J Vy(y—1) (y— 4) pley) 
° 0 























Damit sind die Integrationsgrenzen constant geworden; wir diirfen 
unter dem Integralzeichen zur Grenze iibergehen und erhalten unter 
Benutzung einer ibnlichen Bezeichnung wie oben: 


lim A = E’(42), lim (@,,/2) = K’(4”);_ und ganz ebenso: 
e=0 é e=0 


(4) . 
lim 2 — E(4?), lim (@./é) = K(A?). 
e=0 


e=0 é 


Wir begleiten diese Formeln mit den Worten: 


Die Perioden von w, am zweiten und vierten Querschnitt werden 
1 


in der Grenze unendlich klein wie die Producte von &” in elliptische 
Perioden II, Gattung des Moduls i*, die Perioden von w, an denselben 
1 


Querschnitten unendlich gross wie die Producte von e * im elliptische 
Perioden I. Gattung desselben Moduls. 


§ 8. 
Grenzwerthe der Thetamoduln und Thetafunctionen beim Zusammen- 
ricken von drei Verzweigungspunkten. 


Ung, nun die Grenzwerthe der Thetamoduln zu erhalten, bilden 
wir zuerst die der Periodendeterminanten. Wir erhalten ohne Weiteres: ‘ 


lim (p,.V/¢) = K (x?) K(a*); 
lim py = K(x?) B'(x*) — E(#) Kw?) — =; 
lim (p,, 2) = K(x?) K’ (a2); 
lim (p3//&) = — K(x?) K’(a*); 
lim Pog = — K(2) (2?) + E(2*) K’ (0?) = SO 
lim (p54) = K’ (x2) K’ (4?) 

und hieraus: 7 





(1) 


lim t,, = t(x?), lim T. = 1(A?), 
Ve (0) K(x®) K (2%)? 





lim t,5 = 0. 
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Von den Thetamoduln verschwindet also in unserem Falle t,. und 
zwar wie Ve; t,, und To gehen tiber in die gu den Moduln x2, besw. 
4? gehorigen elliptischen Periodenverhiiltnisse t(x?), t(A*), kinnen also 
noch beliebige Werthe mit positiv imagindren Bestandtheilen annehmen. 

Nun ist lingst bekannt, was unter dieser Voraussetzung t,, = 0 
aus den Thetafunctionen wird: neun von den geraden gehen iiber in 
Producte aus je zwei geraden elliptischen Thetafunctionen @(v,, 7,,) 
und #(v., T .), die sechs ungeraden gehen iiber in die drei Producte 
aus dem ungeraden @(v,, t,,) und je einem der drei geraden @(v,, T,.) 
und in die drei Producte aus dem ungeraden @(v,, t,.) und je einem 
der drei geraden #(v,, 7,,); das zehnte gerade Theta (wie leicht zu 
sehen, dasjenige, welches zur Zerlegung 012, 345) gehért) geht tiber 
in das Product der beiden ungeraden elliptischen Thetafunctionen 
(0, T),) und @,(v, t.). Der Nullwerth des letzteren verschwindet 
also, und zwar wie t,, oder /é.*) 


Die Th-Functionen verschwinden bei diesem Grenziibergang 
simmtlich identisch, die Sigmafunctionen bleiben endlich und von Null 
verschieden. 

Insbesondere sei noch darauf aufmerksam gemacht, dass von den 
10 Th-Nullwerthen, wie die directe Betrachtung ihrer algebraischen 
Ausdriicke tibereinstimmend mit der Verfolgung des Grenziibergangs 

1 


durch die Thetafunctionen hindurch ergiebt, neun je wie i, der 
8 


zehnte wie s! unendlich klein werden. 


g 9. 
Ein Hilfssatz. 


Da fiir t,, = 0 nur ein Thetanullwerth verschwindet, die tibrigen 
neun von Null verschieden bleiben, so kénnte man vermuthen wollen, 
jede ganze Function der Thetanullwerthe, welche fiir t,,—0O ver- 
schwindet, miisse durch jenen einen Thetanullwerth theilbar sein. 
Indessen zeigen einfache Beispiele**), dass diese Vermuthung irrig 
sein wiirde. Dagegen gilt der folgende Satz, von welchem im III. Ab- 
schnitt Gebrauch zu machen sein wird: 


Eine ganze Function der Quadrate der zehn Thetanullwerthe, 
welche fiir t,, =O verschwindet, lisst sich umformen in das Product 


*) Uebrigens zeigen die bekannten Formeln fiir die Richelot’schen Moduln 
(vergl. etwa Krause p. 36), dass auch umgekehrt stets 3 Wurzeln von f, in der 
hier betrachteten Weise einander gleich werden miissen, wenn ein und nur ein 
Thetanullwerth verschwinden, die iibrigen neun endlich bleiben sollen. 


**) Wie 04%, + 05, 9,, — 0° 4,,. 
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aus i, und einer andern ganzen Function der Quadrate der Thetanull- 
werthe — erforderlichen Falls unter Benuteung der zwischen den Theta- 
nullwerthen bestehenden Relationen. 

Zum Beweis diirfen wir uns auf den Fall beschrinken, dass @,, 


in der vorgelegten Function tiberhaupt nicht auftritt. Die neun iibrigen 
gehen iiber in die neun Producte: 


(1) “Yr, t, k=O, 2,3 
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 
(2) w= OF (tT), Yi = OF (T2) 


unter ©,, ©., @, die Nullwerthe der 3 geraden elliptischen Theta- 
functionen verstanden. Wir fihren den Beweis dann so, dass wir 
zuniichst alle diejenigen Functionen der 9 Producte (29) aufzihlen, 
welche verschwinden, wenn die 2, y die in (30) angegebene Bedeutung 
haben; dann ersetzen wir in diesen Functionen die 2; a, durch die 
entsprechenden Thetanullwerthquadrate und zeigen, dass die so ent- 
stehenden Functionen der letzteren vermége der Thetarelationen theils 
verschwinden, auch wenn 1,, nicht Null ist, theils durch #{, theil- 
bar sind. 

Die Ausfiihrung gestaltet sich nun folgendermassen. Zwischen 
den elliptischen Thetanullwerthen besteht nur die eine Relation: 


(3) 0,' + 0,' — 0", 


wir haben also, wenn wir uns geometrischer Redeweise bedienen, zu- 
nichst die Aufgabe vor uns: 


Man soll die allgemeinste ganze Function zweier Punkte x,y der 
Ebene angeben, welche verschwindet, sobald beide auf die Curve: 


(4) F(2)=2,? + 2? — a,’ = 0 
riicken. 

Da diese Curve vom Geschlechte Null ist, so erhailt man leicht 
durch quadratische Transformation die Antwort: 


Die allgemeinste solche Function hat die Form: 


(6) gz , y)- F(a) + Mz, "y) Fy), 


unter g,h ganze homogene Functionen der angegebenen Grade in den zx, 
beew. y verstanden. 


Speciell folgt hieraus: 


Jede ganze Function n' Grades der 9 Producte (1), welche ver- 
schwindet, sobald man die x,y durch die unter (2) angegebenen Werthe 
ersetat, liisst sich durch identische Umformung in die Gestalt setzen: 
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(6) PP 4 Gint x, Fy) +>> hindi ye F(x), (= o 2. = 
ik ual ts 


in welcher giz, hix ganze Functionen (n — 2)" Grades jener 9 Pro- 
ducte bedeuten. 


Bezeichnen wir fiir den Augenblick mit ,) denjenigen Theta- 
nullwerth, der sich fiir t,,—0O auf /x;y, reducirt, so besagt der 
eben ausgesprochene Satz nichts Anderes als: 

Jede ganze Function unserer 9 Thetanullwerthquadrate, welche fiir 


T,, = 0 verschwindet, liisst sich ohne Benutewng der Thetarelationen 
durch identische Umformung in die Gestalt seteen: 


a Gx (Feo) Feo) + Piz) Phe) _ ai 3) 3)) 
(7) vial. 
+ Loan hix (8i0%) Pox + dei Bien) _ isi) Pisa), 

ik 


unter giz, Aix ganze Functionen der 9 Thetanullwerthquadrate ver- 
standen. 

Nun sind aber zufolge bekannten Thetarelationen (vgl. z. B. 
Krause, p. 37, 38) diejenigen Klammergréssen in (7), in welchen 
i=k ist, vom Vorzeichen abgesehen = 4, die tibrigen sind Null. 
Damit ist der zu Anfang des Paragraphen aufgestellte Satz bewiesen. 


Il. 
Transfurmation von Functionen hdherer Stufe.*) 


§ 10. 
Modification der Reprasentanten. 


In § 54 der Grundz, ist bereits erwihnt, dass bei Untersuchung 
der Transformation von Functionen héherer Stufe die Repriisentanten 
durch andere zu ersetzen sind; es soll dies hier des Weiteren aus- 
gefiihrt werden. Die Voraussetzung, dass der Transformationsgrad n 
eine ungerade Primzahi sei, soll dabei beibehalten und ihr die weitere 
beigefiigt werden, dass die Stufenzahl s der zu transformirenden Funce- 
tionen zu n relativ prim sei. 

Wir bezeichnen eine lineare Periodentransformation : 

a, = a,o, + ---+ a,%o,, 
(1) oe a 
@, = 0a, + eee + 0,°%o, 

*) Man vgl. die in der Einleitung erwihnten Arbeiten von Hurwitz und 

Biedermann, 
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abkiirzungsweise durch: 
ao = R;(a); 
Zusammensetzung solcher Substitutionen sei so bezeichnet, dass aus: 
ao’ =R(@'), ww = S(o) 
folgt: 
a” = R[S(@)| 
oder einfacher geschrieben: 
(2) a” = RS(@). 
Die specielle Transformation n‘" Grades: 
@,=NO,, 2 = ND, @ =, B= w, 
sei durch: _ 
o,— N (@,), 
die allgemeinere: 


o, = n(a,9@, + a, @, + a, @, + a, @,), 

in 1 = 0(B, + 8. @, + Ba, + 8, @,), 
Oa,= 7a, + 7, @ + 7, @, + y,@,, 
@a,= 90,%a, + 6,%a, + 0,%a, + 0%, 

sei dem entsprechend durch: 

oder kiirzer durch: 

@ = RO (@) 
bezeichnet. Die erwihnte Modification der Repriisentanten besteht 
dann in folgendem: : 


Die Repréisentanten Ri sind so zu wihlen, dass die ihnen zu- 
geordneten linearen Transformationen R; nach dem Modul s zur 
Identitaét congruent werden. 

Die Coefficientenschemata der so modificirten ,,neuen‘ Repriisen- 
tanten (Grundz. § 50) nehmen dabei folgende Gestalt an: 


I, Typus: 


n 0 0 0 
. eo 64 
(4) Ks I's 1 Of? 
ls ms 0 1 
Il. Typus: 
na —nal’s np O 
0 n 0 O 
©) y —yl's nd Of? 
0 K's Fe 3 
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Ill. Typus: 


n O 0 O 
0 na O np 

6 

(6) Ks O 1 Of 
0 y O nd 


IV. Typus: 
na O np O 
O na O np 
y 0 nd O 
0 y O nd 


Die verschiedenen Reprisentanten der drei ersten Typen werden 
erhalten, indem man die ganzen Zahlen k’, 1’, m’ unabhiingig von 
einander je ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul n durch- 
laufen lasst. Die Coefficienten «, B, y, 6 haben den Bedingungen 
zu geniigen: 
e=1, p=0, y=O0, nd=1; (mods), 

nad — Bpy=1; 
welches der diesen Bedingungen gentigenden Werthsysteme man wihlt, 
ist ganz gleichgiiltig. 

Die Ueberfiihrung der nicht modificirten neuen Repriisentanten in 
die modificirten neuen Reprisentanten mige beispielsweise am Il. Typus 
erlautert werden; fiir die tibrigen Typen gestaltet sie sich ganz analog. 
Seien mit @’ die zu ersteren, mit @’ die zu letzteren gehérenden 
Perioden bezeichnet, so liefert die Vergleichung der Formeln: 


@, =—n(ao, — al’sa, + Ba,), 


(7) 


(8) 


9 o, = N@>, 
) B= yo,—yl'sa,+ nda, 


mit dem auf die @’ beziiglichen*) die nachstehenden Relationen zwischen 
den @’ und den @’: 





@,=—fa, + a(l—l's)o, +naa,, 
@, = @,', 

, —-s 1— l's _-s —-* 

’ l—lU’s _, —k+k's —, aT 
Ww, = - — 0; + ae @, ++ 4. 


Der durch die Zahlen k’, l' charakterisirte modificirte neue Re- 
prdsentant des II. Typus ist also zu dem durch die Zahlen k, | charakte- 


*) Grundz. Glchgen (167) und (183), 
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risirten nicht modificirten neuen Représentanten desselben Typus dquivalent, 
wenn k,l mit k’, l’ durch die Congruenzen verkniipft sind: 
(11) k=k's, l=U's. (mod. n). 

Denn dann und nur dann stellen die Gleichungen (10) eine lineare 
Periodentransformation vor. 

Die modificirten Hermite’schen Reprédsentanten*) werden folgende 
Cofficientenschemata besitzen : 

I. Typus: wie oben; 

Il. Typus: 


a, =—te © © 
0 n 0 O 
(12) 0 0 0 |} 


Ill. Typus: 


(13) 


IV. Typus: 


=~ 
S 

o = © 
- 
o 
~ 
=) 


(14) 
0 0 O n 


Der Uebergang von den modificirten neuen Repriisentanten (@') zu 
den modificirten Hermite’schen (@) geschieht durch die Substitutiouen: 
I. Typus: 


(15) @, = %9;, wo, =D, wD, = 3;, wo, = @,; 


16 @, =ned,+A$3;,, GT, =D), 
(18) Bo, = 70, +08;,, DB, = 9,; 
Ill. Typus: 
(17) =, B, = nad, + BD,, 
@; =3;, B= yD, + 09;,; 
IV. Typus: 
@/ =—naB,+pB;, B, —naB, + BG, 
B, = 78, +00;, Tj = yB, + 0B;,. 


(18) 


*) Vgl. fiir den Fall s=8 Kénigsberger, Cr. J. Bd. 67, (1867), p. 99. 
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Ausdriicklich sei dabei hervorgehoben, dass, wie aus den Con- 


gruenzen (8) hervorgeht, die Substitutionen (16), (17), (18) mur im 
Falle 


nm =1 (mod, s) 
modulo s zur Identitiét congruent sind. 


§ 11. 
Anwendung dieser modificirten Reprisentanten. 
Es sei ¢(@) der ,, urspriingliche‘‘ Werth einer zu transformirenden 
Modulform s'* Stufe; irgend einer der ,,transformirten“ Werthe der- 
selben wird dann mit: 


t(NR; @) 


zu bezeichnen sein (vgl. pag. 392). Werden nun die wrspriinglichen 
Perioden @ irgend einer linearen Transformation: 


(1) wo = Po) 
unterworfen, so geht jener Werth iiber in: 
t(NR; Po). 


Nun bilden aber nach Voraussetzung die NR; ein vollstiindiges Re- 
priisentantensystem; das mit NR;P(w) bezeichnete Periodensystem 
wird daher iiquivalent sein mit dem eines andern Repriisentanten N R,, 
sodass eine Identitiét der Form besteht: 

(2) NR, P= V;NRK,, 

in welcher V; eine lineare Periodentransformation der transformirten 
Perioden bedeutet. 

Nun behaupten wir: 

Sind die Reprdsentanten so normirt, wie es im vorigen Paragraphen 
geschehen ist, so werden fiir jedes bestimmte P alle diese V; 2u einander 
congruent (mod, s). 

In der That: V;NR; wird nur dann wieder auf die Form (3) 
des § 10 gebracht werden kénnen, wie doch die Identitiét (20) ver- 
langt, wenn V; die Form hat: 

Aji Aj2 NA; NAja 
(3) V; oe “i - nbjs nb;4 

ji Ge js Ga 

dj1 dj, d; d; 
Dann aber wird es gleichgiiltig sein, ob man das Periodensystem 
R;(@) zuerst der Operation N unterwirft und hierauf die lineare 
Transformation V; anwendet, oder ob man jene Operation an zweiter 
Stelle ausfiihrt, nachdem man vorher eine lineare Transformation 
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U; vorgenommen hat, deren Coefficientenschema aus dem von VJ; 
hervorgeht, indem man a, a,, b,, b, von dem Factor n befreit und 
dafiir c,, c,, d,, d, mit demselben versieht, indem man also: 
aj Ge as Aja 
b bjo —bys a 
NC, NG Ce Ca 
ndjy ndjo djs djs 
setzt. In eine Gleichung zwischen Substitutionen gefasst lautet dieser 
Satz: 
(5) V;NR; = NU;R;; 
auf Grund desselben geht die Identitat (2) tiber in: 

NR P = NU;R; 
und indem man beiderseits die Operation N riickgiingig macht, in: 
(6) R;,P = U;R,;. 
An dieser Stelle greift nun die Voraussetzung ein, dass die Re- 
priisentanten in der angegebenen Weise normirt seien. Alsdann folgt 
namlich aus der Gleichung (6) die Congruenz: 
(7) P= U; (mod. s), 
aus der sich dann weiter ergiebt, dass fiir ein bestimmtes P alle U; 
unter sich und also*) auch alle V; unter sich congruent sind, wie 


oben behauptet wurde. 
Es seien nun: 


(4) U;= 


t,(@), t,(@). .. ts(@) 
die S verschiedenen Werthe, welche die Modulform ¢(@) annimmt, 
wenn man die Perioden w den S modulo s verschiedenen linearen 


Transformationen unterwirft. Ihnen entsprechen die S N’ transfor- 
mirten Werthe: 


t,(RY" w), t,(RYo),..., ts(RY a), 
(8) t, (Ry @), t,(R2@),..., ts(RY@), 


t, (RY a), t,(Ry’o),,.., ts(RY’@), 


(Zur Abkiirzung ist N’ fiir n + n? + »-+ 1 geschrieben). Der zuletzt 
abgeleitete Satz sagt dann aus, dass lineare Transformation der urspriing- 
lichen Perioden die stimmtlichen Formen einer Colonne dieser Tabelle 
in die stimmtlichen Formen derselben oder einer andern Colonne (im 
allgemeinen unter Veriinderung der Reihenfolge) tiberfiihrt. 

Beschriinkt man sich speciell auf solche Substitutionen P, welche 


*) Da wir s und » als relativ prim voraussetzten. 
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modulo s zur Identitiit congruent sind, so werden nach (7) auch alle 
U; und in Folge dessen auch alle V; modulo s zur Identitit congruent. 
Daraus ergiebt sich der weitere Satz: 

Bei den Operationen der Principaluntergruppe s‘’ Stufe vertauschen 
sich die Formen jeder Colonne der Tabelle (8) nur unter sich; die 
Art der Vertauschung ist fiir alle Colonnen dieselbe. 

Die erste Hiilfte dieses Satzes besagt aber*) nichts anderes als: 

Die Formen jeder Colonne der Tabelle (8) geniigen einer alge- 
braischen Gleichung — Multiplicatorgleichung — des Grades 


mi+t+n+tn+l, 
deren Coefficienten Formen s‘™ Stufe sind. 
Ein bemerkenswerther Umstand tritt noch ein, wenn die Form ¢ 


der Stufe d (unter d einen Theiler von s verstanden) in Bezug auf 
Einheitswurzeln adjungirt und: 


(9) n= 1 (mod. +) 
ist. Alsdann ist namlich stets: 
(10) V; = U; (mod. s) 


wenn U; mod. d zur Identitit congruent ist; denn z. B. aus 
n=1 (mod. +) und ajj = 0 (mod. 0) folgt majs = ajs (mod. s). 
Werden nun die urspriinglichen Perioden einer Transformation P unter- 
worfen, welche mod. 6 zur Identitit congruent ist, also den Zutritt 
einer bestimmten Kinheitswurzel ¢:2zu ¢(@) bewirkt, so wird (immer 


unter der Voraussetzung, dass die Repriisentanten mod.s wie oben 
modificirt sind) in Folge von (7) und (10): 
V; = P (mod. s); 
es geht also jedes ¢(R;{")@) tiber in e¢(R,")@), wo « dieselbe Einheits- 
wurze] ist, welche vermége P zu ¢() trat. Daraus folgt, dass die 
Werthe von: 
t(@) 
(10) tw) 
bei diesen Operationen ohne Zutritt von Einheitswurzeln sich nur 
unter einander permutiren, m. a. W. es folgt der Satz: 
Auch wenn t(w) nicht selbst sur Stufe 0 gehdrt, sondern zur Stufe 
s (unter s ein Vielfaches von 8 verstanden), der Stufe 0 aber in Bezug 
auf Einheitswurzeln adjungirt ist, geniigt t (a) :t(w) im Rationalitdtsbereich 
der Stufe 0 einer Gleichung des Grades n®+ n?-+n-+ 1, voraus- 
gesetzt, dass der Transformationsgrad n = 1 (mod. 5) ist. 





*) Vgl. Grundz. § 51. 
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IV. 
Darstellung der rationalen symmetrischen Simultaninvarianten 


von zwei cubischen Binirformen durch die zugehérigen 
hyperelliptischen Thetanullwerthe. 


§ 12. 


Die rationalen symmetrischen Simultaninvarianten von zwei cubischen 
Binarformen. 


Unter den verschiedenen Rationalitiitsbereichen I]. Stufe ist Grundz. 
§ 26, II derjenige erwihnt worden, welcher sich auf die Zerlegung 
der Grundform f, in zwei cubische Factoren »,, wy, stiitzt, in dem 
Sinne, dass nicht diese Factoren selbst, sondern nur solche Functionen 
ihrer Coefficienten, welche bei Vertauschung der beiden Factoren sich 
nicht fndern, als rational bekannt gelten sollen. Wir kniipfen an 
diesen Rationalititsbereich an, indem wir uns die Aufgabe stellen, 
das volle System seiner ,,reinen“‘ Modulformen zu finden. Dieselben 
sind nichts anderes als diejenigen rationalen ganzen Simultaninvarianten 
von m und w, welche bei Vertauschung von m mit ~ ihren Werth 
nicht andern. Eine solche Invariante soll im folgenden kurz als sym- 
metrisch bezeichnet und unter ihrem Grad ohne niihere Bezeichnung 
ibr Grad in den Coefficienten jeder einzelnen der beiden Formen 
g, w verstanden werden. 

Die Aufstellung des vollen Systems dieser symmetrischen Invarian- 
ten kann damit begonnen werden, dass man aus den Formen des 
bekannten vollen Systems der rationalen ganzen Simultaninvarianten 
solche Formen bildet, welche die verlangte Symmetrieeigenschaft be- 
sitzen. Jenes System nun besteht nach den Untersuchungen von 
Clebsch*) aus folgenden sieben Formen: 

a) den beiden Discriminanten **): 


(1) R= = (9) ("9") (99) (9'9"), 


(2) =< (oy)? (vw)? (we) (Ve”), 








*) Biniire Formen p. 221 ff. — Die Zahlencoefficienten der einzelnen Formen 
sind im Texte (zum Theil abweichend von Clebsch) so normirt, dass die In- 
varianten und die Coefficienten der mit Binomialcoefficienten geschriebenen Co- 
varianten ganze ganzzahlige Functionen der Coefficienten der mit Binomialcoef- 
ficienten geschriebenen Formen selbst werden. 

1 


**) Bei Cl. heissen diese Formen zB, 7 P. 
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b) der bilinearen Invariante: 
(3) J = (pv); 
c) vier Formen, welche aus den zweiten Ueberschiebungen: 


(4) A=(gq)oror, D=—2(HY)* Getz"), V= (UV) bed, 
erhalten werden, nimlich: 


(5) S=(@A), Y=OV), T= T(AVY =~ (00) +4d% 
(6) Q = + (8A) (OV) (AV)*). 


Diese sieben Formen sind durch zwei Syzygien verbunden, welche 
Q? und QJ durch die iibrigen Formen des Systems ausdriicken. 

Fiir die hier zu machenden Anwendungen des Formensystems 
scheint tibrigens die Form Q zweckmissigerweise durch die Resultante 
M von m und wy ersetzt zu werden, welche mit ihr durch die Relation 
verbunden ist***); 

(7) R — J? — 27Q., 

Von diesen Formen ist nun allein 7’ eine symmetrische Invariante ; 
sie wird daher zuniichst beizubehalten sein. Die Formen SJ und 
sind alternirend, d. h, sie indern ihr Vorzeichen bei Vertauschung 
von » mit ~; es werden also: 

J?, IK, W? 
symmetrisch sein, R und P, S und & gehen bei setae von 
g und w in einander iiber, ales sind auch: 
RP, SZ, PS+ R2 
symmetrisch und PS? — RZ alternirend, also: 
J(PS?— RZ’), R(PS*? — R 2?) 
symmetrisch. 

Nun kann gezeigt werden, dass sich jede rationale ganze sym- 
metrische Invariante von m und w durch die neun gefundenen Invarian- 
ten rational und ganz ausdriicken lisst. Denn nach dem, was iiber 
das allgemeine Formensystem von g und wp bekannt ist, ist jede 
Simultaninvariante dieser Formen eine Summe von Gliedern folgender 
Gestalt 
(8) J¢ Te Ry RIP SEX, 

Soll die Invariante symmetrisch sein, so muss vor allem ihr Grad in 


den Coefficienten von g ebenso gross sein als der in den Coefficienten 
von w; es muss also: 


*) Bei Cl. 20. 
**) Bei Cl. 28, 23, 27, + Q 
#8) Ol. p. 408. 
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y—&=2(0—e) 
sein. Sei jetzt z. B. e <0 (der Fall ¢ >0 erledigt sich ganz ebenso), 
so trenne man von (8) die Factoren: 


Je, Te, Ry, (SZ), (RP) 


Re S11 = (R z="*)- e 
zuriick. Da nun alle abgetrennten Factoren symmetrisch oder alternirend 
sind, so muss, wenn die Invariante symmetrisch sein soll, das Product 
dieser andern Factoren auch mit 

+ (PS?) 

multiplicirt in ihr als Summand vorkommen. Aber 

(PS?)* + (R2*), 
ist ganze Function von: 

RP.SZX und PS?+ RZ. 

Damit ist der verlangte Beweis erbracht. 

Uebrigens lassen sich von den neun eingefiihrten Formen noch 
zwei ausscheiden, wie die oben erwiihnten Syzygien lehren. Es scheint 
jedoch bequemer zu sein, RJ und §? beizubehalten und dafiir etwa 
SZ und RLY? + PS? fortzulassen. Thun wir das, so kénnen wir 
das Resultat dieser Ueberlegungen folgendermassen aussprechen, indem 
wir zugleich eigene Zeichen fiir unsere Formen einfiihren: 

Das volle System der symmetrischen rationalen ganzen Invarianten 
von zwei bindren cubischen Formen besteht aus folgenden sieben Bildungen: 

zwei Formen zweiten Grades: 


ab; dann bleibt: 


(9) AJ’; 7; 
zwei Formen vierten Grades : 

(10) D=RP; E=MNd; 
einer Form sechsten Grades: 

(11) Z=R; 
einer Form siebenten Grades: 

(12) K=J.(PS*?— RZ”); 
und einer Form neunten Grades: 

(13) A=K.(PS*? — RX’). 
Diese sieben Formen sind durch vier Syzygien verbunden nimlich: 

AZ=E?’, 


K? =A(G, — 4DG,’), 
KA= E(G, —4DG,’), 
a = Z(G, —4DG,*); 
dabei bedeutet G, eine ganze Function von A, 7’, D, E, G, eine solche 


(14) 
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von A, 7, D, E, Z; die Indices 4, 6 bezeichnen den Grad dieser 
Functionen in den Coefficienten jeder der beiden Grundformen. 

Von diesen vier Relationen ist eine und nur eine eine Folge der 
andern, sodass, wie es sein muss, vier von einander algebraisch unab- 
hingige Invarianten bleiben und weitere Relationen zwischen den 
Formen unseres Systems nicht existiren kénnen. 


§ 13. 
Ausdriicke der Invarianten durch die Thetanullwerthe. 


Fiir manche Zwecke ist es wiinschenswerth, die Ausdriicke dieser 
Invarianten durch die Theta- oder die Th-Nullwerthe des zugehérigen 
hyperelliptischen Gebildes zu besitzen. Dieselben kénnen nach der 
von Herrn Bolza*) zunichst fiir die Invarianten I. Stufe entwickelten 
Methode auf folgendem Wege erhalten werden: 

Sei etwa, um an eine bestimmte Zerlegung anzukniipfen: 


(1) p= (az) (ea) (ax), v3 = (az) (aa) (ar). 


Man bringe zuniichst durch eine lineare Substitution die beiden Formen 
auf die Normalformen: 


(2) gF=C Tees, +7), v= oa] [omy + Fy,), 
i=0,2,4 i=1,3,5 

in welchen y,, y, die neuen Variabeln, 3"), #{°) die Nullwerthe der 
nach v,,v,. genommenen ersten Differentialquotienten der sechs un- 
geraden Thetafunctionen**), C eine Constante bedeutet, die aus allen 
Functionen herausfallt, welche die Coefficienten von gm und von yw in 
gleichem Grade enthalten. Alsdann driicke man in bekannter Weise 
die Simultaninvarianten dieser. Normalformen aus durch die Determi- 
nanten ihrer Linearfactoren, also durch die Determinanten: 


3) 909) — 99. 


Die Rosenhain’schen Differentialformeln gestatten dann, diese Deter- 
minanten durch Nullwerthe gerader Thetafunctionen auszudriicken; 
damit ist fiir die Invarianten der Normalformen (2) die verlangte 
Darstellung in der That gewonnen, abgesehen von einer Potenz von 
C, die nur bei solchen Invarianten nicht auftritt, welche in den 
Coefficienten von m und w von gleichem Grade sind. Um diese Dar- 
stellung auch fiir die allgemeinen Formen (1) zu erreichen, hat man 


*) Math. Ann. Bd, 30, p. 478, (1887). 

**) Die hier fiir den Augenblick benutzte abkiirzende Bezeichnung der un- 
geraden Thetafunctionen wird in die des Herrn Staude dadurch tibergefiihrt, 
dass man jeden geraden Index durch die beiden andern geraden, jeden ungeraden 
durch die beiden andern ungeraden ersetzt. 
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nur noch mit einer geeigneten Poten. der Determinante derjenigen 
Substitution zu multipliciren, welche die allgemeinen Formen (1) in 
die Normalformen (2) iiberfiihrt. Diese Determinante ist aber: 


* 10 
(3) V =», i ra] [, 
a=1 
das Product erstreckt iiber alle 10 geraden Thetafunctionen. 

Fiihrt man hier statt der # die Th ein, so fallen die Perioden- 
determinante und z weg und man kann das Resultat folgendermassen 
aussprechen: 

Jede ganze Invariante g*" Grades von f, welche in den Coefficien- 
ten der Linearfactoren von f rational ist, lisst sich durch die Null- 
werthe der 10 geraden Th-Functionen in Gestalt eines Bruches darstellen. 
Der Ziihler dieses Bruches ist eine ganze rationale Function (12g) 
Grades dieser Th-Nullwerthe, der Nenner die g'* Potenz ihres Productes. 

Wir kniipfen hieran sogleich die umgekehrte Frage: welche ganze 
Functionen der Th-Nullwerthe lassen sich rational durch die Determi- 
nanten (a a) ausdriicken? Das wird nur dann der Fall sein kénnen, 
wenn jedes der einzelnen Producte, aus welchen eine solche Function 
sich additiv zusammensetzt, dieselbe Eigenschaft hat. Soll aber*): 


(4) A* Als At Ais Ais Oi: Ads Ads As Abs 

die Determinante (02) (d. i. a @®) nur rational enthalten, so muss 
a+B+y-+6 durch 4 theilbar sein; und machen wir denselben 
Schluss fiir die iibrigen Determinanten, so erhalten wir 15 Congruenzen, 
von welchen die folgenden 6 hier angegeben seien: 

(2)...+6-+7+0=0, 
(24)...ate+€+y7=0, 
(13)...@a+B+e+x=0, 
(35)...@+y+€+4=0, 
(51)...@+d+y+4=0, 
(45)...y+d0+e+x0 


Aus den mit (02), (13) und (45) bezeichneten Congruenzen folgt 
zuniachst : 


(5) > (mod. 4). 





a+fp=0, y+0=0, ¢+x=0 (mod. 2) 
und in gleicher Weise kann gezeigt werden, dass die Summe je zweier 


unserer Exponenten gerade sein muss. Wir haben demnach als erstes 
Resultat: 


Ein Product der Form (4) kann nur dann eine rationale Function 





*) A sei der Kiirze halber als Bezeichnung des Th-Nullwerths gebraucht. 
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der (aol) sein, wenn die Exponenten entweder stimmtlich gerade 
oder stimmtlich ungerade sind. 

In der That ist das Product aller 10 Th-Nullwerthe rational in 
den (a a), namlich gleich dem Product von ihnen allen; heben wir 
es, wo es vorkommt, heraus, so haben wir nur noch mit solchen Pro- 
ducten der Form (4) zu thun, in welchen alle Exponenten gerade 
sind. Da ferner die vierten Potenzen der einzelnen Th-Nullwerthe 
rational in den (a a") sind, so brauchen wir nur noch die Frage zu 
beantworten, wie unsere Congruenzen durch Werthe befriedigt werden 
kénnen, welche theils 0, theils 2 sind. Dazu unterscheiden wir drei 
Fille: 

I. In keiner der Congruenzen seien alle 4 Exponenten gleich 
zwei. Da die Paare von Th-Functionen alle gleichberechtigt sind, 
kénnen wir uns auf die Untersuchung des Falls: 


a2, B=2, y=0, G=0, «=0, x=—0 
beschrinken. Dann ist wegen (24): 


entweder € = 2, 7 = 0 und dann wegen (51) auch w = 2; 
oder €=0, » =2 und dann wegen (35) auch 4 = 2. 
Sowohl 
4, An> A,,, A;;, als A, Ay, A), A,; 
bilden je ein Gépel’sches Quadrupel. 
Il. In eimer der Congruenzen, etwa der ersten, sei jeder der vier 
Exponenten gleich zwei. Dann muss wegen (24): 


entweder ¢ = 2 und dann wegen (13) auch x = 2, 
oder € = 2 und dann wegen (35) auch 24 = 2, 
oder 4 = 2 und dann wegen (51) auch wu = 2 


sein. Jedes der drei Sextupel: 


44,44; Ay, Do; 4 
AA, A434,; Mos 


25° 
5 341 03 239 
AA, 44,.4,, 5,45, 

wird durch ein Gépel’sches Quadrupel zu der Gesammtheit aller zehn 
A erginzt. 

III. Sobald ausser den sechs Exponenten des vorigen Falles noch 
ein siebenter gleich zwei ist, miissen alle zehn den Werth zwei haben. 

Damit sind alle Méglichkeiten erschépft und wir kénnen das 
Resultat folgendermassen aussprechen: 

Alle rationalen ganzen Functionen der Th-Nullwerthe A, welche 
zugleich rationale Functionen der Verzweigungspunkte sind, lassen sich 
rational und ganz zusammensetzen aus folgenden 41 Formen: 


26* 








| 
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dem Product aller zehn A; 

den 15 Producten aus den vier A-Quadraten je eines Gipel’ schen 
Quadrupels ; 

den 15 Producten von je sechs solchen A-Quadraten, die nach Weg- 
lassung eines Gopel’schen Quadrupels iibrig bleiben; 

den 10 vierten Potenzen der einzelnen A. 

Auf die zwischen diesen Formen bestehenden Relationen brauchen 
wir hier nicht einzugehen. 


§ 14. 


Eigenschaften derjenigen Invarianten, welche sich als ganze Functionen 
der Th-Nullwerthe darstellen lassen. 


Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, wie sich die In- 
varianten von f durch die Th Nullwerthe in Gestalt von Briichen dar- 
stellen lassen. Von einem gewissen Interesse ist nun die Frage, wann 
es gelingen mag, den Nenner eines solchen Bruches wegzuheben, sei 
es sofort, sei es nach geeigneter Umformung des Zihlers mit Hilfe der 
Thetarelationen; m. a. W. die Frage, welche (in den Verzweigungs- 
werthen rationalen) Invarianten von f als ganze Functionen der Th- 
Nullwerthe dargestellt werden kénnen. Im Falle der elliptischen Fune- 
tionen kann dies bekanntlich mit jeder solchen Invariante geschehen. 
Fiir den hyperelliptischen Fall hat Herr Bolza (a. a. 0.) Beispiele 
des Gegentheils gegeben und auch bereits darauf aufmerksam gemacht, 
dass gerade diejenigen beiden rationalen Invarianten 4. und 6, Grades 
der f, eine solehe Darstellung zulassen, welche verschwinden, wenn 
f, einen dreifachen Linearfactor besitzt. 

In der That ist sofort die Richtigkeit des allgemeinen Satzes ein- 
zusehen : 

Fiir die Darstellbarkeit einer Invariante von f als ganze Function 
der Th-Nullwerthe ist eine nothwendige Bedingung, dass sie verschwindet, 
sobald f =0 eine dreifache Wurzel bekommt. 

Denn in diesem Fall verschwinden simmtliche Th-Nullwerthe. 

Zu einer noch engeren Bedingung gelangen wir, wenn wir wie- 
der (wie in den §§ 7, 8) die Differenzen der zusammenriickenden 
Wurzeln als unendlich kleine Gréssen derselben und zwar der ersten 
Ordnung betrachten. Beachten wir dabei, dass die Th-Nullwerthe vom 


Grade + in den Coefficienten von f sind und unter der gemachten 


Voraussetzung mindestens von der Ordnung + unendlich klein werden, 


so erhalten wir folgende Formulirung: 
Soll eine Invariante g' Grades von f sich als ganze Function der 
Th-Nullwerthe darstellen lassen, so muss sie mindestens von der Ordnung 
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+ g unendlich klein werden, wenn drei Nullstellen von f in der an- 


gegebenen Weise zusammenriicken. 

Zum Beweise nun, dass fiir in den Nullstellen rationale*: Invarian- 
ten von f diese Bedingung nicht nur nothwendig, sondern auch hin- 
reichend ist, verhilft uns der in § 9 abgeleitete Hilfssatz im Verein 
mit den Resultaten des vorigen Paragraphen. 

Sei niimlich J, eine in den Nullstellen rationale ganze Invariante 
von f vom Grade g, so kann dieselbe auf die Form gebracht werden: 


Go, (Th) Gio, (®) 
1 J. a 129 _ 129 
(1) oT Thy pi (Tey 


(in leicht verstiandlicher abkiirzender Schreibweise). Angenommen nun 





J, werde mindestens von der Ordnung s g wnendlich klein, wenn die 


3 Verzweigungspunkte a), a), «) in der angegebenen Weise zusam- 
menriicken ; dann wird dort 
(2) Gis, (#) = d, . (118). pis 
unendlich klein von der Ordnung: 
PIF GI-FIKZI- 
Nun sind zwei Fille méglich: entweder Gi, (#) enthialt einen Theta- 
nullwerth zu einer ungeraden Potenz erhoben, dann muss es nach den 
Ergebnissen des vorigen Paragraphen durch das Product von ihnen 
allen theilbar sein; oder es enthalt alle Thetanullwerthe nur in geraden 
Potenzen, dann sind die Bedingungen des Hilfssatzes von § 9 erfiillt. 
In beiden Fallen schliesst man, dass G12,(@) auf die Form gebracht 
werden kann: 
(3) Grog (9) = Oy, « Grays (#) 
unter Gi,-, eine ganze Function (12g—1)'" Grades der Thetanull- 
werthe verstanden, welche fiir t,, = noch mindestens von der Ord- 
nung 4g 1) unendlich klein wird. Wiederholte Anwendung desselben 
Schlusses fiihrt zu dem Resultat: 
Gry (#) = (118) G2 4(8), 
aus welchem sich sofort ergiebt: 
(4) J, = pix’ Geq(%) = Geo(Th). 
Damit ist die Umkehrung des Hauptsatzes bewiesen; wir sprechen 
sie noch einmal in ausdriicklicher Formulirung aus: 
Jede in den Nullstellen von f rationale ganze Invariante g'" Grades 


von f, welche mindestens von der Ordnung +9 unendlich klein wird, 


*) Vgl. Grundz. § 23. 
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wenn drei Wurzeln von f in der angegebenen Weise zusammenriicken, 
léisst sich als ganze Function (2g)*" Grades der Th-Nullwerthe dar- 
stellen. 

Wir fiigen noch zwei analoge Siitze fir die rationalen ganzen In- 
varianten von @ und wp zu: 


Eine rationale ganze Invariante g' Grades von gm und w, welche 
mindestens von der Ordnung = g unendlich klein wird, wenn die drei 


Wurzeln von @ oder die drei von w in der angegebenen Weise zu- 
sammenriicken, ist gleich einer gebrochenen rationalen Function der 
Thetanullwerthe, deren Nenner eine Potenz des Products der neun 
von Thy» verschiedenen Thetanullwerthe ist. 

Eine rationale ganze Invariante von g und w~, welche in den 
Coefficienten jeder von beiden Formen vom Grade g ist und mindestens 


von der Ordnung + g unendlich klein wird, wenn irgend zwei Wurzeln 


von @ mit einer von ~ oder zwei von w mit einer von @ in der an- 
gegebenen Weise zusammenriicken, ist gleich einer gebrochenen ratio- 
nalen Function der Thetanullwerthe, deren Nenner eine Potenz von 
Thoy ist. 


§ 15. 


Ganze Functionen der Thetanullwerthe, welche zugleich rationale 
symmetrische Invarianten von m und yw sind. 


Wir gehen nun dazu tiber aus den Formen von § 2 solche Com- 
binationen zusammenzustellen, welche dem engeren Rationalitiitsbereiche 
II. Stufe angehéren, der durch eine bestimmte Zerlegung f= pw 
gegeben ist. Die Aufstellung eines ,,vollen Systems“ solcher Formen 
wiirde zwar nicht ohne Interesse sein, ist aber fiir unsere Zwecke 
keineswegs erforderlich. Wir -begniigen uns daher mit der Aufzihlung 
der Formen der niedrigsten Grade; an solchen haben wir: 

zwei*) Formen vom Grade 8 in den A: 


(1) A‘ 
und: 


*) Eine dritte, 2+ Aj, Aj; A3, A3,, ist durch die beiden im Text genannten 
homogen und linear ausdriickbar, nimlich gleich: 


3 1 8 
ri As — 7 = Ao: — 
Von den Formen 16'" Grades sei: 


AP Et Ab Dog 435455 Mis Mit 
angetiihrt. 
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(2) r= 2 do; 
eine Form vom Grade 12 in den A: 
(3) 3BD = AP E+ Ad dis Ais. 


Die Summationen sind dabei jedesmal zu erstrecken iiber alle Per- 
mutationen einerseits der Indices 0, 2, 4 unter sich, andrerseits der 
Indices 1, 3, 5 unter sich, welche den betreffenden Summanden indern ; 
die hiernach sich ergebende Gliederanzahl ist jedesmal unter dem 
Summenzeichen in Klammern beigesetzt. 

Was die den einzelnen Gliedern beigesetzten Vorzeichen betrifft, 
so ist dariiber folgendes zu bemerken. Die hier mit A bezeichneten 
Gréssen sind als Functionen der Wurzeln von g und y zuniichst nur bis 
auf vierte Kinheitswurzeln definirt; man wird daher diese Einheitswurzeln 
so fixiren kénnen, dass in allen Gliedern dasselbe Zeichen zu setzen 
ist. Das wird jedoch nicht diejenige Fixirung der Einheitswurzeln 
ergeben, welche aus der Definition der A durch die Thetanullwerthe 
folgt. Wie man im letzteren Fall die Zeichen der einzelnen Glieder 
zu wihlen hat, davon wird in § 18 noch die Rede sein. 


§ 16. 


Beziehungen zwischen den in § 12 und den in § 15 erhaltenen 
Invarianten. 


Um die durch Th-Nullwerthe ausgedriickten Invarianten des vorigen 
Parayraphen auf die Fundamentalinvarianten des § 12 zuriickzufiihren, 
wird man wohl am besten beide Arten durch die Wurzeln von und ~ 
ausdriicken. Man erhilt zuniichst, wenn man als Symbole der Linear- 
factoren ihre Ordnungszahlen benutzt: 


6 Pz Py: = >1022)4,, 


0, 2,4 


(p v)® = (1) (p38) (p5) 


also: 
(1) 6(py)* = D0 1) (23) (45); 
ferner: aa 
3(99')? G29 =>, 09) (29') 44s 
0,2,4 


18 A? = — >1(02)'42 + 2 102) (24) 024s 











und wenn man auch fiir das Symbol go’ Symbole der Wurzeln einfiihrt: 
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oder (wegen : 
(02) (24) 0.4, + (24) (40) 2, 0, = — (24)? 02): 
(2) 9A; = — >) (02). 


0,2,4 
Ganz ebenso wird erhalten: 


(3) 9V; = — >)(13)*5?. 

und aus (2) und (3) folgt: wind 

(4) 162.1 = >)(02)? (13)? (45)?. 
(9) 


Endlich ist (vergl. Gordan-Kerschensteiner, Invariantentheorie, 
Bd. II, p. 101): 


(5) = 57 (02)? (24)? (40); 

(6) = 37 (13)? (35)? (61). 
Andererseits werden die Invarianten von § 14: 

(7) AS = (02)? (24)?(40)? (13)? (35)*(51)?; 

(8) T= ZA}, = Z(01)?(12)? (20)? (34)2(45)?(51)?; 


(9) 3BD=A°' E+ AQ ALAS 
= (02)? (24)?(40)?. (13)? (35)2(51)? . (03) (05) (21) (25)(41) (43); 


(10) At D+ Adi Ais Ais Ads Ais Ai 
— (02)? (24)*(40)®. (13)*(35)(51)2. (01) (03) (05) (21) (23)(25). (41) (43) (45) 
_ (01) (23) (45). 


Die Vergleichung beider Reihen von Formeln giebt dann die 
gesuchten Beziehungen in folgender Gestalt: 
aus (5), (6) und (7): 
(11) A’ = 729D; 
aus (10) und (1): 
(12) ATT + Aj As ABA ARAL =6D.R.J = 6DE; 
ferner miissen, unter «, 6B... Zahlencoefficienten verstanden, Be- 
ziehungen folgender Gestalt bestehen: 
(13) B=aA+6T; 
(14) T=yA+0AT+H+ E67? + 7D+ «ELE. 
Die Coefficienten «, 6 in (13) bestimmt man leicht, indem man @ und w 


einmal als vollstindige Cuben, das andere mal als identisch annimmt; 
man erhiilt: 


(15) B=2A—9T. 
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Die Coefficienten von (14) werden wir im niachsten Paragraphen auf 
bequemere Weise finden, als es hier méglich wire; doch sei der Voll- 
stindigkeit halber das Resultat beigefiigt: 


(15) T= 9B + 1458 D — 36£. 


§ 17. 
Reihenentwicklungen der Invarianten. 


Die in den letzten Paragraphen abgeleiteten Formeln benutzen 


wir nun, um fiir unsere Invarianten Reihenentwicklungen nach 
Potenzen von: 


p am etitn > r= et ite | s=q + gq ams emit + em Hity 


zu erhalten. Zu diesem Zwecke miissen wir sie zunachst mit den nun 
schon mehrfach erwihnten transscendenten Zusatzfactoren multipliciren, 
welche erforderlich sind, damit wir auf der andern Seite statt der 
Th- die #-Nullwerthe schreiben kénnen; wir wollen der Kiirze halber 
diese Factoren iiberall weglassen, was zu Verwechslungen keinen Anlass 
geben wird. Wir haben nur noch anzugeben (vgl. § 15 a. E.), wie die 
Vorzeichen der einzelnen Glieder zu bestimmen sind, wenn man die 
Thetanullwerthe einfiihrt. Es geschieht diese Bestimmung wohl am 
bequemsten dadurch, dass man in den Ausdriicken der Invarianten 
durch die Wurzeln riickwirts die einzelnen Wurzeldeterminanten ver- 
mége der Rosenhain’schen Differentialformeln (vgl. p. 401), in welchen 
das Vorzeichen sich aus den Anfangstermen der Entwicklungen ergiebt, 
durch Nullwerthe gerader Thetafunctionen ersetzt. Man erhiilt so z. B. 


(1) B= 8-2 {8}, O35 Of; — Ois 035 O41 — Obs OSs OF, — 22, 03, 91s 
— Bis Br Bis + Dis Hh Mis} - 


Die Entwicklungen der einzelnen Glieder des Aggregats sind bis zu 
Gliedern 4. O. incl.: 


os Ps Fig = 1—4 (pr) —4(p?-+r2) +32 pr +32(p?+r3) 
—80(p?r-+- pr) —4(p!-+-r!) 4. 272ptr? 
—Aprst+e..s; 
— F135 His — Os Oh: Os — — 16(p+-r)—64(p?+-r2)-4+-128pr—128 (p13) 
— 64(p?r-pr?) — 256 (p'-r4) 4-512 pr? + «5 
— 955 935 41 = 64 pr —256(p?r+-pr*) —16prs?+---; 
— O}s O95 Oh: = 128 pr — 64 prs —256(p?rs+pr?s)+-->; 
+ 951 93 Os = 128 pr + 64prs + 256(p*rs+-prés)+---. 
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Daraus erhilt man fiir B folgende Entwicklung : 


(2) 3B=1—24(p+r) + 24(p?-+12) + 672pr — 96(p*-+79) 
— 3072( p? r+ pr’) + 24(p*+ rt) + 9600(p*r + pr*) 
+ 24384 p?r? — 24prs?+.-.--. 


Ganz ebenso wird erhalten: 


(3) 729D = 1 + 16(p+r) + 112(p*+r?) + 192pr + 448 (p> +r) 
+ 896 (p? r+ pr?) + 1136 (p*+-r*) + 1792(p'r+ pr’) 
+ 1792 p*r? + 16prs?+.---; 


(4) = 3 — 16(p+r) + 848(p?+r*?) — 192pr — 448( p> +7) 
— 896(p*r+pr?) + 7504(p!+ rt) — 1792 (p'r+ pr’) 
+ 13568p?r? — 16prs?+.---. 


Solehe Reihenentwicklungen kénnen iibrigens auch fiir solche In- 
varianten erhalten werden, deren Ausdruck durch die Thetanullwerthe 
eine Potenz von A (ohne Index) im Nenner hat; dieselben werden 
aber nicht fiir alle Werthe convergiren, ftir welche die bekannten 
Bedingungen (Grundz. (11)) erfiillt sind, sondern nur innerhalb eines 
engeren Bereichs. Als Beispiel fiihren wir neben B an: 


(5) GE = d12pr {1 — 12(p-+r) + 68(p?-+92) + 256pr + ---}; 


die Vergleichung der Reihenentwicklungen giebt die Identitiit (15) 
des § 16. 


vi 


Reduction hyperelliptischer Integrale auf elliptische durch 
Transformation dritten Grades. 


§ 18. 
Die Entwickelungen von Goursat. 


In diesem Abschnitt soll die Bedingung discutirt werden, welche 
die Moduln eines hyperelliptischen Gebildes (p = 2) erfiillen miissen, 
wenn eines der zu demselben gehdrigen Integrale I. Gattung durch 
Transformation dritten Grades auf ein elliptisches soll suriickgefiihrt 
werden kinnen. In transscendenter Form lautet diese Bedingung nach 
den Herren Weierstrass*) und Picard**) folgendermassen: 





*) Man vergl. die Mittheilungen von Herrn Kinigsberger, Cr. J. Bd. 67, 
p. 72, (1867) und von Frau v. Kowalevski Acta math. Bd. 4, p. 394, (1884). 
**) Bull. de la soc, math, de France Bd. 11, p, 25 (1883), 
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Es muss zu dem hyperelliptischen Gebilde ein System von Theta- 
moduln gehdren, in welchem: 


1 
We > 
ist. 
Alsdann fiihrt nimlich Transformation dritter Ordnung auf t,, — 1 
und hierauf lineare Transformation auf t,, 0, also auf den §§ 7, 8 
behandelten Fall. 
In algebraischer Form hat Herr Goursat*) das Problem behandelt; 
es sei gestattet seinen Gedankengang hier in einer solchen Form zu 
reproduciren, dass die invariante Natur der Ueberlegungen hervortritt. 


Herr Goursat kehrt die Fragestellung um, indem er von dem 
elliptischen Integral: 


(1) f ___(wde) 
J V (ia) (0°) (0 2) (FY a) 


ausgeht, das durch die Transformation: 





(2) Uy 3X, =P: x) 


in ein hyperelliptisches Integral I. Ordnung verwandelt werden soll. 
Er untersucht, wie zu einer gegebenen Transformation (2) die Werthe 
der 4 in (1) so bestimmt werden kénnen, dass das eintritt, und in 
welcher Weise das entstehende hyperelliptische Intégral specialisirt ist. 

Wird die Substitution (2) an der Wurzelgrésse in: (1) vorgenom- 
men, so wird dieselbe zunichst iibergefiihrt in die Quadratwurzel aus 
einer Form 12'* Grades in ¢,, ¢,: 


(3) (Aye Aa) (A A Ae) (Ay AA” @) (Ay 4 — Aa"). 

Soll von dieser nur ein Factor sechsten Grades unter dem Wurzel- 
zeichen stehen bleiben; so kann — unter Voraussetzung allgemeiner 
”, % — ganz wie in art. 4, der Fundamenta Nova geschlossen werden, 
dass drei von den vier Klammerfactoren in (3) Doppelwurzeln besitzen 
miissen. In dem Biischel von cubischen Formen 4,4 — 4, sind aber 
tiberhaupt nur 4 Formen mit Doppelwurzeln enthalten; man findet 
ihre Parameter, indem man die Discriminante des Biischels Rj, ,—2,9 


gleich Null setzt. Die Doppelwurzeln selbst sind dann zugleich ein- 
fache Wurzeln der Functionaldeterminante 


(4) O: = (PX) > Xe} 

die ausserdem noch vorhandenen einfachen Wurzeln derselben vier 
Formen sind Wurzeln einer andern Combinante des Biischels, die wir 
mit Ki bezeichnen wollen. Um dieselbe durch die fundamentalen 


*) Bull. soc, math. Bd. 13, p. 155, (1885). 
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Covarianten auszudriicken, gehen wir aus von der Covariante des 
Herrn Cayley: 
3 3 3.8 
Pz ly — Pyt 2o2 , 1 
(5) ety —Mts — 3020) + 4J. (ay), 
deren Verschwinden aussagt, dass « und y Wurzeln einer und der- 
selben Form des Biischels sind. Ist nun 2 eine Wurzel von K!, so 


hat die Form (5) zwei gleiche Wurzeln y; unsere Combinante K‘ ist 


also nichts anderes als die Discriminante der als quadratische Form in 
Y:> Y2 betrachteten Form (5). So findet man: 

(6) Ki = 9(00’)’620,” + 3/70. 

Die drei Factoren mit Doppelwurzeln in (3) liefern also unter das 
neue Wurzelzeichen einen cubischen Factor y,° der Combinante (6), 
wihrend der vierte Factor von (3), also irgend eine Form des Biischels, 
noch ausserdem darunter steht. Das Resultat des Herrn Goursat kann 
also folgendermassen ausgesprochen werden: 

Wird durch die Substitution (2) ein elliptisches Integral in ein 
hyperelliptisches (p=2) verwandelt, so erscheint die dem letzteren zu 
Grunde liegende Form 6'° Grades als Product aus zwei cubischen 
Factoren, niimlich irgend einer Form des Biischels 4,4 — 4.9 und 
einem cubischen Factor ~ der Combinante (6) desselben. 

Ist also von den beiden cubischen Factoren g,, ¥, der f, der 
eine m gegeben, so kann der andere ~ noch auf zweifach unendlich 
viele Weisen so bestimmt werden, dass die Form f, eine Form der 
verlangten Art ist, entsprechend den zweifach unendlich vielen Biischeln 
4,4 — 4.9, welchen » angehért. 

Wollte man von diesem Ansatz aus zu der Invariantenrelation 
gelangen, welche erfiillt sein muss, wenn zwei Formen 9, wy in der 
angegebenen Beziehung zu einander stehen sollen, so wiirde man 
folgendermassen zu verfahren haben. Man miisste zunichst die Relation 
aufsuchen, welche die Combinante K mit irgend einer Form @ des 
Biischels verkniipft; dieselbe wird darin bestehen, dass eine Covariante 
von K und @ identisch verschwindet, Hierauf miisste man K ersetzen 
durch das Product aus ys und einer linearen Hilfsform a,, und end- 
lich miisste man die Coefficienten der letzteren eliminiren. 

Die Frage erweist sich demnach als nahe verwandt mit der von 
Herrn C. Stephanos*) behandelten nach den Beziehungen zwischen 
den Formen eines Biischels und der Functionaldeterminante desselben. 
Indessen wiirde hier die Durchfiihrung doch grésseren Rechnungsauf- 
wand erfordern, und es soll daher von derselben abgesehen werden. 


*) Sur les faisceaux des formes binaires ayant méme Jacobienne, (mém. sav. 
étr. t. 27, No.7) p. 27, p. 40. 
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Herr Goursat gewinnt die gesuchte Relation in einfacher Gestalt 
durch Einfitihrung eines irrationalen kanonischen Coordinatensystems. 
Er verlegt zuniichst den Coordinatengrundpunkt ¢, = 0 in den Doppel- 
punkt der vierten (nicht benutzten) Form des Biischels, welche einen 
solehen besitzt, und wihlt dann den Coordinatengrundpunkt ¢, = 0 
so, dass in*): 


(7) pt) + Batt? + dao 
kein Glied mit ¢,?¢, auftritt, also: 
(8) 7°, = 9 


wird. Wird dann derjenige Linearfactor, dessen Product mit ¢,? eine 
Form des Biichels ist, 
t, — pl, 
genannt, so wird die Combinante K;‘: 
(t, —pt,) (t°+-3pt,*t, + (46+ 12ap)t,*) ’ 
sodass wir erhalten: 
(9) UP — t+ 3pt2t + (4b+4 12ap)t,. 
Es tritt demnach in kein Glied mit ¢,¢,? auf; diese Eigenschaft — 
die durch: 
(10) v1,” = 0 
sich ausdriickt — kann nun dazu dienen, in Verbindung mit (18) das 


benutzte Coordinatensystem in von y unabhingiger Weise zu definiren. 
So gelangt Herr Goursat zu dem Resultat: 


Wird: 
(11) q = 4b + 12ap, 
wenn die beiden cubischen Formen auf die kanonischen Formen: 
(12) e =i,’ + Sat, t,? + bt, 
y= t+ 3pt,t, -+ qt,? 


gebracht werden, so gehirt das Product py=—f, eu einem hyperelliptischen 
Gebilde der verlangten Eigenschaft; 


und umgekehrt: 
wenn leteteres der Fall sein soll, so muss es méglich sein, die beiden 


Formen so in die kanonischen Formen (12) zu bringen, dass die Be- 
dingung (11) erfiillé ist. 





*) Abweichend von Goursat schreiben wir die Formen mit Binomialcoef- 
ficienten, 
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§ 19. 


Ausdruck der Goursat’schen Bedingung durch die Fundamental- 
invarianten. 


Da zwei cubische Formen auf fiinf verschiedene Weisen auf die 
Normalformen (12) des § 18 gebracht werden kénnen, so ist die nach 
Herrn Goursat entwickelte Gestalt der gesuchten Bedingung eine 
irrationale. Fiir die hier ins Auge gefassten Anwendungen derselben 
erscheint es aber als durchaus wiinschenswerth, sie auch in rationaler 
Form zu besitzen. Um diese rationale Form zu erhalten, beginnen 
wir damit, dass wir fiir die Grundpunkte jenes irrationalen kanonischen 
Coordinatensystems die Zeichen z, wu einfiihren; dann lautet das Re- 
sultat des § 18: 

Um die gesuchte Bedingung zu erhalten, bestimme man (vergl. 
§ 18, (8), (10)) 2, w aus den beiden Gleichungen*) : 


(1) P29, = 9, 

(2) v4 =0 

und fiihre (vgl. § 18, 11) die erhaltenen Werthe ein in die Gleichung: 
(3) — PL. Vit 49). vi + 129, 9%. viv, = 9. 


Das heisst aber nichts anderes als: 

Unsere Bedingung ist zugleich die Bedingung dafiir, dass die drei 
Gleichungen (1), (2), (3) gleichzeitig bestehen kinnen. 

(Diese Formulirung zeigt iibrigens, dass die gesuchte Bedingung, 
trotz der Bevorzugung von gm beim ersten Ansatz, Vertauschung von 
g und w zulassen muss**); denn werden gleichzeitig m mit ~, 2 mit u 
vertauscht, so geht (1) in (2), (2) in (1) itiber, wihrend (3) un- 
geindert bleibt). 

Die gesuchte Invariante, welche gleich Null gesetzt unsere Be- 
dingung liefert, muss sonach als Factor in dem Resultat der Elimination 
von « und g aus den Gleichungen (1), (2), (3) enthalten sein. In 
demselben wird jedoch noch ein anderer Factor auftreten: die Glei- 
chungen werden nimlich, sobald , ~ einen Linearfactor (a?) gemein 
haben, dadurch befriedigt, dass man: 


u=es=a 
setzt. Jenes Eliminationsresultat wird daher eine Potenz der Resultante 
von g und w zum Factor haben; dieser Factor aber ist unserer 


*) Da aus (1) und (2) durch Elimination von wu folgt: 


(pv) (9'v) o 9,’ ¥, =9, 
so erhilt man in der That fiinf Lésungen, wie oben behauptet wurde. 
**) Vgl. Goursat a. a. O. 
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Aufgabe fremd, welche ein eigentliches hyperelliptisches Gebilde zur 
Voraussetzung hat. ‘ 

Man kann aber aus den zunichst vorliegenden Gleichungen andere 
ableiten, deren Resultante diesen fremden Factor nicht mehr besitzt, 
indem man zuniichst Gleichungen herstellt, deren linke Seiten die 
Determinante (wz) zum Factor haben, und dann von diesem Factor 
absieht. Dies gelingt auf folgende Weise. Man multiplicire (1) mit 
v3, (2) mit (,%); die Differenz der linken Seiten wird dann, nach 
Umformung vermége der bekannten Fundamentalidentitét der sym- 
bolischen Rechnung, durch (wz) theilbar, und man erhilt: 


(4) (p wv) Pz: Pu vu = 0. 


Wird ferner von der linken Seite von (3) das 15-fache Product der 
linken Seiten von (1) und (2) subtrahirt, so erhilt man nach Be- 
seitigung von (w2): 


(5) (pv) py? + 4(pv)g?v? + 16(9¥v) 9. 9u¥.%, = 0. 


Endlich kann man (wz) noch einmal beseitigen, wenn man unter Ein- 
fiihrung eines Hilfspunkts v die linke Seite von (4) mit 21(ve), die 
von (5) mit (wz) multiplicirt und die Differenz bildet; man erhilt so: 


(8) (PV) MeV Pe + 20(PH) P.Pu Yue + 4(PH)* Duds - (uv) = 0, 
und zwar fiir beliebige Werthe des v. 

Wird hier z mit Hilfe von (2) eliminirt, so gelangt man zu dem 
Resultat: 


Die gesuchte Invariante ist auch als Factor in dem Resultat der 
Elimination von u aus den beiden Gleichungen: 


(DY) (MW) Do We Wa? + 20( MW) Pudulu? ve 
(7) + 4(9¥)? (Hd) Dudu? . (wv) = 0, 
(PY)(PY') Pwd? du? + 20° GY) Pubudu? do 
+ 4(pd)2(¥') puda?. (ww) = 0 


enthalien, in welchen v, w ewei beliebige Hilfspunkte bedeuten. 

Wird v =w, so werden alle Wurzeln der beiden Gleichungen 
(7) paarweise gleich, das Eliminationsresultat wird also (vw)* als 
Factor enthalten, wihrend der andere Factor von v und w unabhingig 
ist, Dieser letztere Factor aber muss seinerseits noch einer unserer 
Aufgabe fremden Factor enthalten, wie das eintritt, wenn, wie hier 
geschehen, die Elimination von zwei Unbekannten aus drei Gleichungen 
in der Weise ausgefiihrt wird, dass man zuerst die eine und dann die 
andere eliminirt. Welches dieser fremde Factor sein wird, zeigt hier 
folgende einfache Ueberlegung: Die Resultante der beiden Gleichungen 
(7) wird vom 8. Grad in den Coefficienten von g, vom 16. in denjenigen 
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von y Mit Riicksicht auf die Symmetrie unserer Bedingung folgt 
hieraus, dass ein Factor 8. Grades in den Coefficienten von y sich 
abspalten muss. Andererseits aber sind zur Ableitung der Gleichungen 
(7) nur rationale invariantive Operationen benutzt worden; jener 
Factor muss also ebenfalls eine rationale Invariante von gm sein. Da 
nun jede rationale Invariante von w eine Potenz der Discriminante 
dieser Form ist, so folgt: 

Die Resultante der beiden Gleichungen (7) enthdlt als unserer 
Aufgabe fremden Factor das Quadrat der Discriminante von y*). 

Man kénnte nun den Ausdruck der gesuchten Invariante durch 
die Fundamentalinvarianten von gm und w dadurch erzwingen, dass 
man die Resultante der beiden biquadratischen Formen (7) berechnete 
und durch geeignete Umformung die fremden Factoren zum expliciten 
Auftreten brichte, sodass man sie beseitigen kénnte. Man kann aber 
auch — und das wollen wir ausfiihren — fiir irgend eine geeignete 
Normalform der beiden Formen go, w die Gleichungen (7) aufstellen 
und ihre Resultante etwa nach der Methode von Bézout als explicite 
Function der Coefficienten berechnen. Andererseits liisst sich jede 
symmetrische Simultaninvariante 8. Grades homogen und linear zu- 
sammensetzen aus einer Anzahl von Producten der Fundamental- 
invarianten (§ 12); die numerischen Coefficienten dieses Ausdrucks 
werden sich fiir unsere Invariante bestimmen lassen, wenn man nur 
eine (verhiiltnissmissig kleine) Anzahl Glieder derselben kennt. 


§ 20. 
Ausfiihrung der Berechnung. 

Zur wirklichen Ausfiihrung der Berechnung scheint die von Herrn 
Goursat benutzte Normalform (vgl. § 18) ganz geeignet. Es werde 
also wieder — wir kehren zu unhomogener Schreibweise zuriick: 

yg =t'+ 3at+ bd, 
y=—t?+3pt?+q 
gesetzt; dann treten an Stelle von § 19, (4) und (5) die Gleichungen: 
(1) peu’ — azgu? — auw® + (— 2ap+ qg eu+ (— ap — b) wv? 
— 2bpu+aq=—0; 
(2) — 2lpz2?u? + 24a22u + 18azw? + (— q+ 4b + 12ap) 2° 
+ (36ap + 166 — 16q) eu + (l5ap — 4q + bd) uw? + 24dpz 
+ 18bpu — 2laq = 0. 
Nun werde von den beiden Hilfspunkten v,w der eine nach 0, der 


andere nach co verlegt; dann treten an Stelle von § 19, (7) die folgen- 
den beiden Gleichungen: 


*) Dass weiter kein fremder Factor mehr auftritt, wird sich p. 419 ergeben. 
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(21a + 21p*) ut + (24ap + 206 + 4q) u® + (60bp + 30pq) wu? 
3) + (48bp? —24aq)u-+ (— 12apq—4bg+q")=0, 
(b — 4q+ 18ap) ut + (24bp + 12pq) u + (—18aq + 36bp*) u? 
+ (20g? + 4bq — T2apq)u=0. 
Die Resultante dieser beiden Gleichungen enthilt nach Entfernung 


des Quadrats der Discriminante von » und nach Division mit 21 an 


Gliedern, welche keine héhere Potenz von a oder p als die zweite ent- 
halten, die folgenden: 


— 256 b§ — 2560 b? ¢ — 2848 b® g? +- 38528 b' g3 + 1114194 g4 +- 38528 b5 5 
— 2848b? q® — 2560bq7 — 256q° 
+ ap {614407 + 62976 b%q + 104832 b° gq? — 245280b*g* — 2112b%q* 
— 141126’? + 70656bq° + 16896 q"} 
+ a*p* {— 414726° — 456192b°¢ — 277344b*g? + 3888000 q° 
+ 1692576 b?g* — 912384bg° — 393984q°} ; 
sie enthailt keine Glieder, welche keine héhere Potenz von .b oder g 
als die erste enthalten. 


Andererseits existiren (vgl. p. 399) fiinfzehn linear- unabhingige 
symmetrische Invarianten 8. Grades; wird zur Vereinfachung 


e= + (D— 7?) 


statt 7’? benutzt, so erhialt man fiir dieselben an Gliedern der erst- 
erwahnten Art die folgenden: 


1. J* = (b — q)* — 24ap(b — gq)’ + 252a*p?(b — gq)’; 
J*T = — (b — gq) bg 
+ ap {20° gq — 102b* g* + 210b*g® — 220b* g*-+ 1206 q° 
— 30b9° + 2q’} 
+ a®p? {20° — 183b'¢ + T50b' gq? — 1210b°q° +- 9306? g* 
— 327bqg° + 389°}; 
3. d°Q—= ap {b°q—6b'g?+ 15b*g® —20b°g'+ 15b?g° —6bg°+q"} 
+ a*p? {b° — 18b5¢ + 75b*g? — 140b%q* + 135 b?q* 
— 66bq° + 139°}; 
4. J‘D= dg? — 4b'g? + 6b4q* — 4b8q° + bq 
+ ap {— 12b°q? + 36b*g> — 360 g* + 12b?q*} 
+ a p? {54b4g? — 108g + 54b?q*} ; 
Jte = ap {b'g? — 4b‘g' + 6b' gt — 4b? q° + bq*} 
+ a? p* {b> g — 174g? +-46b% g* — 46b?g* + 17bg° —9q°} ; 
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6. JIQT = ap{-— b'¢ + 4b4q — 6b8 qt + 462g) — bq} 
+ a®p® {—b> g+12 b'g?—32 b? g° 4-340? g'—15b9°+2 4°}; 
7. P?TD = — big? + 2b*g* — b3q 
+ ap {8b*q° — 10b8q* + 2b? q°} 
+ a®p* {2b4g? — 256° q* + 14b7q*} ; 
8. J?Te= ap {— b*q® + 2b8q* — b?q*} 
+ a®p? {— b*g? + 11b%q* — 136? q* + 369°}; 
9. J?Q? = a?p? {bi g? — 4b%q° + 6b? gt — 4bq* + g*}; 
10, JQD = ap {b‘q — 2b%q' + b?q°} 
4 a’ p* {b*q° pan 2b q° +. b?q*} ; 
ll, JQe= a’p? {b°q® — 2b? q* + bq’}; 
12. @T = a’p’ {— b'q’ + 2b? q* — bq}; 
13. D* = b'q'; 
14. De = ap - b'q* + a®p?(b'¢> — b?q'); 
15. e? = a’ p*b?q'. 

Es enthalt also JQe + Q?7 nur Glieder, welche mindestens den 
Cubus von a@ oder den von p zum Factor haben; ausserdem aber hat 
keine lineare Combination der 15 Invarianten diese Eigenschaft. Man 
kann also durch Coefficientenvergleichung aus den angegebenen Gliedern 


allein schon schliessen, dass die gesuchte Invariante sich nur um ein 
Vielfaches von JQe + Q?7' von der: folgenden unterscheidet: 


— 256 J+ 4608 J* 7+ 13824 J°Q — 23328 J 4 D — 248832 J3Q T 
— 186624 J?Q? — 209952 JQ D + 839808 JQ 7? + 177147 D?. 


Um jenes Vielfache zu bestimmen, beriicksichtige man, dass in dem 
Eliminationsresultat keine Glieder vorkommen, welche in 6 und q von 
der 0" oder 1'® Dimension sind, wihrend an solchen Gliedern in 
den in (4) vorkommenden Invarianten auftreten: 


J® = 6561 ap’ + 17496 a" p?(—b + q)3 
J°T = 1458 a5 p* + a’p’(— 2916b + 43749); 


(4) 


J°Q—= 243aSp' + alp’(— 648b — 81g) — 243a8 pq; 
sdiieeaane a’ p’ ( 1296 4); 
J7QT = 54a*p>+ a'’p?(— 108d ) — 54a8p'q; 
JIQD = a’ p" ( 48q); 
JQT? == 12a8p'+ a’p'(— 16b + 4q) — 12a%p5q; 


D? = 0. 
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Die Invariante (4) enthiilt somit an solchen Gliedern: 

3359232 a’ p> +- 0 - a? p?b — 167961600" p’¢ + 3359232 a8 p'q, 

IQe+ QT enthilt dagegen: 

— abp® + 0- a'p'b + 5a'p'g — abp'q; 
also hat man zu (23) noch: 

3359232 (J Qe + Q?T') 

hinzuzufiigen, um unsere Invariante zu erhalten. Thut man das und 
fiihrt vermége Glchg. (7) des § 12 statt Q die Resultante ® ein, so 
gelangt man zu folgendem endgiiltigen Ausdruck unserer Invariante: 
(5) G, = 3'' D? + 23°DE — 23 EE? + PB ZT. 
In der That, da zwischen D, E, Z, T keine Relation besteht, so 
kann dieser Ausdruck G, nicht in Factoren zerlegt werden, welche 
ebenfalls rationale ganze Invarianten von g, ~ wiiren, Wir kénnen 
also sicher sein, dass wir alle fremden Factoren entfernt haben, und 
haben damit das Resultat: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein eu 
dem hyperelliptischen Gebilde (x, Vf (x)) gehirendes Integral durch eine 
Transformation III, Grades, welche zu der Zerlegung f (x)= (a) +(x) 
in ausgezeichneter Beziehung steht, auf ein elliptisches reducirt werden 


kinne, ist die, dass die Simultaninvarianten von gm und w die Relation 
G, = 0 befriedigen. 


VI. 
Allgemeine Theorie der Multiplicatorgleichung fiir //A,A,. 
§ 21. 
Einleitende Bemerkungen, insbesondere iiber die Wahl der Unbekannten. 


In § 48 der Grundziige ist als eine der Gestalten, in welchen das 
specielle Transformationsproblem seinen algebraischen Ausdruck finden 
kann, die der Multiplicatorgleichung genannt: einer Gleichung, deren 
Wurzel der transformirte Werth einer Modulform ist. Auch ist dort 
§ 28 auseinandergesetzt, weshalb es vortheilhaft scheint, fiir die wirk- 
liche Aufstellung solcher Gleichungen an Formen zweiter Stufe anzu- 
kniipfen. Welche Form zweiter Stufe man aber als Wurzel der 
Multiplicatorgleichung wihlt, das ist, vom principiellen Standpunkt 
aus betrachtet, ganz gleichgiltig; man ist daher berechtigt, aus- 
schliesslich Riicksichten auf méglichst leichte Ausfiihrbarkeit der Rech- 
nungen fiir diese Wahl ausschlaggebend sein zu lassen. Diese Riick- 
sichten bedingen aber, dass wir schon in der Wahl der Wurzel 
mdglichst engen Anschluss an die Thetafunctionen suchen. Dadurch 
sind wir darauf hingewiesen, als Wurzel der Multiplicatorgleichung, 

27* 
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welche wir discutiren wollen, eine Potenz des Th-Nullwerthes, also der 
achten Wurzel aus dem Discriminantenproduct Ay Ay, zu Grunde zu 
legen. Fiir die wirkliche Durchfiihrung der Rechnungen wird man 
dann vom Th-Nullwerth zum Thetanullwerth tibergehen, indem man 
mit der Quadratwurzel aus der ersten Periodendeterminante und mit 
einem numerischen Factor multiplicirt; fiir die allgemeine Untersuchung 
der Eigenschaften der Gleichung aber wird es durchaus zweckmissig 
sein, von diesem Zusatzfactor zuniichst abzusehen und bei dem alge- 
braischen Bestandtheil des Thetanullwerthes, also dem Zh-Nullwerth, 
stehen zu bleiben. 

Ist das nun entschieden, so wird man weiter festsetzen miissen, 
welche Potenz dieser Grésse man wihlen will. Der Th-Nullwerth 
selbst, also die achte Wurzel aus dem Discriminantenproduct, ist keine 
eindeutige Form der Perioden uad aus diesem Grunde unzweckmissig. 
Greift man andererseits zu héheren Potenzen, so nehmen auch die 
Grade der Coefficienten in entsprechendem Masse zu, was man gleich- 
falls wird vermeiden wollen. Schon diese vorliufige Ueberlegung fiihrt 
somit dazu, die vierte Wurzel aus dem Discriminantenproduct, also 
das Quadrat des Th-Nullwerthes, in’s Auge zu fassen; eine Wahl, 
deren Zweckmissigkeit sich im Folgenden noch weiter bestiitigen wird *). 

Fir die Untersuchung der Eigenschaften dieser Gleichung ist es 
nun zweckmiissig, derselben noch einige andere Formen zu ertheilen 
und die Fragen, welche in dieser Richtung gestellt werden kénnen, 
je nach ihrer Natur theils an dieser, theils an jener Form zur Ent- 
scheidung zu bringen. Es sollen daher, wenn mit D das urspriing- 
liche, mit D das transformirte Discriminantenproduct bezeichnet wird, 
im Folgenden neben einander die Gleichungen betrachtet werden, 


welchen: 
—— 4“; 
— D D 
VD; V D? Dp 


geniigen, unter » den Transformationsgrad verstanden*). Wie man von 
einer dieser Gleichungen zu den andern tibergeht, bedarf wohl keiner 
weiteren Ausfiihrung. 

Wir beschranken uns iibrigens hier wie schon in Abschnitt III 
auf den Fall, dass n eine ungerade Primzahl ist. 


§ 22. 
Rationalitatsbereich der Coefficienten unserer Gleichung. 


Die Form //D ist (vergl. § 2) von der vierten Stufe und der 
Principaluntergruppe zweiter Stufe in Bezug auf zweite Einheits- 


*) Es entspricht dies auch dem urspriinglichen Ansatz von Jacobi fiir die 
elliptische Multiplicatorgleichung. 
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wurzeln adjungirt. Sie erfiillt also die Bedingungen des Schlusssatzes 


von § 11 fir s=4, d=—2, + = 2 (da wir » wie gesagt als un- 


gerade voraussetzen), und wir haben daher zunichst das Resultat*) : 


. Va 
Die (n+ 1) (nm? + 1) Werthe von y2 geniigen einer Gleichung 


des Grades (n+ 1) (n*?-+ 1), deren Coefficienten der zweiten Stufe 
angehoren. 


Da //D=-* eine Modulform II. Stufe ist, folgt weiter: 
= 
Dasselbe gilt fiir: nS . 


Aber j//D bleibt auch ungeandert bei gewissen mod. 4 definirten, 
aber nicht mod. 4 zur Identitit congruenten Operationen und indert 
sich bei gewissen mod. 2 definirten, aber nicht mod. 2 zur Identitat 
congruenten Operationen nur um vierte Einheitswurzeln. Hieran an- 
kniipfend werden wir den Rationalititsbereich, welchem die Coeffi- 
cienten unserer Gleichung angehéren miissen, noch weiter einschriinken 
kénnen. Wir gehen dabei aus von der Bemerkung, dass die Unter- 
gruppe II. Stufe, zu welcher D gehért und )D adjungirt ist, dadurch 
erzeugt werden kann, dass man zu der Principaluntergruppe II. Stufe 
noch drei weitere Operationen hinzunimmt. Die Gruppe von D ist 
namlich mit der Gruppe derjenigen Vertauschungen der Verzweigungs- 
punkte von f, welche die Zerlegung f= g,y, ungeiindert lassen, in 
der Weise meroedrisch isomorph, dass der Principaluntergruppe II. Stufe 
in jener die Identitét in dieser zugeordnet ist. Diese Permutations- 
gruppe aber kann ihrerseits aus drei Operationen erzeugt werden, 
nimlich aus zwei geeigneten Umsetzungen der Verzweigungspunkte 
von g unter sich und aus der Vertauschung von g mit y. Also kann 
auch die Gruppe von D erzeugt werden aus der Principaluntergruppe 
II. Stufe und aus irgend drei Operationen, welche die drei erwiihnten 
Umsetzungen der Verzweigungspunkte mit sich bringen. Wenn wir 
also das Verhalten der Coefficienten unserer Multiplicatorgleichung bei 
drei bestimmten solchen Periodentransformationen kennen, so reicht 
das in Verbindung mit dem zu Beginn des Paragraphen bereits aus- 
gesprochenen Resultat hin, um das Verhalten unserer Coefficienten bei 
irgend einer Operation der Untergruppe, zu welcher D gehdrt, an- 
geben zu kénnen. 

Solche drei Operationen aber sind bereits Grundz. § 8 zu finden; 
nimlich (wenn wir die durch die Verschiedenheit des zu Grunde ge- 

*) Dasselbe findet sich p. 199 des in der Kinleitung citirten Werkes von 
Krause; in nicht so bestimmter Form vorher in der ebendaselbst erwahnten 
Abhandlung von Wiltheiss p. 34, 
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legten Querschnittssystems (vgl. § 1) bedingten Abinderungen vor- 
nehmen): *) 


(1) B: (02) » di, @=—@,, =O, O=O,, O/= 04; 
(2) C:(01)(25)(43), d.i, @,'=@,+ @, @,=@, @=O;, O/=@,— 5; 
(3) D :(05) (23) (41), d.i. @,’—,, @, = @,, @,'=@,, @,'—= 5. 


Man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeit , dass diese drei Vertauschungen 


der Verzweigungspunkte zur Erzeugung der erwiihnten Gruppe aus- 
reichen; man erhilt z. B. sofort: 


E = DCBCD = (04); 
und aus B, C, E entsteht die Permutationsgruppe nach ihrer Definition. 
Fur unsern Zweck diirfen tibrigens die Periodentransformationen 
B,C, D durch irgend welche andere ersetzt werden, welche mod, 2 
zu ihnen congruent sind. Wir wollen sie ersetzen durch die folgenden 
drei, welche mod. » zur Identitiit congruent sind: 


B’: a, = (1+ n) @, + n@,, @, = @,, 


(4) Mee | 
@, = —no,+(1—n)@, @ = a; 
- C': a, =a,+ no, @; = @;, 
(5) a, = @,, @,' = @, — NO, 
D':a, =(1+n) a, + na,, @, = (1 — n) @, + na,, 
©) a =— no, +(1—n)o,, @ =— na, + (1+) 0 


Jeder von ihnen entsprechen Substitutionen der transformirten Perioden 
@, welche zufolge § 11, Glehg. (7) alle unter sich mod. 2 congruent 
sind, und von welchen es daher geniigt, je eine zu betrachten, etwa 
diejenigen, welche sich auf den durch k = 1 = m = 0 charakterisirten 
Repriasentanten des I. Typus beziehen. Von denselben wird: 


(7) B:o/=(14+2)0,4+no,, 3, =, 
B,; = — 3, + (l—n)@;, BO, = B,, 

wihrend C und D sich bezw. von C’ und D’ nur durch die Bezeich- 
nung der Perioden unterscheiden. 

Um nun den Kinfluss dieser Operationen auf j/D und VD w 
untersuchen, bedienen wir uns am bequemsten der Thetareihen. Am 
einfachsten gestaltet sich die Sache fiir C’ und C; man hat fiir C’: 
Piz = Pro» Tu = Ty, Tie = Typ — NT, The = Typ — ZANT, + NT, 


also: 


*) Wir geben die Substitutionen, welche die Verzweigungspunkte erfahren, 
durch ihre Cyklen an. — 
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+o +o 
P(t Pp Tie, T2) == yn Sn ET i (mi? ty! +2 mm, t1' ta’ + mM? tr’) 
—@ —@ 
(8) +o +o 
= we >m ei (Cm ma)? e+ 2 (0m, — 0 Ma) ta Tha He tn) 
-o2 —@ 


Da nun die Gesammtheit der Zahlenpaare (m, — mm,, m,) mit der 

Gesammtheit der Zahlenpaare (m,, m,) identisch ist und die Thetareihe 

unabhingig von der Anordnung der Glieder convergirt, so folgt:- 
F(t, Tie, Tee) = (ty, Typ, Tro), 

hieraus wegen pi2 = pjo: 


(9) VD = yD, 
und ebenso fiir C: 
(10) VD =—VD 


d. h. bei der Operation C’ bleiben die Wurzeln, also auch die Coeffi- 
4 — 4 = 
cienten unserer drei Multiplicatorgleichungen (tar VD, V a 2) 
ungeiindert. 
In ganz analoger Weise wird fiir D’ erhalten: 
Pa=P2, tu =(1— nv), + 2n(1 —n) a, + nt, 
ta = — n(L—n) 14, + (1 — 2m?) t, + (1M) ty», 


Teo = N?t,, — 2n(1 + M) ty. + (1 +m) ty, 
also: 


(11) ‘(thy Tig, Tee) (m,, My)? 
= (T11) Tio» Ta9) (m, (1 —n)— m,n, mn + m,(1 + n))’, 
sodass man auch hier zu demselben Resultat kommt. 


Die Behandlung von B und B’ erfordert ein anderes Hilfsmittel. 
Wir erhalten zunichst: 


, == + (1 o— n) Ty _—— Tie 
(12) bi ifntar,, ? "=~ TTFatnny’ 
2 
Ts == T — een. . 
= 22 1 + n + NTy 


Diese Formeln zeigen, dass fiir t,, = 0 nicht nur tip = 0, sondern 
auch tg <= t,, wird. Nun zerfallt der hyperelliptische Thetanullwerth 
(t,,,0, tT.) (vgl. § 8) in das Product der beiden elliptischen 4, (r,,) 
und @,(t2.) und ganz ebenso #(ri1, 0, t32) in #5 (vi1) - 8, (72). Der 
Factor M, in der Gleichung 


(13) O (rin, Ti, te) —= Mar 9 (041, T1) Te») 
reducirt sich also fiir rig — 0 auf den Factor M in der Gleichung: 
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(14) 9, (r’) = M2, (x) 
fiir : 
(18) alg SS ae 


Den letzteren aber kénnen wir ohne Schwierigkeit auf Grund der 
Transformationstheorie der elliptischen Functionen bestimmen; wir er- 
halten so fiir die Transformation B’ das Resultat: 


(16) VD =i-- YD 
und ganz ebenso fiir die Transformation B: 
(17) VD =i VD. 


Aus den beiden Gleichungen (16) und (17) aber folgt mit Riicksicht 
darauf, dass fiir ungerade n stets: 


n?=1 (mod. 4) 
ist, das Resultat: 


(18) yz-yz, 


d. h. auch wenn die Substitution B’ mit den urspriinglichen Perioden 
vorgenommen wird, bleiben die Wurzeln, also auch die Coefficienten 


&/x 
der Multiplicatorgleichung fiir y= ungeiindert , (nicht aber die der 


= T+ 
Gleichung fiir V D, und die der Gleichung fiir yP nur, wenn 
n = 1 (mod. 4) ist). 


Nunmebr haben wir alle drei Substitutionen B’, C’, D’ erledigt 
und kénnen auf Grund der erhaltenen Resultate dem zu Anfang des 


Paragraphen ausgesprochenen Satze folgende bestimmtere Fassung 
ertheilen : 


4/ = 
Die Coefficienten der Multiplicatorgleichung fiir y= bleiben un- 


getindert bei allen Operationen einer Untergruppe II. Stufe, niimlich 
bei denjenigen, welche die zugehdrige Zerlegung f = 9,-%, an threr 
Stelle lassen; daraus folgt, dass sie rationale symmetrische Invarianten 
von m und w sind*). 


+) Dem entspricht bei der gewdhnlichen Darstellung der elliptischen Multi- 
plicatorgleichung der Satz, dass ihre Coefficienten rationale Functionen von 
k®.k® sind, vgl. z. B. Kénigsberger, Vorlesungen Bd. II, p. 179 (1874) 


oder Joubert, sur les équations qui se rencontrent d. 1. théorie d. |. transf. 
p. 73 (1876) 

















Hyperelliptische Modulfunctionen, I. 425 


§ 23. 
Einfihrung der Hermite’schen Reprisentanten. 


Unsere bisherigen Entwickelungen kntipfen durchweg an die 
yneuen“ . Reprasentanten (Grundz. § 50) der Systeme transformirter 
Perioden an; fiir die noch folgenden erweist es sich als zweckmissig, 
zu den Hermite’schen zuriickzukehren, Die Formeln fiir diesen 
Uebergang sind bereits in § 10 gegeben; hier ist nur noch auf 
einen fiir unsere jetzigen Zwecke wesentlichen Punkt aufmerksam 


zu machen. Die Wurzeln unserer Multiplicatorgleichung (fiir YD) 
waren, in den neuen Repriisentanten geschrieben: 





- ae ie 
1 (th, Ti) 72) 
(1) ~ ’ 
Pig 
in den Hermite’schen Repriisentanten werden sie also: 





@ p98 Fins Fas Fu) 

Pr 
und wir haben noch fiir die Repriisentanten des II., III. und IV. Typus 
den Exponenten 4 zu bestimmen (fiir den I. Typus sind beide Arten 
von Repriisentanten identisch). Dabei miissen wir die Fille n= 1 
und » = 3 (mod. 4) unterscheiden. 

Im ersteren Falle werden die Substitutionen, welche die @’ in 
die @ iiberfiihren (§ 10, Gl. (15)—(18)) alle mod. 4 zur Identitit 
congruent; in diesem Falle ist also 4 iiberall = 0 zu setzen. 

Der zweite Fall dagegen bedarf einer lingeren Ueberlegung, die 
wir wieder fiir den IJ. Typus durchfiihren wollen, Ganz wie es im 
vorigen Paragraphen fiir die Transformation B’ geschah, kann gezeigt 
werden, dass die Bestimmung von 4 zuriickkommt auf die gleiche 


Bestimmung fiir die elliptische Thetafunction #, und eine Trans- 
formation : 


(3) o = naw, + Bo, o, = 70, + da, 

deren Coefficienten (§ 10, Glchg. (8)) den Bedingungen: 

(4) na=—1, p=0, y=O0, G=—1 (mod. 4) 

gentigen. Fiir eine solche Transformation findet man aber: 
4,°(t') 4,°(t) 

© seats 


und daher erhalten wir auch: 





(6) 8*( Tih, Te, Te) — 9° (eu) tie tn) » 


Pu Pr 
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Der III. und IV. Typus lasst sich ganz in derselben Weise behandeln. 


Indem wir noch statt der p,, die urspriingliche Periodendeterminante 
P,. einfiihren und in der Formulirung des Resultats die beiden vorher 
unterschiedenen Fille »=1 und n=3 (mod. 4) zusammenfassen, 
gelangen wir zu folgendem Satz: *) 


Will man die Wurzeln der Multiplicatorgleichung fiir VD durch 
Thetafunctionen der modificirten Hermite’schen Reprisentanten aus- 
driicken, so hat man zu setzen: 


fiir die Représentanten des I. Typus: 
1 _ ae _ 
Pa 8 (ti15 Ties Te2)3 
fiir die Reprisentanten des II. und III. Typus: 
n—1 
—1 
=) 98%, F Tia» 


fiir den i siactianar des IV. Typus: 


_ 


To») 3 


= - (ty, Ties Ty.) 
Wir fiigen die Reihenentwicklungen der hier auftretenden: Theta- 
nullwerthe bei. Setzen wir wieder: 
(7) p= er itn q= er it, ‘= eri tn, 
sowie: 


so erhalten wir: 


fir den I. Typus: 


a 4k +81 ey Meare? <u? = pats ~ us 
ail Dra re e...3 
—-e —@ 
fir den II. Typus: 
+o +2 < oe , 2 he 
ne q (teat Abas) a (mH Ab ea) Ma a ia 
a= Dh Dre P q 3 
8 a Snags 
(8) fiir den ILI. Typus: 
+a +o 4 ku? <u? Qua 2 bs? 
a = ys 4, €é pP q y : 
fiir den LV. Typus: 
+2 +o 
a a= >} lly a rai ynee ’ 


*) Dasselbe Resultat hat auf anderem — Herr Wiltheiss erhalten, 
Cr. J, Bd. 96, vgl. insbes, p. 26 u, 34. 
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11 
bei, unterlassen aber fiir diese die Bestimmung der beim Uebergang 
von den neuen zu den Hermite’schen Reprisentanten zutretenden Ein- 
heitswurzeln, da wir sie nicht brauchen werden. Wir erhalten: 


Wir fiigen auch die entsprechenden Entwicklungen fir o(; i) 


+2 +0 
L. >} > (— Lrerttertt gk Qui 2 1 (Qu H1) (Seer +t) +m Beer b1)? 
—-2 —@ 


pr estay gi (ta) (wea) ema) 


Il. > > (— 1)rirHt gk Qurtiy 9” = (* (4+) +41 (+3) 
m gel (ota) +4 (td) (td) 5 (ota) 


mt 3) (—typetonts ateuctan px OPH) Alerts) (m5) (ta) 


+o +0 


IV. 2 2 (—1 yerbirtl = (« ss 3) q an (m+3) (us++ i) i (+3) 


§ 24, . 


Die Coefficienten der Multiplicatorgleichung fiir VD sind ganze 
Functionen der Coefficienten von g und y. 


Wir fragen jetzt, ob die Coefficienten unserer Multiplicatorglei- 
chung irgendwo unendlich gross werden. An die Spitze dieser Unter- 
suchung stellen wir folgenden bekannten Satz: 

Wenn die gegebenen Thetamoduln den zur Convergene der Theta- 
reihen erforderlichen Bedingungen geniigen, so geniigen ihnen auch die 
transformirten Thetamoduln. 

Aus diesem Satze folgt nun zuniichst: 

Solange die Verzweigungspunkte des vorgelegten hyperelliptischen 
Gebildes alle von einander verschieden sind, bleiben die Wurzeln und 


also auch die Coefficienten der Multiplicatorgleichung fiir VD endlich. 

Wir untersuchen weiter, wie sie sich verhalten, wenn zwei Ver- 
zweigungspunkte zusammenriicken; dabei stiitzen wir uns auf das im 
II. Abschnitte erhaltene Resultat, dass, fiir lim (a,—a,) = 0, lim p,, 
endlich und lim p = 0 ist. Es bleiben aber fiir » = 0 und endliches 
P12 alle transformirten Th-Nullwerthe endlich fiir jede Charakteristik: 
durch lineare Transformation folgt, dass dasselbe fiir Zusammenriicken 


; 


’ 
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von zwei beliebigen Verzweigungspunkten gilt. Also kénnen wir 
schliessen : 

Die Wurzeln der Multiplicatorgleichung fiir VD bleiben auch dann 
endlich, wenn zwei Verzweigungspunkte des gegebenen hyperelliptischen 
Gebildes zusammenriicken, wiihrend die tibrigen von einander und von 
der gemeinschaftlichen Grenzlage dieser beiden verschieden bleiben, 

Nunmebr kénnen wir folgendermassen*) weiter schliessen: Die 
Stellen, an welchen mehr als ein Paar Verzweigungspunkte zusammen- 
riicken, bilden im Gebiete der Coefficienten von f eine Mannigfaltigkeit 
von zu geringer Dimension, als dass eine algebraische Function dieser 
Coefficienten an jenen Stellen allein unendlich oder unbestimmt werden 
kénnte. Es folgt also, ohne dass wir das Verhalten unserer Functionen 
an jenen Stellen zu untersuchen brauchten: 

Die Wurzeln der Multiplicatorgleichung fiir VD sind ganze alge- 
braische Functionen der Coefficienten von f. 

Diesen Satz halten wir nun zusammen mit dem Resultat des § 22, 
indem wir wieder die beiden Fille m= 1 und n==3 (mod. 4) unter- 
scheiden. Setzen wir voraus, dass der Coefficient der hichsten Potenz 


von VD eu 1 gemacht sei, so kénnen wir das Resultat folgender- 
massen formuliren: 


Ist der Transformationsgrad n = 1 (mod. 4), so sind die Coefficien- 
ten gerader Potenzen von VD in der Multiplicatorgleichung fiir diese 
Grisse ganze rationale symmetrische Invarianten von gp und w, die 
Coefficienten ungerader Potenzen Producte solcher Invarianten in D. 

Ist aber der Transformationsgrad n = 3 (mod. 4), so ist allgemein 
der Coefficient von VD das Product einer solchen Invariante in V Dp, 


unter [4] den kleinsten positiven Rest von 4 nach dem Modul 4 verstanden 
(0, wenn A ein Vielfaches von 4). 


§ 25. 
Jeder Coefficient ist durch eine bestimmte Potenz von D theilbar. 
Wir haben eben hervorgehoben, dass die Wurzeln der Multi- 
plicatorgleichung fiir VD endlich bleiben, wenn zwei Wurzeln von f 


zusammenfallen; wir wollen aber jetzt ihr Verhalten in diesem Falle 
noch niher untersuchen. 


Seien a, —a,—e und also auch e*‘* =< p unendlich kleine 
Gréssen erster Ordnung, p,, endlich und von Nall verschieden, so 
zeigen die Reihenentwicklungen von § 23, dass die transformirten Werthe 
von 0 o; nicht nur endlich, sondern auch von Null verschieden bleiben, 

00 


*) Vgl. dieselbe Schlussweise bei Herrn Klein, p, 69 dieses Bandes. 
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dass dagegen die transformirten Werthe von 9, 7 unendlich klein 
11 
werden, und zwar: 


die n° des Typus I von der Ordnung ai 

diejenigen » des Typus II, fiir welche 7 = 0, von der Ordnung +i 
diejenigen n?—n des Typus II, fiir welche 120, von der Ordnung x *); 
die n des Typus III ebenfalls von der Ordnung oa 


endlich der des Typus IV von der Ordnung + . 
Nun gehért bei der hier zu Grunde gelegten Wahl des Querschnitt- 


systems (§ 1) &,,, zu einer solchen Zerlegung (135) der Form f, 
00 


bei welcher die Punkte 1 und 2 getrennt werden, P ,; 2u einer solchen 
11 

(345) , bei welcher sie vereinigt bleiben. Andererseits aber kénnen 

wir einer gegebenen Form j/A, Ay durch Aenderung des Querschnitt- 


systems jede beliebige gerade Charakteristik verschaffen. Was also 
von Do beim Zusammenriicken von 1 mit 2 gilt, das muss auch von 
345 


Dow beim Zusammenriicken von 2 mit 4 gelten. Beriticksichtigen wir 
135 


noch, dass die Coefficienten unserer Multiplicatorgleichung abgesehen 


von Potenzen von //D rationale symmetrische Invarianten von m und 


wv sind, so kénnen wir aus diesen Ueberlegungen folgenden Schluss 
ziehen: 


Verschwindet die Resultante von p und x, so bleiben die (n*+-1)(n-+-1) 


Werthe von VD endlich und von Null verschieden ; wird aber die 
Discriminante von g oder die von w unendlich klein (von der Ordnung 2), 
so werden n?(n-+-1) von jenen Werthen unendlich klein je von der Ord- 


nung Seo die tibrigen n +-1 je von der Ordnung = 
Jeder Coefficient der Multiplicatorgleichung fir VD muss also durch 
1 


eine bestimmte Potenz von D** theilbar sein, Das Absolutglied z. B, wird 


s n(n-+-1) 
das Product von D? in eine Invariante des Grades (n—1)?(n-++1); 


das Verschwinden der letzteren sagt, wie leicht zu sehen, aus, dass 


*) Glieder dieser Ordnung kommen stets wirklich vor, da die diophantische 


Gleichung nu, + 4lu, = — . (n —1)—2l stets ganzzahlige Lisungen my, ps, 
besitzt. 
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ein zu dem gegebenen Gebilde gehériges Integral in einer die Zer- 
legung f = » .  auszeichnenden Weise durch Transformation n'* Ord- 
nung auf ein elliptisches reducirt werden kann (vgl. Abschn. II u. V). 


§ 26. 


Die Coefficienten der Multiplicatorgleichung fir VD sind ganze 
Functionen der urspriinglichen Th-Nullwerthe 


Wir wollen auch noch untersuchen, was aus den Wurzeln unserer 
Multiplicatorgleichung wird, wenn drei Verzweigungspunkte des ge- 
gebenen hyperelliptischen Gebildes zusammenriicken; dabei kniipfen 
wir an die Resultate von Abschnitt I] an*). Wir sahen dort, 

1 


dass unter dieser Voraussetzung die Grenzwerthe lim (* p,») und 
1 


lim je "a3 endlich und von 0 verschieden bleiben, es bleibt also auch: 
li eft Fit —_ eh Bit 
ST 
ftir jeden von Null verschiedenen Exponenten uw endlich und von Null 
verschieden. Nan lassen sich in denjenigen (n-+ 1)* der Entwicklungen 
(9) in § 23, in welchen 7 = 0 ist, die Glieder stets in Paare der Form: 
pe ger? — peq-e ry 


zusammenfassen; alle diese Reihen werden also fiir ¢ = 0 unendlich 
1 





klein wie «*, wihrend die n’— mn iibrigen Reihen von Null ver- 
schieden bleiben. Nach Division mit p,, erhalten wir hieraus das 
Resultat : 

Werden die gegenseitigen Entfernungen der drei Wurzeln von 
(oder der drei Wurzeln von w) von der ersten Ordnung unendlich klein, 


so werden von den Wurzeln der Multiplicatorgleichung fiir VD (n + 1)? 
unendlich klein von der Ordnung 5, die tibrigen n'—n von der Ordnung > . 


Die Entwickelungen (26) dagegen bleiben fiir t,, = 0 endlich und 
von Null verschieden; daher folgt: 


Werden die gegenseitigen Entfernungen zweier Wurzeln von p und 
einer von w (oder eweier von w und einer von gp) von der ersten Ord- 


*) Die dort hinzugefiigte Einschrinkung ,,das Doppelverhiltniss der drei 
zusammenriickenden Punkte mit irgend einem festen vierten Punkt soll einen be- 
stimmten, von 0,1, © verschiedenen Werth behalten“ kénnen wir hier weglassen, 
da wir bereits wissen, dass wir es mit ganzen algebraischen Functiouen zu thun 
haben, deren Grenzwerthe von der Art der Anniherung unabhiingig sein miissen. 
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nung unendlich klein, so werden die Wurzeln der Multiplicatorgleichung 
fiir VD alle unendlich klein von der Ordnung z 


Die Coefficienten der Mu!tiplicatorgleichung werden also in beiden 
Fallen unendlich klein von einer Ordnung, welche halb so hoch ist, 
als ihr Grad in den Coefficienten von @ und ¥; daraus folgt (IV, § 3): 


Die Coefficienten der Multiplicatorgleichung fiir VD sind ganze 
Functionen der urspriinglichen Th-Nullwerthe. 


Vil. 


Berechnung einiger Coefficienten der Multiplicatorgleichung 
fir Transformation dritten Grades. 
§ 27. 
Allgemeiner Ansatz. 


Es sollen nun fiir den speciellen Fall » = 3 einige Coefficienten 
der Multiplicatorgleichung fir: 
x=VD 
wirklich berechnet werden. Zu diesem Zwecke werde zuniichst zusam- 
mengestellt, was tiber die Form dieser Coefficienten aus den allgemeinen 


Entwickelungen des vorigen Abschnitts sich ergiebt, Zuniichst: 
Der Grad der Gleichung wird: © 


33+ 3? +3+1=— 40. 
Aus VI, § 5 folgt: Wird VD von der ersten Ordnung. unendlich 
klein, so werden von den 40 Werthen unseres x2 36 unendlich 
klein von der Ordnung > die iibrigen von der Ordnung 3. Die 
Summe der Producte der Wurzeln zu je 4 wird also unendlich 
klein mindestens von der Ordnung q, wenn 4< 36 ist, dagegen 
mindestens von der Ordnung: 
+ 36 +3. (A—36) = 34 — 96, 
wenn A > 36 ist; daraus folgt: 


Der Coefficient von x*°-* in unserer Gleichung hat zum Factor 
eine Potenz von D, deren Exponent: 


mindestens gleich 4 fiir 2 < 36, 


mindestens gleich — 4 — 24 fiir 4 > 36 


ist. 
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Das Product simmtlicher Wurzeln wird dabei genau von der Ord- 
nung 24 unendlich klein; das absolute Glied unserer Gleichung hat 
also genau die Potene D® zum Factor. 

Andererseits folgt aus dem Schlusssatze von § 24 dass der 


Exponent von VD im Exponenten von x®-* eine ganze Zahl und 
== — A (mod. 4) sein muss. 

Halten wir alle diese Bemerkungen zusammen, so ergiebt sich fiir 
unsere Gleichung folgende Form: 


1 1 8 
2 40. 2 + gD? 28 + g, D* a3? + g. Das + g2 D* x5 
3 


1 5 8 
+% D? x + go" D* 2 + g/ Daz® + 9, D4 x* + g," D* x® 
5 1 3 5 
+ % D* x + 9,D2** + ge D* x + g,’ D? x* + Io Dé x 
7 8 9 
+ gg” D?x*4 + gio D* x23 +- 919 D? a® + gio D* 27! + 943 D?.x?° 


7 5 9 ll 
+ 914 D* x? + giz D® a8 +- gu D* a? + gi_D?x'® + guD* x 
5 9 il 5 
+ ou D? x" -+- 9\,D* a" + gig D® 2'? + gig D4 x"! + Go) D? x2” 
13 11 7 13 
+ gis Dé 2* + gx0.D* 2 + gy,.D* x1 + gx D® x + gee D* x 
15 9 21 
+ Go, D8 x* + goa D* x + gs, D® x? + gig D* x + gig D® = 0. 
Die g, 9, 9’, gy” bedeuten darin ganze rationale symmetrische In- 
varianten von p und wy, deren Grad in den Coefficienten jeder von 
beiden Formen durch die ihnen beigefiigten unteren Indices bezeichnet ist. 
Der Coefficient von x*® muss Null sein, da er eine ganze Function 
3 


ersten Grades der Coefficienten von gm und w# und doch durch D* 
theilbar sein soll. 


§ 28. 
Berechnung der ersten Coefficienten. 


Fiir die Berechnung der Uoefficienten der Maultiplicatorgleichung 
wird es sich im allgemeinen empfehlen, den Weg durch die Potenz- 
summen der Wurzeln hindurch zu wiahlen, welche fiir 4 < 36 die an- 
gegebenen Eigenschaften mit den Coefficienten von gleichem Grade 
theilen. (Nur die 3 letzten Coefficienten haben héhere Potenzen von 


VD wF actoren, als die entsprechenden Potenzsummen). Diese Potenz- 
summen lassen sich nach Multiplication mit dem bekannten transscen- 
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denten Zusatzfactor darstellen durch Reihen, welche nach Potenzen 
von p, r, $ fortschreiten und deren Anfangsglieder aus den Entwick- 
lungen (8) des § 23 leicht erhalten werden kénnen. Dabei kann man die 
Rechnung dadurch sehr vereinfachen, dass man von Anfang an alle 
Glieder unberiicksichiigt lisst, welche wegen der zwischen den Kin- 
heitswurzeln bestehenden Relationen spiiter doch herausfallen. 

Andererseits folgt aus den angegebenen Eigenschaften der Coef- 
ficienten und aus den Entwicklungen des IV. Abschnitts fiir jeden der- 
selben ein Ausdruck als Summe einer gewissen Anzahl von Invarianten- 
producten, mit unbekannten numerischen Coefficienten. Indem man 
hier fiir die Invarianten ihre Entwicklungen aus § 17 einsetzt, ge- 
langt man durch Reihenvergleichung zur Berechnung dieser Zahlen- 
factoren und damit zur vollstiindigen Bestimmung der Coefficienten 
unserer Gleichung. 


Auf diesem Wege iiberzeugt man sich zuniichst davon, dass in 


der That: 
8 = >'e == () 


ist. Ferner zeigt sich, dass fiir s,, s,, s,, 5; immer nur je eine In- 
variante existirt, welche allen Bedingungen geniigt, sodass nur je ein 
Zahlenfactor zu bestimmen bleibt, man findet*): 


8, = >)e? = 8 4 64 (pr) + 192(p? +72) +256 pr 256 (pr?) 
+ O(p?r + pr?) + 192 (pt+r*) — 1024 (pr + pr’) 
— 1536 p*7? +-64prs*-+---- 
= 216V D; 


$= >t = - {16 —320(p +1) —1088( p? +12) 4+ 7680pr 
— 1536 (p*+-1°) — 6400 ( p*r+- pr?) —4160( p!+-r') 
+0(p r+ pr*)+ 12544 p? r?—320 pr s*+----\ 
= 16ByD; 


5, => Vat = F {280-4 4480(p-+r) 431360 (p? + 1°) +. 53760pr 
+- 125440 ( p +- #5) 4+- 250880 ( p?x-+- pr?) 
+ 318080 (pt 4-1) 4- 501760 (p*r 4-pr*) 


+ 501760 (p?r + pr?) + 4480 prs? + +++) 
= 7560D; 


© 1 ¢ - c . . ‘ 9 9 r 
S; = )>)25 = VEO Rieti 243,20 ( p” 4-r2)4...¥ 
~-= 25.3.5. BBYD>. 


*) Es sind jedesmal so viele Entwicklungsglieder verglichen, als angegeben sind, 
Mathematische Annalen, XXXVI. 28 
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Mit Hilfe der Newton’schen Formeln ergeben sich hieraus die 
Anfangsglieder der Multiplicatorgleichung wie folgt: 


1 1 3 
a+. — 108 D? 238 — 16 B D4 x37 +-3942 Dx + 480 BD! 2 +... —0, 


§ 29. 
Das Absolutglied der Multiplicatorgleichung. 


Das letzte Glied unserer Multiplicatorgleichung enthalt, wie oben 
(§ 27) erwaihnt, D® — und zwar keine héhere Potenz von D — zum 


Factor. Ist aber D20, so kann nach den Resultaten des V. Abschnitts 


(vgl. auch § 25a. E.) D nur verschwinden, wenn die Invariante 8'" Grades: 
G, = 3" D? — 33°DE — BE? + Y3?ZT 
verschwindet. Der nach Abtrennung von D®* noch iibrig bleibende 
Factor 16. Grades muss also bis auf einen Zahlenfactor mit G,? identisch 
sein; durch das Anfangsglied der Reihenentwickelungen findet man: 

Das letete Glied unserer Multiplicatorgleichung ist: 


1 2776 
3s °D*. 


Hiermit ist das in der Kinleitung in Aussicht gestellte nichste 
Ziel dieser Untersuchungen erreicht: wir haben eine Reihe von Kigen- 
schaften unserer Gleichung kennen gelernt, die es uns ermdglicht 
haben zu vollstindiger Ausrechnung wenigstens einiger ihrer Coeffi- 
cienten vorzudringen. Eine Eigenschaft unserer Gleichung aber ist 
dabei noch nicht zur Geltung gekommen; es sei dariiber vorliufig nur 
folgendes bemerkt: Die Quadratwurzeln aus den » -+ 1 Wurzeln der 
elliptischen Multiplicatorgleichung fiir Transformation vom Primzahl- 


grade m lassen sich bekanntlich durch ~* + Grdssen linear ausdriicken. 


Analoge Ausdriicke fiir die Wurzeln der hyperelliptischen Multiplicator- 
gleichung hat Herr Wiltheiss*) aufgestellt; und diese in der That 
fundamentale Eigenschaft unserer Gleichung ist es, welche in diesem 
I. Theil unserer Untersuchungen bei Seite gelassen wurde, um so 
mehr aber im weiteren Verlauf derselben in den Vordergrund treten soll. 





Gottingen, November 1889. 


*) Crelle’s Journal Bd. 96, (1884). Dort ist p. 27 mitgetheilt, dass Herr 
Kronecker schon friiher im Besitz der betr. Relationen war. 














Ueber Theilbarkeitseigenschaften ganzer Functionen hdherer 
Differentialquotienten. 


Von 


Franz Meyer in Clausthal. 


In einer friiheren Arbeit habe ich eine einfache Methode zur Auf- 
lésung der algebraischen Gleichungen f(x) = 0 gegriindet auf die 
Lésung der Aufgabe, fiir das Argument einer ganzen rationalen Func- 
tion f(x) eine solche rationale Function y, desselben zu substituiren, 
dass f(y,) mit der nv‘ Potenz von f(x) proportional wird. Dabei ergab 
sich die Differenz y,—a, abgesehen vom Factor nf(x), als der Quotient 
des (n — 1)'*" und des n'e" Differentialquotienten von der gebrochenen 


Function 2) , deren Ziihler eine zu f(x) theilerfremde, im Uebrigen 


aber willkiirliche ganze rationale Function von x darstellte. 

Setzt man den angegebenen Werth von y, in f(y,) ein, und ent- 
wickelt nach Potenzen von y, — 2, so findet die erwihnte Thatsache 
ihren Ausdruck in dem Satze, dass eine gewisse ganze rationale Func- 
tion von p(x) und f(x) nebst ihren Ableitungen (bis zur ne" incl.) 
die (n + 1)'* Potenz von f(#) als Factor zulisst, d. h. durch f*+'(z) 
theilbar’ wird. 

Es drangt sich naturgemiss die Frage auf, inwieweit der in Rede 
stehende Satz von dem Charakter der Functionen g(x) und f(z) ab- 
hingig ist: erst nach Erledigung dieser Vorfrage kann man dazu iiber- 
gehen, die oben citirte Auflésungsmethode auf transcendente Glei- 
chungen zu ibertragen. 

Vermége einer naheliegenden Verallgemeinerung wird man so zu 
der Aufgabe gefiihrt: ,,Entwickelt man den Quotienten orn , Wo 
p(x) und f(x) beliebige Functionen von x bedeuten, in eine Taylor’sche 
Reihe nach Potenzen von h, und setzt die Differenz y, — x gleich 
dem Quotienten zweier consecutiver Coefficienten w,_1, %, jener Ent- 
wickelung; entwickelt man jetzt die Function f(y,) wiederum in eine 
Taylor’sche Reihe nach Potenzen von f(x), durch welche Potenz von 


28* 
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f(x) wird dann die Summe S, der vy ersten Glieder der letzteren Reihe 
theilbar ? “ 

Die genauere Untersuchung lehrt, dass die gestellte Aufgabe nur 
ein einzelnes Glied einer Kette von eigenthiimlichen Erscheinungen 
bildet, welche sich simmtlich als Theilbarkeitsbeziehungen zwischen 


hdheren Ableitungen des Quotienten ao nach « auffassen lassen, in 


dem Sinne, dass sich aus gewissen ganzrationalen, homogenen und 
zumeist auch isobaren Functionen solcher Ableitungen immer eine 
bestimmte Potenz von f(x) abscheiden lisst, vorausgesetzt, dass eine 


jede Ableitung von ao durch ihren expliciten, nach Potenzen von 


f(x) geordneten Werth ersetzt ist, und die auftretenden Nenner herauf- 
geschafft sind. Schon die zu Anfang (§ 1) fiir die fraglichen Ab- 
leitungen aufgestellte lineare Recursionsformel weist die hervorgehobene 
Kigeathiimlichkeit auf, weit priignanter jedoch (§§ 2, 3) eine Reihe 
quadratischer Funuctionen. Das Ergebniss in dieser Richtung lisst 
sich in dem eleganten Satze niederlegen, dass unter einfachen, leicht 
angebbaren Bedingungen irgend eine quadratische, homogene und 


isobare Function der Ableitungen von (2): stets durch eine bestimmte 


f(x) 
Potenz von f(x) theilbar wird. 

Dabei mag betont sein, dass nur die, fiir den vorliegenden Zweck 
gewahlte Form dieses Resultates einen speciellen Charakter an sich 
hat: das Letztere fiihrt in der That, wie in einer anschliessenden 
Arbeit gezeigt wird, zu der Gesammtheit der algebraischen Beziehungen 
zwischen den Coefficienten, welche bei der Entwickelung hoéherer 
Differentiale einer willkiirlichen Function y von x nach den Differential- 
quotienten y™ auftreten, sobald man die tibliche Annahme eines con- 
stanten dx fallen lisst. Auf Grund der geschilderten Hiilfssiitze lisst 
sich die EKinganys formulirte Frage vollstiindig beantworten. Ist f(x) 
eine ganze rationale Function vom Grade vy — 1, so ist S, =f (yn) 
fiir jeden Werth von m noch durch die (n+ 1)'* Potenz von /(zx) 
theilbar. In jedem anderen Falle jedoch ist die in S, d. i, der Summe 
der v ersten Glieder von f(y,) aufgehende Potenz von f(z) fiir v<n+1 
die v'*, fir vy >n-+1 die (n+ 1). (§ 5.) 

Es ist zu beachten, dass derartige Higenschaften rein formaler 
Natur sind; indem man g(x) und f(x) nebst ihren Derivirten bis zur 
ne incl. als ein System von 2n +- 2 willkiirlichen und unabhingigen 
Veriinderlichen ansieht, zeigt es sich, dass aus gewissen ganzen Func- 
tionen derselben eine bestimmte Potenz von f(x) als Factor abgespalten 
werden kann. 

Die angewandten Hiilfsmittel erlauben es aber, noch einen Schritt 
weiter zu thun und die Giiltigkeitsgrenzen der gewonnenen Siitze fest- 
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zustellen, namlich soleche Functionalgleichungen, beziehungsweise ,,Con- 
gruenzen“*) anzugeben, denen g(a) und f(x) gentigen miissen, damit 
die Abspaltung von wenigstens einem weiteren Factor f(x) mdglich 
wird, (§ 6.) 

Den Schluss (§ 7) bilden einige Bemerkungen iiber eine An- 


wendung des Voraufgegangenen auf die Auflésung transcendenter 
Gleichungen. 


$1. 
Hiilfsformeln fiir die x” Ableitung von To} nach wx. 
Es seien g(a) und f(x) zwei, beliebig oft differenzirbare Func- 
tionen von x Setzt man zur Abkiirzung 
rh .) : k \ 
= iH . 9) = ‘i gp, he = iz ane 


1 . 
da* “gl 
(K = 1,2,3,...), 


Q) 


} 


p=9(%), f=f(x); 
(2) &&o= u pet (%)” (b= 1,2,3,...), 
QB B=—arh(s” &=1,2,3,..., 


und fasst den Quotienten + als das Product von m und ; auf, so 


liefert die bekannte Regel iiber die wiederholte Differentiation eines 


Productes zweicr Functionen von « fiir die n'* Ableitung von + nach x 
die Entwickelung: 


(4) On = pEn + HM, fEn-1 + Pof* Ena +++ > + Paaf™ 'E, + orf*. 
Geht man andererseits von der Identitait aus: 


(5) (2-A)" = 9, 


und vollzieht links die n-malige Differentiation des Productes ; -f 


nach der eben angewandten Regel, so gelangt man zu einer Kecursions- 
formel**) fiir die A, nimlich: 


*) Wegen der realen Bedeutung, die dem Begriffe der Theilbarkeit bei 
transcendenten Functionen iiberhaupt noch zukommen kann, sei etwa auf die 
Abhandlung von H. Stickelberger ,,Ueber einen Satz des Herrn Noether“, 
diese Annalen, Band XXX, verwiesen. 

**) Umgekehrt erlaubt offenbar das succ. fiir n= 1,2,3,...m gebildete 
System von Gleichungen (6) nur eine einzige Auflésung nach den Unbekannten 
Ay, 4,,...4,, niimlich die durch Formel (2) dargestellte. Aus dieser Be- 
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(6) Ont fp On-1 + fof One + fpf? Oa-s + ++ + frp, 
+ taf" "Oy = Oaf*, 
wo unter A, die Function  selber zu verstehen ist. Durch die 


Specialisirung g = 1 ergiebt sich hieraus die entsprechende Recursions- 
formel fiir die E: 


(7) Entf Emit fyfEn—ot fof? Ens ++ fail? Ey + hf! =0. 
Es lasst sich aber auch riickwiirts die Formel (6) aus (7) gewinnen, 
sobald man die Entwickelung (4) als bekannt ansieht. Denn stellt 
man die letztere schrittweise fiir A,, A,, A,,..., auf, addirt die » 
so entstehenden Gleichungen und beriicksichtigt dabei immer die ent- 
sprechenden Beziehungen (7), so kommt die Formel (6) zum Vorschein. 
Aus der Form der Relation (7) lasst sich unmittelbar schliessen, 
dass E, ein Aggregat*) von Gliedern des Typus Cf*/,“ f,% ...f,°" ist, 
wo C eine ganze Zahl und die a, a,, a,,..., nicht negative, ganz- 
zahlige Exponenten bedeuten, welche den Bedingungen: 
(8) ata +a,+---+a, = a, + 2a,4+3a,+---+ne,—n 
unterliegen, sodass der Satz gilt: 


», Die Grissen E in (4) sind ganze, ganszzahlige, homogene und 
isobare Functionen der f, f,, fo, .- + fa-“ 


Ein entsprechender Satz gilt fiir die Gréssen A. 


merkung fliesst sofort die Erledigung der Aufgabe, die Lisung des recurrenten 
Gleichungssystemes 

LM + Ly 1 + 2, ode +--+ + 2a,=—b, (n=0,1,2,...m) 
in geschlossener Form darzustellen, wenn die Coefficienten a@;, b; willkiirlich ge- 
gebene Werthe haben (von denen nur der erste, a, nicht verschwinden darf) 


und wenn der Index m einen vorgeschriebenen Werth besitzt. Versteht man 
nimlich unter f(z), (2) die beiden ganzen Functionen m'" Grades in z: 


f\2) = dg + (2 — 4) ay + (2 — AP ag+---+ (z— 1)" Gn» 
@ (2) = Dy + (2 — 2) Dy +E — bef (2 — 2)"d,, 
wo 4 einen Parameter bedeutet, so kommt 
1 ¢ p(z) )®) 
2 ==) kom i,2,... 0). 
eNO ha | " 
Dies gilt auch fiir ein unendlich werdendes n, vorausgesetzt, dass dann die Ent- 


wickelungen fiir f(z), m(2) convergiren, und dass auch der Grenzwerth der an- 
gegebenen ke" Ableitung fiir k = © ein bestimmter ist. 

Nachtriiglich liisst sich auch die Bedingung, dass a) nicht verschwinden sollte, 
aufheben, nur muss dann, wenn man zu bestimmten endlichen Lisungen fiir die 
« gelangen will, zugleich b= 0 sein. Verschwindet dann a, nicht, so reduciren 
sich die obigen » + 1 Gleichungen in den a, 2,...2, von selbst auf » Glei- 


n 
chungen derselben Art in den 2, %,...@,_, u.s.f, 


*) Die wirkliche Aufstellung des Aggregates E, findet sich in der zweiten 
Abhandlung, § 1. 
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§ 2. 
Einfachste Theilbarkeitsbeziehungen. Der Satz (A). 

Die Recursionsformel (6) fiir die A lisst sich in mannigfaltiger 
Weise als eine Theilbarkeitsbeziehung auffassen, wenn man ausdriickt, 
dass die Summe der ersten & Glieder linker Hand, wo 2<k<n-+ 1, 
als rationale, ganze, ganzzahlige Function der f, /,,...,fn3 P, Py)-+» Pay 
die (k — 1) (im Allgemeinen aber auch keine héhere) Potenz von f 
als Factor enthalt. In Form einer Congruenz schreibt sich dies: 

(9) Bn tf, Ana + fof Bua + +++ + fe? ? Anaya = 0 mod. fF. 

Nimmt man hier k = 2, und lasst den Index m successive um 
Kins abnehmen, so kommt: 

(10) Ay = — f,Ma-1 mod. f,  An-1 = — f, Anz mod. f, ete. 
und daher 

(11) A, = (— 1) f° Oa, mod. f (s = 1,2,3,...m). 
Hieraus wiederum folgt unmittelbar, dass fiir s = s, + s, stets: 
(12) A, Ans — Ans, An—s, = 0 mod. f 


wird, sowie allgemeiner, dass irgend zwei Producte aus einer gleichen 
Anzahl von Factoren A, welche iiberdies eine gleiche Indicessumme 
aufweisen, einander mod. f congruent sind. 

So z. B. zeigt in dem einfachsten Falle n = 2, s = 2, also 
S; = Ss, = 1, die wirkliche Ausrechnung, dass 


fh h 
PY; Pr 


Op % 

Geht man jetzt aber einen Schritt weiter, zu dem Falle » = 3, 
$==2 (s,—s,—1), und ermittelt den Werth der Differenz A,A,—A,?, 
so zeigt sich die letztere sogar theilbar durch f?, denn es berechnet sich: 


if ft hf fs) 
| P Py Po Ps : 
|9 f fi fe 
19 — PY QP. 


(13) 4,4,—A?= f{f(99.—9,) — 9 (Phe — MA) } =f: 








(14) 4,4, — A? = f?- 


Es erhebt sich somit allgemein die Frage nach der héchsten Potenz 
von f, welche in der linken Seite der Congruenz (12) aufgeht, oder, 
mit anderen Worten, wenn man die Differenz (12) nach steigenden 
Potenzen von f anordnet, nach der niedrigsten Potenz von f, deren 
Coefficient nicht mehr identisch verschwindet. Die Antwort darauf 
giebt der Satz: 
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(A) ,,Die Differene A, Qn-s— On—s,An—s, (8 = 5, + Sy = 2, 3, ..., 2) 
ist noch durch die (n — s + 1) Potenz von f theilbar: 
(15) An An—s — On-s, An—s+s, = 0 mod. (4-2, 

Der Beweis wird nach dem Verfahren der vollstiindigen Induction 
gefiihrt. Der Satz gelte der Reihe nach fiir die Indices n= 2,3,... 
bis zu einem gewissen p -- 1, und fiir die jeweils méglichen Werthe 
VON S$, 8), 5, (2<s<n; roach | er ae 7 '); dann soll 
daraus seine Giiltigkeit fiir den niichstfolgenden Index p, und die ent- 
sprechenden Werthe der s, s,, s, gefolgert werden. Sei s, diejenige 
der beiden Zahlen s,, s,, welche nicht grésser ist als die andere, so 
setzen wir die Recursionsformel (6) fir A, einmal fiir den Zeiger 
n= p, das andere Mal fiir » —p—s, an, und multipliciren noch 
mit A, , resp. Ap-;,, dann kommt: 

(16) — Ay Ay sf, pr bps ff Opa Op eto fora? apt Op 

+f f* Bp—s,Op—s 
+ foctaf® Ap—s.—1 Ap—s-+> + fp—s,f?- Os, Ap—s 
tfp—apal? Bs,—1 pst + fpf? * Ay Ap—— f? Pp Ops 

(17) —A, s, Op—s, =f Ap—s—1Op—s, tof Oy Sy 2p 3+ +fhy-1f™ Dp s+1Ap—s, 
+fef'*—* Ap-sOp—s, 
+ foetal Ap—s—1 Xp, ++ fp—af? Ay Ops, 
—f?™ Pp-1, Ap—s,- 

Indem wir den Specialfall s,— 1 vor der Hand ausschliessen, 
theilen wir die rechten Seiten von (16) und (17) in vier (je durch 
eine Zeile dargestellte) Parthien, und fiihren die in (15) vorgeschriebene 
Subtraction so aus, dass je zwei mit der nimlichen Potenz von / 
multiplicirte Glieder zusammengefasst werden. 

Die Entwickelung von A,A,-;— Ap-s,A,-», beginnt demnach 
mit der in —/, multiplicirten Differenz 
(18) A, 1Oyp—s—Ay- 5-1 Ap— == Ap—1 A(p—1)-(0—1) Ap) +, Q(p—1) (8o—1) » 
welche, der getroffenen Verabredung zufolge, noch gerade durch die 
{(p — 1) —(s— 1) + 1}" = (p—s+ 1)" Potenz von / theilbar 
ist. Dieselbe Theilbarkeit (durch f?—*+') findet statt fiir die niichst- 
folgende, mit dem Factor — f,f verbundene Differenz; mithin lisst 
sich hier im Ganzen die (n — s + 2) Potenz von f heraussetzen d. i. 
eine um Kins héhere Potenz, als beim Anfangsgliede. 

In dieser Weise setzt sich der Process fort, indem je ein weiterer 
Factor f hinzutritt, bis das (s, — 1) Glied (der Coefficient von /,,_1) 
erreicht ist, fiir welches der Gesammtexponent von f auf 


+—s+1)+(s, —2)=—n—s, —1 


gestiegen ist. 
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Der hierauf folgende Term /,,f%~'(Ap—s,Ap,—s — Ap -sQp—s.) ver- 
schwindet identisch. 

Von da ab wird der Charakter der Entwickelung ein anderer. 
Denn die Vereinigung der dritten Zeile von (16) mit der von (17) 
liefert zuvérderst, als Coefficienten von — /,,4: f*: 


(19) By—s,—1 Bp—s — Ap-s—1 Op—s, 
— hee (Ap—s, A¢p—s.)—(5,-+1) “ig *) A p—2)—1 A(p—)—s,)+ 


Aber in der letzteren Differenz ist der kleinste der vier Indices nicht 
mehr p—s, sondern (p — s,) — (s, + 1) =p —s—1; sie liisst 
also nur noch den Theiler f?-* zu, was, im Verein mit f*, als héchste, 
diesem Gliede vorantretende Potenz von /, die (p—s+s,)' = (p—s,) 
ergiebt. 

Das niichste Mal summiren sich p — s— 1 und s,+ 1 als 
Exponenten von /, sodass als Gesammtfactor wiederum /?-* resultirt, 
and dies Letztere wiederholt sich so lange, bis man zu dem mit f)—,, 
verkniipften Term vorgedrungen ist, wo es zum letzten Male in dieser 
Art auftritt. Der noch verbleibende Rest von Gliedern (die aus der 
vierten Zeile von (16), (17) hervorgehen) verhilt sich abermals ab- 
weichend. Er beginnt mit dem Ausdrucke: 

(20) — f° (fp-st1 &s,-1Bp—s — Pp-, Opn) 

der (im Allgemeinen) die (p — s,)'° Potenz von f aufweist, und jetzt 
kommen nur noch Terme von (16), bei denen die begleitende Potenz 
von f fortwihrend um eine Hinheit wichst, bis sie mit der p', als 
héchsten abschliesst. 

Als Gesammtergebniss ist demnach zu verzeichnen, dass bei der 
vorgenommenen Anordnung von A,A,-, — Ay-s,A,-s, das erste Glied 
(der Coefficient von /;), die (p — s+ 1) Potenz von f abzusondern 
erlaubt, simmtliche nachfolgenden Glieder aber eine héhere, sodass 
die ganze Summe durch /?—*+" theilbar wird. 

Damit ist der Beweis des Satzes (A), bis auf den Sonderfall s,— 1, 
von p— 1 auf p geleistet, und, da der Satz fir p—2 gemiiss (13) 
richtig ist, so gilt er allgemein. 

Wir wenden uns jetzt zu der Modification, deren der gefiihrte 
Beweis bedarf, wenn s, gleich Eins wird d.h. wenn die erste Zeile 
der rechten Seiten von (16) und (17) gar nicht existirt. 

Aus s, = 1 folgt sofort, dass s, (welches > 1 und < s, festgesetzt 
war) ebenfalls = 1, mithin s = 2 wird; es handelt sich also um die 
Differenz A, Ap: — Ap-1. 

Ordnet man dieselbe, wie friiher, so ist das erste, nicht ver- 
schwindende Glied, der Factor von /,,,; == /f, mit der (yp — 1)" Potenz 
von f behaftet. Dasselbe Verhalten zeigen die weiteren Glieder bis 
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zum vorletzten incl., wihrend das letzte mit f" multiplicirt ist. Zieht 
man jetzt aus dieser Summe den Factor f*—' heraus, so bleibt es noch 
fraglich, ob der verbleibende Bestand nicht abermals durch f theilbar 
ist. Dass diese Annahme aber nicht zutrifft, wird durch ein geeignetes 
Beispiel bewiesen. Nimmt man nimlich 


f= (x — 4a) (@— 8) («28), 9=f, 
so erhalt man mit Hiilfe der Partialbruchzerlegung von 4; 
(21) An Aus — Abs 
= {(@— at + @ — By @ — ay + @ — By 
— {(@ — a + (2 — Bry = f(a — BY. 

Demnach gilt der Satz (A) auch in dem Falle s = 2 (s,—s,—1), 
in dem Sinne, dass bei Anordnung der Differenz A, A,—2 — Ai_1 nach 
steigenden Potenzen von f der erste nicht verschwindende Coefficient 
der zu f*-*+! — f*"—! gehirige ist. 

Nachdem im Vorstehenden der vollstindige Beweis des Satzes (A) 
gefiihrt worden ist, lasst sich auch ein Criterium fiir den Umfang 
desselben angeben. Wie namlich aus den Formeln (16), (17), (18) 
sofort hervorgeht, ist der Coefficient von f"-*t+' bei der Entwickelung 
von A, Ans — Ans, An—s,, bis auf den Factor —f,, gleich dem Coeffi- 
cienten von f"~*+* bei der Entwickelung von A,_;4,-;— An—s—1 An—s,. 
Die wiederholte Anwendung desselben Schlusses fiihrt also zu der 
Congruenz: 

(22) A, Ans es An—+, An—s, 
= (— fi)? (On—s42 dns — An—ey1) mod. f*-##2, 
Schliessen wir demnach den extremen Fall einer Theilbarkeit von /, 


durch f im Folgenden ein fiir allemal aus, so haben wir als Er- 
ganzung zu (A) den Satz: 


(Ay) ,,So lange die Differene An—si2Mn—s — Ais: durch keine hihere 
Potenz von f, als die (n —s-+- 1) theilbar ist, ist die letatere auch die hichste 
Potenz von f, welche in der Differene Oy Q&n—s— Qn—s, An—s, (SS; + Sy) 
aufgeht.‘ 


§ 3. 
Quadratische Formen der A. Der Satz (B). 

Fasst man den Ausdruck A, A,—, — An—s, An—s, (Ss = 5, + 8.) auf 
als eine quadratische, homogene und isobare (d. i. mit dem Gewicht 
2n—s behaftete) Form der A, fiir welche die Summe der Coeffi- 
cienten verschwindet, so liisst sich der Satz (A) in eleganter Weise 
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ausdehnen. Sei ®, eine allgemeine quadratische , seer und isobare 
Form der A, vom Gewicht g: 

(23) Dy = mM Ag Dg + Ayr y +++ + enya Bn, 

wo h= 4 resp. -4 = mi jenachdem g gerade oder ungerade, und die 
Coefficienten « selbst wieder ganze, ganzzahlige Functionen der 
ffir for ++ +3 Ps Pr» Po» +++ bedeuten, so fragen wir zuniichst nach 


den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen 
der Congruenz: 


(24) ©, = 0 mod. f. 

Zu dem Zwecke fiihren wir statt der « neue Gréssen a ein mittelst 

der Relationen 

(25) Ay = Hy, AK AHH, A= a, +a, + H,.. 
ay, = Oy + Or t--+- +a). 

Die Umkehrung derselben lautet: 


(26) a —=d, & —=a,—Q, & —=a,—dQ,, 
Damit nimmt die Form , (23) die Gestalt an: 
(27) Gy = a(A, A, — Oy-14,) + a, (Oy. 4, — A,-24,) + - 

+ Gy—1 (Qg—n41 Ana —_ A,-14n) + ay, Q&5-a Ai, 
und dies hat nach Satz (A) die Congruenz zur Folge: 
(28) ®, = a, A,_,A, mod. f. 

Da sich eine Theilbarkeit von A,_, oder A, durch f, wie aus (6) 
hervorgeht, nur mit der — oben bereits ausgeschlossenen — Theilbarkeit 
von f, durch f vertragen wiirde, so ist in (28) der Satz enthalten: 

»line quadratische, homogene und isobare Form der J ist dann, 
und nur dann durch f theilbar, wenn dies von ihrer Coefficienten- 
summe gilt.“ 

- Soll eine héhere Potenz von f, als die erste, in ®, aufgehen, so 

miissen weitere Bedingungen hinzutreten; wir beschrinken uns auf 
den folgenden Satz, fiir welchen der Beweis ganz ihnlich, wie fiir 
den letzten gefiihrt wird: 
(B) ,,Jst bei der Anordnung (23) einer quadratischen, homogenen und 
isobaren Form , der & der erste, nicht verschwindende Coefficient der 
v, so ist die hichste, in ®, aufgehende Potene von f stets, aber auch 
nur dann die v, falls die Swmme der Coefficienten von >, durch f” 
theilbar ist.‘ 

Sind im Besondern die Cofficienten der Form ganze rationale 
Zahlen, — wie beim Satze (A) — so ist die Theilbarkeit ihrer Summe 
durch irgend eine Potenz von f iiquivalent mit deren Verschwinden. 
Die zum Satze (B) gehérige, zu (A,) analoge Erginzung mége der 
Kiirze halber unterdriickt werden. 


oo ey Hp = An — An-r- 
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§ 4. 
Formen héheren Grades in den A. Der Satz (C). 


Fiir die homogenen und isobaren Formen n' Grades in den A 
lassen sich ahnliche Ergebnisse ableiten, wie die im vorangehenden 
Paragraphen fiir quadratische Formen bewiesenen; wir begniigen uns 
indessen mit einem speciellen Satze, dessen wir in der Folge bendthigt 
sein werden: 

(C) ,, Die Differens Ay *A,-,— Min (2<s<n) ist noch durch 
die (n—s-+1)" Potenz von f theilbar“. 

Denn diese Behauptung ist zuniichst richtig fiir s = 2 und ein 
beliebiges m, da nach Satz (A) die héchste in A, A,» — Aj_, auf- 
gehende Potenz von f die (n—2~+-1)* ist. 

Nun findet die identische Zerlegung statt: 

(29) Ai An—(o41) —Aati=An | (An An— (oot) — nr On-s) 

+A,-1 (a5 *4...— Ai), 
wo der erste Klammerfactor rechter Hand, wiederum nach Satz (A), 
durch f*~* theilbar ist. Nimmt man also die Giltigkeit des Satzes (C) 
fiir irgend ein s(< ) an, so weist der zweite Klammerfactor auf der 
rechten Seite von (29) den Theiler f*~*+" auf. Mithin ist f*-°—=f*-@+)1 
der der linken Seite von (29) zukommende Theiler d. h. der Satz (C) 
gilt dann auch (bei gleichem ) fiir die der Zahl s niichstfolgende Zahl 
s-+ 1, und es ist somit allgemein, was bewiesen werden sollte: 
(30) Ax*A,—. — Ati =0 mod. f*"“"  (2<s<n). 
Aus dem gefiihrten Beweise geht zugleich mit Hiilfe des Satzes (A,), 
das Corollar hervor: 

(C,) ,, Die Differenz AX’ An» — Ar-1 kann keine hihere Potenz 
von f, als die (n—s-+1)*, als Factor enthalten, solange das Némliche 
fiir die Differene My—42 Qn—s — Anpers eutrifft“. 


§ 5. 
Das Theilbarkeitssystem (D). 


Indem zur Abkiirzung gesetzt wird: 


9 . 41 
(51) Yr=rc+f a 7 


denke man sich f(y,) nach dem Taylor’schen Satze entwickelt*). Ver- 


*) So oft im Folgenden (abgesehen vom Schlussparagraph) von der Ent- 
wickelung einer Function in eine Taylor’sche Reihe die Rede ist, soll das nur 
im Sinne eines abkiirzenden Ausdrucks verstanden werden, mit der Méglichkeit 
einer solchen Entwickelung haben die Darlegungen des Textes Nichts zu schaffen. 
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steht man unter S, die Summe der ersten v Glieder dieser Entwickelung, 


so ist Ay" S, eine rationale, ganze, ganzzahlige Function der f,f,,..-)f03 
P, 1,-++) Pn, welche offenbar den Factor f besitzt. Wir schreiben 


(32) AL'S, =fL,=f(An +f, An Ont hfan Mats 
ooo fia f”As) 
und fragen nach der héchsten, in 7, aufgehenden Potenz von f. 
Es werde zuerst der Fall »<™m in Betracht gezogen. Auf das 


Anfangsglied A} von 7, wende man die, zuvor mit A*~* multipli- 
cirte Recursionsformel (6) fiir A, an, dann nimmt 7, die Gestalt an: 


(33) Z, hfar” (AnAn—s—As—1) — + —fif An (ASA AL_1) 
—s—fraf (As A, 41 -i 
—fof”* Bn" Ans — + — fal Bn Ay +f" An gn. 


Bei dieser Anordnung kommt jedem der v — 2 ersten Terme die 
ne Potenz von f als Factor zu. Denn greifen wir etwa den (i—1)'" 
Term heraus, so besitzt dessen Klammerfactor, in Folge des Satzes 
(C), den Theiler f"-*+!, und dieser vereinigt sich mit dem voran- 
stehenden f‘—' zur ne" Potenz von f. Dagegen ist der (v— 1) Term 
von (33) nur mit der (y—-1)" Potenz von f behaftet, und in jedem 
nachfolgenden Gliede tritt noch je ein weiteres f als Factor hinzu. 

Soll demnach beurtheilt werden, welches die héchste, in 7, ent- 
haltene Potenz von f ist, so sind zwei Hauptunterfille zu unter- 
scheiden. 

Entweder ist f, durch f nicht theilbar, verschwindet also auch 
nicht identisch, dann ist gemiiss der schon friiher eingetretenen Be- 
schrinkung, dass kein A, den Factor f zulassen, noch weniger identisch 
verschwinden solle, die (v—1)'* Potenz von f die héchste, auch auf 
keine Weise tibersteigbare, welche im (vy— 1)" Terme von 7’, (33), 
und damit zugleich in 7’, selbst aufgeht. 

Oder aber, es weist f, den Factor f auf resp. wueniliadeill iden- 
tisch, dann wind T, mindestens durch /f” theilbar. 

Der Kitirze halber soll indessen von der Eventualitét einer eigent- 
lichen Theilbarkeit von f, durch f (wie bereits frther fiir » = 1 
Abstand genommen werden, sodass nur noch der Fall eines identisch 
verschwindenden f, (v> 2) einer Untersuchung bedarf. 

Verschwindet nun f, (und damit auch f,41:, fi42 etc.) identisch, 
fv. aber nicht d. h. hat man es mit einer rationalen, ganzen Func- 
tion (von 2) vom Grade y — 1 zu thun, so besteht 7, (33) aus einem 
Aggregat von v — 1 Gliedern, deren jedes den Factor /* zuliisst, und 
T, ist danach durch die niimliche Potenz von f theilbar. Dass es aber 
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im Allgemeinen auch keine héhere Potenz dieser Art giebt, zeigt eine 
directe Ausrechnung, falls man @ passend, etwa gleich /,, wiahlt. 

Derselbe Schluss bleibt auch giiltig, wenn schon ein f, (x < v) 
identisch verschwinden sollte, tibrigens ist dieser Fall von dem eben 
besprochenen nicht wesentlich verschieden, da sich alsdann v d. i. die 
Avzahl der Entwickelungsglieder von f(y,), von selbst auf x reducirt. 

Nachdem so die verschiedenen Méglichkeiten fiir v < » erértert 
worden sind, wenden wir uns zu den Fallen v >” + 1. 

An die Stelle der Entwickelung (33) tritt jetzt die andere: 

(34) Ty—=—fyf On (An Mn—2— Opa) —- ++ — ff? An (Anni — On) 
—- om faf? As (OSA, — AS) +f AS 9 
+ ferf* On Oi + + haf ais. 
Nunmebhr lasst sich aus jedem der ersten Glieder der Factor /* ab- 
sondern, wahrend die (fir v > »-+ 1) noch nachfolgenden von den 
Factoren f*, f"t+', ... begleitet werden. Somit wird 7, sicher durch 
die ne Potenz von f theilbar; dass dieselbe aber im Allgemeinen auch 
nicht tiberschritten wird, lehrt wiederum der Fall einer ganzen ratio- 
nalen Function f von geniigend hohem Grade, wenn ausserdem 
passend, z. B. gleich f, gewahlt wird. 

Um die gewonnenen Ergebnisse in einfachster Weise zusammen- 
zufassen , tibertragen wir lieber die Theilbarkeit der rationalen ganzen 
Function A’ S, durch irgend eine Potenz von f auf diejenige der 
rationalen gebrochenen Function S,, indem wir die Definition einfiihren: 

»Line rationale Function der f, f,,..+; P; P,,-++, deren Nenner 
keinen Theiler mit f gemein hat, heisst theilbar durch irgend eine Potenz 
von f, wenn die letatere im Zéhler der Function f aufgeht.‘ 

Dann gilt das Theorem: 


(D) ,,Denkt man sich den Quotienten ee nach Potenzen von h 
entwickelt : 
or, h) 
Ce te 


so ist die Summe S, der Anfangsglieder der Taylor’schen Entwickelung 
von ff (Yn) = f(o+ “=) fiir v<n+1 noch durch die v", fiir 
vy >n-+1 noch durch die (n+1)* Potenz von f theilbar. 

Nur in dem Falle, dass f(x) eine ganze rationale Function vom 
Grade v — 1 bedeutet, ist S,=f(yn) fiir jeden Werth von n(> 1) 
noch durch die (n-+-1) Potenz von f theilbar.*‘ 

Was die zu Eingang des Theorems gewiihlte Fassung angeht, so liegt 
auf der Hand, dass gemiiss der Formel (2) die Gréssen /—*— und — 


“a n 








iibereinstimmen. 
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§ 6. 
Der Giltigkeitsbereich des Theorems (D). Der Satz (E). 


Es eriibrigt jetzt noch die Untersuchung der Beschriinkungen, 
welchen die Functionen g, f zu unterliegen haben, damit die zufolge 
des Theorems (D) aus der Summe S, der v ersten Glieder von f(yn) 
heraustretende v'* resp. (n-++1)'* Potenz von f sicher die hoéchste ist, 

Fiir v < m ist diese Frage, bei Ausschluss der ganzen rationalen 
Functionen f(x) des Grades v — 1, bereits entschieden worden; denn 
nachdem einmal die Verabredung getroffen war, dass weder /,, noch 
4,, 4,» einen Theiler mit f gemein haben sollen, ging aus der 
Entwickelung (33) hervor, dass sich aus S,(v<m) auf keine Weise 
eine héhere, als die v'* Potenz von f abspalten liisst. 

Dagegen war in den Fallen vy > m und, bei vy < » fiir die ganzen 
rationalen Functionen f(x) des Grades y—1, ein entsprechender Schluss 
nicht méglich, insofern S, eine ganze Reihe von Gliedern aufweist, 
deren jedes mit dem Factor f"+' behaftet ist. 

Soll nun fiir diese Fille festgestellt werden, unter welchen Um- 
stinden eine Erhéhung der Theilbarkeit von S, um wenigstens eine 
Potenz von f eintreten wiirde, so fiihren wir, um gewissen Schwierig- 
keiten beziiglich der Taylor’schen Entwickelbarkeit von f(y,) aus dem 
Wege zu gehen — da es sich ja hier um formale Eigenschaften der 
Ableitungen von g und f handelt — eine Beschrinkung in der All- 
gemeinheit der Functionen m und f ein, indem wir die letzteren als 
willkiirliche ganze rationale Functionen (von x) von geniigend hohem 
Grade wihlen. 

Eine derartige Beschriinkung ist in der That erlaubt. Denn wenn 
z. B. nach Theorem (D) Ai S,4: im allgemeinen noch durch f+" theilbar 
ist, so besagt das Nichts Anderes, als dass aus einer ganzen ganz- 
zahligen Function der als véllig willkiirlich und unabhingig anzusehen- 
den Variabeln /, f,,.-+)fn3 D> Piy++ +> Pn Ger Factor f*+* heraustritt. 
Dies erleidet aber keine wesentliche Aenderung, wenn man fiir f so- 
wohl wie fiir g arbitrire ganze rationale Functionen (von x) des 
Grades m nimmt; die /f, /;,-.-, fa} D) Py) - +) Pn bleiben dann, nach 
wie vor, lauter willkiirliche und von einander unabhingige Veriinder- 
liche, und das Verschwinden von f,4: hat nach (34) auf die Theilbar- 
keit von A, S,4: durch f"+' keinen Einfluss, wihrend dasjenige von 
Pn41 Offenbar iiberhaupt nicht in Betracht kommt. 

Die Theilbarkeit von S,42, S,4s,... durch f*t' bedarf dabei 
keiner besonderen Erwihnung, da die Congruenz 7',4.:4; = Z'n4: mod. /” 
oder auch 


(36) Ai Snii4i = Sry mod. f+! (i—=1,2,...) 
eine unmittelbare Folge der Formel (34) ist. 
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Die angestellte Ueberlegung bendthigt dagegen einer wesentlichen 
Modification, wenn man den ,,allgemeinen“ Fall verliisst und nach 
einer eventuellen Theilbarkeit At’ S,..,; durch die (m+ 2)" Potenz 
von f forscht. Denn aus (34) folgert man weiter: 


(37) T4246 = Try2 mod, f*t! (t—1,2,...), 
(38) Trio = Tuga + fot "On 

und damit 

(37 a) AS Sei241 == Seps mod. f**, 

(38 a) AnSer2 = Sati fagif”” Anti. 


Hieraus ist ersichtlich, dass bei einer etwaigen Theilbarkeit von 
S,(v >n-+ 1) durch f*+* zwei Hauptfille zu unterscheiden sind: ein- 
mal reducirt sich die Gesammtheit der Fille v >n-+ 1 auf den 
einzigen v = » + 2; andererseits bildet » —x»-+1 fiir sich den 
zweiten Hauptfall. Der letztere bietet wiederum zwei Unterfiille, je- 
nachdem /,4: verschwindet oder nicht: man bemerkt dann zugleich 
nach (38a), dass beim Nichtverschwinden von f,4; eine Theilbarkeit 
von S,4: durch f*+* die nimliche Theilbarkeit fiir S,,2 ausschliessen 
miisste, und umgekehrt. 

Fasst man dies zusammen, so erkennt man — unter Anwendung 
der gleichen Schliisse, wie oben — dass es fir die vorliegende Frage 
erlaubt ist, f und @ als ganze rationale Functionen anzunehmen, und 
zwar die erstere vom Grade n +- 1 resp. (fiir f.41 = 0) vom Grade n, 
die letztere beidemale vom Grade mn. Und wenn wir zudem voraus- 
setzen, dass weder /,, noch p (also auch kein A,) mit f einen Theiler 
gemein haben sollen, so entspricht das vollstiindig den friiher f und 
g auferlegten Bedingungen. 

Der nunmehr ausschliesslich noch verbleibende Fall (cf. Theorem (D)) 
eines vy << n-+ 1 bei gleichzeitig verschwindendem /, wird im Nach- 
stehenden von selber miterledigt werden. 

Von den vier soeben aufgefiihrten Fiillen lassen nimlich offenbar 
drei eine gemeinsame Behandlung zu, wenn man die Frage so stellt: 

» Unter welcher Bedingung besteht eine Identitiéit von der Form 


(39) At f(a + pe) = f"*G(a), 


wo f(x) eine arbitriire ganze rationale Function vom Grade wu (<n, 
resp, =, resp. =n -+ 1) bedeutet und p(x) eine ebensolche Function 
vom Grade n?* 


= _ 4, , ies : 
Setzt man, wie in (31), yx =x-+/ a *, so liefert eine einmalige 
n 


Differentiation von (39) nach x die weitere Identitit: 
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+ OY, tne th ‘ ‘ 
(40) Ay, ie) + wflyn) Ae "An=f"" {£@' + (n+2) Gf, 
oder auch, wenn man will, dass nur ganze Functionen darin auftreten: 
(400) {ANA adh LAnynt + {An lyn) t An 


=P ALE + W+2)Gf,}. 

Die Giltigkeit von (39) vorausgesetzt, miisste also die (m + 1)” 
Potenz von f im ersten Gliede der linken Seite von (40a) aufgehen. 
Aber der erste Factor desselben, AX" /, (yn), kann mit f(a) keinen 
Theiler gemein haben (da ein solcher zugleich in f,(x) enthalten sein 
miisste). Somit zieht die Identitit (59) die Congruenz nach sich: 
(41) Aiys = 0 mod. f+. 

Aber auch das Umgekehrte findet statt. Denn sei » + 1 der héchste 
Exponent von /, fiir welchen die Congruenz (41) gilt, so gehen wir 
aus von einer Identitit: 

(42) An f(ya) =f" H(@) (i>0) 

wo 7 noch unbekannt und H nicht weiter durch / theilbar sein soll. 
Man differenzire wiederum (42) nach x, dann kommt: 


(43) {ANA (ya) {Anya + {Oe Fyn) Mn 
=f" An t{(@ + (n+1+iG4/}. 


Hier ist die rechte Seite durch f"t‘, aber auch durch keine hohere 
Potenz von f theilbar, in demselben Sinne sind die beiden Glieder 
linkerhand durch f/"+' resp. f*+'+* theilbar. Mithin kann 7¢ weder 


grésser, noch kleiner, als Eins sein d. h. es ist ¢—= 1, was zu be- 
weisen war. 


Durch Wiederholung derselben Schliisse zeigt man, dass, wenn 
{t+ (¢=0,1,2,...) die héchste in A‘ /(yn) aufgehende Potenz von / 


ist, die héchste in Aj y,, aufgehende Potenz von f durch /*+ angegeben 
wird, und vice versa*). 





*) Aus dem gefiihrten Beweise ergiebt sich nebenher die Gesammtheit der 
Lisungen einer von mir friiher (diese Zeitschrift, Band XXXIII, pag, 515 u, f.) 
behandelten Aufgabe, eine rationale Substitution y,(a#) von der Art zu finden, 
dass dadurch die ganze rationale Function f(y,) mit der (+1) Potenz von 
f(x) proportional wird: f(y,) = Q(a)f"t* (@). In der That gehen aus einer 
n—1 


Lisung, etwa y = a+ - 
n 





(35), alle andern z, durch den Process 


2, = 9, +f" (a) w(@) 


hervor, wenn (a) eine, durch f(x) nicht theilbare, im Uebrigen aber arbitriire 
rationale Function von « bedeutet. Oder, um einen iiblichen Ausdruck 2u ge- 
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Dies spricht der Satz aus: ; 

(E) ,, Bedeuten f(x) und y (x) arbitrére, ganze rationale Functionen 
von den Graden w(> 1) und n(> 1), die nur der Beschriinkung unter- 
liegen, dass sowohl f,, wie pm zu f relativ prim sein sollen, so ist 


4 
f(Yn) = (« +f— ) stets und nur dann durch die (n+-1-+-i)* (¢>1) 


Potenz von f theilbar, wenn f"*+* die hichste in y, aufgehende Potenz 
von f ist. 

Fiir i = 0 erhilt man mit Riicksicht auf (D) den Satz: 

yim Allgemeinen ist y, noch durch die n Potenz von f theilbar.“ 

Combinirt man das in (E) niedergelegte Ergebniss mit den Ueber- 
legungen, die kurz zuvor beziiglich einer eventuellen Theilbarkeit von 
S41 resp. S,42 durch eine héhere, als die (n+ 1) Potenz von f (im 
Falle beliebiger Functionen , f) angestellt wurden, und beriicksichtigt 
noch die (weiter unten bewiesene) Relation 
(44) Ai Yn —=—— (n+ 1) (Anis Aa-1 — A’) 
so tritt dem Theoreme (1) das folgende Corollar ergiinzend zur Seite: 

(D,) ,,Sieht man von dem unter (E) aufgefiihrten Falle ab, und 
legt den Functionen , f nur die Beschriinkung auf, dass weder 9, 
noch f, mit f einen Theiler gemein haben sollen, so ist die Summe S, von 
den v Anfangsgliedern der Entwickelung f(y.) =f (« +f “e) nicht 
nur fiir v <n+ 1, sondern auch fiir v =n +1 ausschliesslich durch 
die v und durchaus durch keine hihere Potenz von f theilbar. 

Dagegen ist fiir v >n-+ 1 eine Erhihung der im Aligemeinen 
stattfindenden Theilbarkeit von S, durch f"** um die i# (t = 1, 2, ...) 
Potenz von f miéglich: eine solche tritt genau dann, aber auch nur 
dann ein, wenn die hichste, in der Differene Ani: Sn1— Ai aufgehende 
Potenz von f die (n+-i)* ist.“ 

Das Theorem (D) gilt also gerade so weit, als Ani: An — A} 
durch keine héhere, als die ne Potenz von f theilbar ist. 

Was jetzt noch den Beweis der Formel (44) angeht, so folgt 
zuniichst aus (31) durch Differentiation nach z: 


. roe i ' er a, 
(45) Anyn = On t+ f, Or dia + Anf (“r ) 
wo 

2 A,-1 ‘i ’ as 
(46) 4, f ( A. ) = (fOn-1) On — (fOn) An 


brauchen: Alle Lisungen der Aufgabe gehéren einer und derselben, durch den 
Modul f** (@) bestimmten ,, Classe “ an. 


Auf den Inhalt dieser Aumerkung hat mich Herr R, Dedekind aufmerksam 
gemacht. 
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ist. Andererseits erschliesst man aus der urspriinglichen Bedeutung 
von A, resp. A,; (2) sofort, dass 

(47) fO,=(M4+1 Ana + (M+ fan, fOra = nds + nf, Dra 
Hierdurch geht (46) iiber in 


(48) anf (Se*) = mdi — + Ada — herds, 


was, in (45) eingesetzt, nach kurzer Zusammenziehung, zu der ge- 
wiinschten Formel (44) fiihrt. 


Mittelst dieser Relation (44) gewinnt man leicht eine Recursions- 
formel fiir y,. Bedient man sich niimlich der Umformungen: 





z 4, 4, —1 
(40) Ans An-1 a A, —— An+ A, fa — “— 
Anis Ay 
Ts = (Yai -— Yn) 


so hat man unmittelbar 
A 
(50) Yuti — Yn = 


1 > n . 
n+ 1 / bait Yn. 


§ 7. 
Zur Auflésung der transcendenten Gleichungen *). 


Wir beschrinken uns hier auf die Erérterung einiger Folgerungen, 
welche aus dem Theorem (D) des § 5 unmittelbar hervorgehen, eine 
Eroérterung, welche dem in einer friiheren Arbeit (diese Annalen, 
Band XXXII) betreffs der Auflésung der algebraischen Gleichungen 
durchgefiihrten Gedankengange im Wesentlichen parallel liuft. 

Unter der Bedingung, dass die Taylor’sche Entwickelung von 


f (Yn) =/ (« + = =) convergirt, gilt, da aus der Summe S,(v>n-- 1) 


Uy 

der v ersten Glieder die (n-+-1)'* Potenz von f(x) heraustritt, die 
Identitiit : 
(51) F (Yn) = Q(@) f(z), 
wo der Factor Q(x) einen endlichen Werth besitzt. 

Bedeutet daher einen Ausgangswerth, der in solcher Nahe einer 
Nullstelle der Gleichung f(x) = 0 gewiihlt ist, dass der absolute Betrag 
von f(x) kleiner als die Kinheit ausfillt, so hat die Formel (51) die 





*) Wegen der Nallstellen von Potenzreihen vgl. Kinig ,,Ueber eine Eigen- 
schaft der Potenzreihen“ diese Annalen, Band XXIII, und Hurwitz ,,Ueber die 
Nullstellen der Bessel’schen Function‘, ebenda, Band XXXIII. 


29* 
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Wirkung, dass man sich bei geniigender Wiederholung der Sub- 
stitution *) 


(52) Yom ¢ wot 


dem Werth « beliebig nihern muss. 

Will man es aber bei einer einmaligen Anwendung der Sub- 
stitution (52) bewenden lassen, indem man den Index tiber alle Grenzen 
wachsen lisst, so muss die Forderung hinzugefiigt werden, dass auch 
in diesem Falle die Convergenz der Reihe fiir f(y,) erhalten bleibt. Als- 
dann lisst (51) einen tiquivalenten Schluss zu; es wird lim y, = a, und 
damit zugleich lim y, = 0. 

Lasst man sich behufs hinreichender Anniiherung an die Nullstelle 
@ an einem geniigend hoch gewiahlten m geniigen, so ist demnach, in 
Uebereinstimmung mit der Formel (41), der Werth von y, ein Mass 
fiir den begangenen Fehler. 


Will man den letzteren indessen direct bestimmen, nimlich als 
Rest der Reihe: 


(53) @ = & + (y,— 2) + Y2—-%) ++ F Ynti— Yn) + °° 
so leisten die Umformungen (49), (50) niitzliche Dienste. 

In dem besonderen (bei reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen, 
wie |. c. pag. 520 gezeigt, immer herstellbaren) Falle, dass die Glieder 
der Reihe (53), von einem bestimmten an, abwechselnde Vorzeichen 


haben (und reell sind), wird der Fehler kleiner als das erste Glied 
des Restes. 


Clausthal, Dezember 1889. 


*) Behufs practischer Ausfiihrung der Substitution (52) bedient man sich 
am besten der Recursionsformel (6) resp. (7). 











Ueber algebraische Relationen zwischen den Entwickelungs- 
coefficienten héherer Differentiale. 


Von 


Franz MEYER in Clausthal. 


Unterliegt das Differential dz einer Veriinderlichen x keiner be- 
schrinkenden Voraussetzung, sodass dx nebst den folgenden Differen- 
tialen d°?x, d'x,... geradezu eine Reihe von unabhiingigen Variabeln 
bildet, und ist y eine Function von x, so liisst sich, wie bekannt, 
das n'° Differential von y linear und homogen durch die Ableitungen 
von y nach zw, bis zur n' incl., ausdriicken, mit Hiilfe von Coef- 
ficienten C, welche ganze, rationale Functionen der dx, d?a,...,d"x sind. 

Zwischen diesen, succ, fiir n—1,2,3,... aufgestellten Coefficienten 
herrschen eigenthiimliche algebraische Beziehungen, unter denen die- 
jenigen vom ersten und zweiten Grade in besonderer Weise aus- 
gezeichuet sind. 

Man gelangt zu den gemeinten Beziehungen am einfachsten auf 
Grund des Satzes, dass bei der Entwickelung der n'** Ableitung des 
reciproken Werthes einer Function f(7) von x nach steigenden Potenzen 
von f(z) die dabei auftretenden Coefficienten [ von den Grdssen 
f’ (x), f’(@),..-, f(x) genau in derselben Weise abhingen, wie die 
Coefficienten C von den Gréssen dz, d’x,..., d*x. Somit geht eine 
jede algebraische Beziehung zwischen den C in eine solche zwischen 
den [ iiber, wenn man nur noch die Ableitungen von f(x) mit den 
beziiglichen Differentialen von 2 vertauscht, und umgekehrt. 

Die gewiinschten Beziehungen zwischen den [ fliessen nun fast 
unmittelbar aus den Theilbarkeitsbeziehungen, welche in der voran- 


stehenden Abhandlung fiir gewisse ganze Functionen hdherer Differen- 
tialquotienten von Fay hergeleitet sind. 


Aus den so gewonnenen Relationen zwischen den [ resp. C liasst 
sich als besonders merkwiirdig ein System von a(e— ) Funetional- 


gleichungen fiir jene Gréssen vom zweiten Grade herausheben. Durch 
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diese Gleichungen werden alle darin vorkommenden Unbekannten bis 
auf » von ihnen, welche willkiirlich bleiben, als ganze, ganzzahlige 
Functionen der letzteren » Argumente eindeutig definirt. Jenachdem 
man fiir eben diese Argumente die Ableitungen von f(x), oder die 
Differentiale von x substituirt, gehen die Werthe der Unbekannten in 
die [ resp. C iiber. 


§ 1. 
Grundformeln. 


Man verdankt Herrn Faa di Bruno*) den Satz: 

Set p als Function von x und «x selbst als Function von y durch 
die Gleichung 
(1) “= (y) 
gegeben, so ist (fiir T(k) = 1.2.3... und (0) = 1): 


Fe See tay £2 (FN (KS): -- Ge)" 
(I) oy" =>? TT (hy)... (k,) End 1 1.2 TT (m) ? 


wo die Summe alle ganzen nicht negativen Werthe von o,k,,..., kn 
umfasst, die den Gleichungen 


(2) aig ky +084 kn, 
n=k, +2k,+---+ nk, 
geniigen**. 

Man kann diesem Satze eine allgemeinere Bedeutung geben, wenn 
man bemerkt, dass sich bei wirklichem Ausschreiben der Ableitungen 
wv’, w”,...,w™ das Product der Nenner zufolge der zweiten Relation 
(2) gegen den Nenner dy" links hebt. Hieraus ergiebt sich (wenn 
man, wie iiblich, fiir m den Buchstaben y substituirt): 

ydst y eine Function von x, und wird das Differential dx nicht 
als constant angesehen, sondern selbst wieder als abhiingig von irgend 
welchen Verdnderlichen, so driickt sich das n° Differential von y durch 


die Ableitungen von y nach x und die Differentiale von x vermige der 
Formel aus: 


el TT (m) ») ( dex gS y” (es y" 
(Ht) d*y = Dot TT (k,)...11(k,) yo (42) 1.2) “"\T(n)/] ° 


*) Cf. dessen Lehrbuch ,,Formes Binaires“ § 1. Fiir die, mit (1) iquivalente 
Forme! (11) hat Herr Kénigsberger einen selbststiindigen Beweis gegeben. (Diese 
Annalen, Band XXVIII, pag. 473 u. flg.). Was endlich die Formel (III) anlangt, 
die wiederum inhaltlich mit (I) und (II) identisch ist, so habe ich einen elemen- 
taren Beweis derselben (welcher von der Entwickelbarkeit einer Function f(a) 
in eine Taylor’sche Reihe keinen Gebrauch macht) in den Wiener Monatsheften 
fiir Mathematik und Physik Heft 1 veréffentlicht. 

Ueber einen weiteren neuen Beweis von (I) siehe § 5. 
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wo die ganzen Zahlen o,k,,..., kn gerade, wie oben, den Relationen 
(2) geniigen.‘ 
Setzt man zur Abkiirzung: 


a’ (@) ; 
(3) T= = dry, Tay = dx, We =Ye (40=1,2,...,n) 
so nimmt (II) die Gestalt an*): 


TT (e) 

(Ila) dny == Tk)... ) Yo(d, a) (d, ax) eo. (dya)*n 

e=n 

Yo C Cs, n—@° 

e=1 

Zwischen diesen Entwickelungscoefficienten 
Ca, n—g (= 1,2, 3,..., 9==1,2,..., 2) 
finden, wie sich zeigen wird, eigenthiimliche algebraische Relationen statt. 
Um dieselben zu gewinnen, wenden wir die Formel (I) auf den 


besonderen Fall an, wo @ den reciproken Werth einer beliebigen 
Function f von x darstellt. Nun ist 


as ‘) 
TT(o) 6 
(4) are =—(—l1e—* (e=1,2,...). 
Bedient man sich der weiteren Abkiirzungen: 
a” 
— ' ; 
(5) OWL > aC /) =En, Tay wf =fi' ((=1,2,...), 


so liefert die Formel (1) fiir den vorliegenden Fall nach leichter Um- 
formung das Ergebniss: 


» Die n* Ableitung von - nach x driickt sich in Function der 


Te a) 
Ableitungen von f nach x vermége der Formel aus: 


(HI) (= 1)" = Shey (CA fe 


<A 1ttane 
e=1 


wo die ganzen (nicht negativen) Zahlen oe, k,,..., kn, wie friiher, alle 
Werthe durchlaufen, welche den Relationen (2) geniigen.‘‘ 


*) Zur Illustration der Formel (IIa) dient die als Anhang beigegebene 
Tabelle, welche die Fille n= 1 bis m= 10 umfasst, Durch Vertauschung der 
d, mit den f; und zugleich der y,_; mit den Potenzen {—/f(x)}‘ leistet die 
Tabelle das Entsprechende fiir die Formel (III). 
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Der Vergleich der Entwickelungen (Ila) und (II]) lehrt, dass die 
Coefficienten C;,,,,-2 und [,,,-9, ganze, ganzzahlige, homogene und 
isobare Functionen der Argumente d;x resp. f; (i=1,2,...,), durch 
Vertauschung derselben genau in einander iibergehen, das heisst, die 
nimlichen Zahlencoefficienten besitzen. 

Nun haben im Allgemeinen sowohl die d;x, als die f; den Charakter 
von ” willkiirlichen und unabhiingigen Variabeln. 

Mithin gelten alle algebraischen Relationen zwischen den Ty, »~9, 
bei deren Herleitung keinerlei algebraische Beziehung zwischen den f; 
in Frage kam, genau in derselben Weise zwischen den C,,,~9. 


§ 2. 
Lineare Relationen zwischen den C. 


Nach Nr. (7) der vorangehenden Abhandlung geniigt die Function 
E, (5) der recurrenten Functionalgleichung: 


(IV) Ex ExatfefEn-2+fgf?En—s+ +++ fri f" E+ ff! =0, 


Setzt man hier die Entwickelung (III) ein: 


(IIL) (—1)* Ex =Pio +(—)) fT + (1)? 7? P ino + + (1 Of Pa, 


und sieht das Ergebniss als eine in / identisch verschwindende Glei- 
chung an, so fliessen daraus  Beziehungen zwischen den [ und den /;. 
Von diesen haben » — 1 die recurrirende Form: 


(6) Pana = Anta Ph Tapa + fg Pace be + fap Pa—apnyo 
(k==0,1,2,...,%—2) 

wiahrend die letzte lautet: 

(7) Ca0—1 —= fa- 


Sieht man umgekehrt in diesen Relationen (6), (7) die f; als beliebig 
gegebene Groéssen an, so sind damit die [,, eindeutig und villig 
bestimmt. 


Somit gilt, nach den am Schlusse von § 1 gemachten Bemerkungen, 


n 
fiir die Entwickelungscoefficienten C von d,y = ay . 


TT (nm) * 
e=n 
: 1 dey 
(Ila) dry = > ye nn—@ (ue = TT (e) =) 
e=1 


ein entsprechendes Resultat, namlich, wenn man noch der Kiirze halber 
nan = d,;x durch d; ersetzt: 
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» Die Coefficienten C sind durch die aery linearen Relationen*) : 
Cre =, Cn-sye+ dy Cn 2,n-1 + dy Cn—a,n-2- + + dig Cr—vetty,o 
(Vv) (K=0,1,2,...,2—2), (m=1,2,3,...,”), 


Cun—1 = dy, 


eindeutig charakterisirt. 


. a Ts - n(n—t : : 
Es ist nun merkwiirdig, dass die Ba wt ersten dieser in den 


C linearen Relationen, welche als Coefficienten noch die Differentiale 
d; mit sich fihren, vollstindig durch eine gleiche Anzahl solcher 


ersetzt werden kOnnen, die in den C bis zum zweiten Grade ansteigen, 
deren Coefficienten aber nur ganze Zahlen sind. 


§ 3. 
Quadratische Relationen zwischen den C. 

Specialisirt man den Satz (A) der vorangehenden Abhandlung, 
indem man die Function m daselbst gleich der Einheit nimmt, so zeigt 
sich, dass die Entwickelung der Differenz E, E,-, — En-s, En-s, 
(s = s, +s, = 2,3,...,m) nach steigenden Potenzen von / erst mit 
der (n—s-+1)' Potenz dieser Grésse beginnt, wiihrend die Coefficien- 
ten simmtlicher voraufgehenden Potenzen verschwinden. Durch Sub- 
stitution der Entwickelungen (III) gelangt man danach zu folgenden 


n —s-+1 Relationen zwischen den [: 

P20 Tn neg = C—~a,0 C~a,0 ? 

Pn, Pn—s,1 + Pat Fn—s,0 - Fn—s,,0 Ta-e,2 -b [.- %,0 Famacts 

a bss a ke ee 

Pn, F o-an-0-t -{- Pina Co-g0-0~8 -{- peels + C0 8 C. -3,0 
Pg Ca .0—8 -- T—a,1 C.—a,2—0-1 + adhd: + Pn ~$, ,"--8 Tn—a,0 








welche alle, mit Ausnahme der letzten, mit dem Factor [9 anfangen. 


*) Um Missverstiindnisse auszuschliessen, sei bemerkt, dass beziiglich der 
,Anzahl solcher Relationen, wie (V), eine doppelte Sprechweise Berechtigung 
hat, Jenachdem man hervorheben will, dass ein derartiges System von recurrenten 
Gleichungen fiir einen vorgeschriebenen Werth von n aufgestellt sein soll, oder 
aber, dass dieses System mit allen vorhergehenden, d. i. kleineren Werthen von 
n entsprechenden, zusammengefasst werden soll, wird man den Ausdruck wihlen, 


dass die Anzahl der Gleichungen (V) gleich n, oder aber gleich han a 1) sei, 
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Wihrend diese, in den [ quadratischen Relationen nur die positive 
oder negative Einheit als Coefficienten aufweisen, ist die sich an die 
niichst hdhere d. i. die (n—s-+1)'* Potenz von f (bei der Entwickelung 
von E,E,-, — En—s,E,~s,) kniipfende Relation von anderer Art. Wie 
namlich aus der Formel (22) der citirten Abhandlung hervorgeht, wenn 
man wiederum pg — 1 setzt, erhilt man mittels (III): 


Pino n~s,n—s—1 + Ping Pn—s,n—s—2- °° + Pin n—st Pa—s,0 
— {Fa—s,,00 a, nop bP s,,10e— ee EPs, net Pee, 0} 
== (—f,)*~? [P—s-2,2Fn—sn—s 1b Fn—s4-2,3 Fn—s,n—s—2 + °° 
of Pistons n—so 
—— {Fst Pa —spte—s bt Paste Paste si f° 
+ EP n—sttyn—sPn—s4syt} J. 


(9) 4 








Man bemerkt, dass auf der rechten Seite eine Potenz von /, als Factor 
auftritt, und in diesem Sinne besitzt die Formel (9) den Charakter der 
in § 2 untersuchten linearen Relationen zwischen den [. 

In den Gleichungen (8) kann man ohne Weiteres die [ durch die 
C (Ila) ersetzen, wihrend in (9) die gleichzeitige Vertauschung von /, 
mit d, erforderlich ist. Von den weiteren Beziehungen zweiten und 
héheren Grades zwischen den [ resp, C, wie sie in den Siitzen (B), (C) 
u. s. f. der vorigen Arbeit implicite enthalten sind, mag hier Abstand 
genommen werden, um so mebr, als dieselben nur als Consequenzen 
der quadratischen Relationen (8), (9) erscheinen. 

Dagegen soll jetzt der Frage niher getreten werden, ob sich nicht 
aus den letztgenannten ein System von einander unabhingiger Glei- 
chungen ausscheiden lisst, welches die noch iibrigen zur Folge hat, 


und zugleich den » — 1 ersten linearen Functionalgleichungen (V) 
aiquivalent ist. 


g 4. 


Ueber ein System von 2 — ») unabhingigen, ganzzahligen, 


quadratischen Functionalgleichungen fiir die C. 


Ertheilt man in den Gleichungen (8) dem Index » einen vor- 
geschriebenen Werth (> 1), so sind die drei ganzen, positiven Zahlen 
$, 8,8, bis auf die Beziehung s = s, +s, und die Beschrankungen 
2<s<n, s,>0, s, > 0 noch willkirlich wihlbar, Aus dieser grossen 
Mannigfaltigkeit soll das durch die Wahl s = 2, mithin s, = s, —1 
bestimmte System von x — 1 Gleichungen herausgenommen werden. 
Indem wir gleich die C statt der [ substituiren, kommt: 
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Cro Cr-2,0 = Cr—1,0Cr—1,0, 
Cro Ci-2,1 + Car Cr—2,0 = Cr—1,0Cr-1,1 -- Chia Cy-1,05 


(V1) Crp Ch—2,n-3 + C1 Cp ~2,n—4 + a n Can 3 Cr—2,0 = 
Cr-1,0 n—1,n—3 + C1: G-1.0-4 + ee + Cya—1,n—3 Cy- 1,0) 

Cn Cr—2,n-8 -f Cus Cy—2,n—4 + a + Can—2 Cr—2,0 = 
Cr—1,0 n—1,n—2 + Cri Cr—1,n—3 + ‘tebe + Cy—1,n—2Cn-1,0- 

Das im Falle n —2 auftretende Zeichen Cyo (das nur der Gleich- 
formigkeit halber eingefiihrt ist) hat hierbei die Bedeutung der positiven 
Einheit. 

Man kann das System (VI) als ein solches von » — 1 linearen 
Gleichungen in den » — 1 Unbekannten Cy» -2, Cnn-s, --+) Cnr, Cao 
auffassen. Um iiber die Auflésbarkeit der ersteren nach den letzteren 
zu entscheiden, bilde man die Determinante des Systems: 





| C,- 2,0 Va—2,1 m—2,2+ + «© Cr—2, n—3 0 
0 Cr—-2,0 Cr-2,1 « a Cy- 2,n—4 Cy—2, n—3 
(10) 0 O Cy-20- - » Cr-sn—-5s Cr—a,n—4 |. 
0 0 - 000 0 Anins 





Dieselbe hat offenbar den Werth Crrz0> besitzt also einen von Null 
verschiedenen Werth, falls die Grésse C,_29 als von Null verschieden 
vorausgesetzt wird. Nun lehrt die erste der Gleichungen (VI), wenn 
man darin succ. ” = 2, 3, 4,..., setzt, dass 

(11) C2, = Co; Cs, = CO: o; se3 Cro =m Cro. 

Demnach wird die Determinante (10) gleich grt*., verschwindet 
also nicht, wenn man fir die Grésse Cio, welche als eine erste will- 
kiirliche Constante des Systems (VI) angesehen werden kann, den 
Werth Null ausschliesst. 

Alsdann gestatten die » — 1 Systeme von Gleichungen (VI), welche 
der Reihe nach den Werthen 2, 3, 4, ..., 2 des Index » correspondiren, 
Schritt fir Schritt je eine einzige Auflésung nach den jeweiligen Un- 
bekannten Cyn—2, Cun—s, - ++) Cno- 

Auf diese Weise stellen sich von den a , in (VI) vorkom- 


n n— 
menden Gréssen ve , Vermoge eben dieser — ie 


== 2, 3, . 
nimlich die C;, of als rationale Functionen der » 
“ie 0,1,...,¢—2 


noch iibrigen C;;-, dar, die, weil sie durch die Bedingungen (V1) 


1) - Gleichungen *e—) 


? 
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allein nicht bestimmbar sind, als die willkiirlichen Constanten der 
letzteren figuriren. Und zwar wird der Nenner der genannten rationalen 
Functionen immer nur aus einer Potenz von C;» gebildet, wirend die 
Coefficienten der Ziahler ganze Zahlen sind. 

Aber diese rationalen Functionen der C,;-; reduciren sich that- 
sichlich auf ganze Functionen ihrer Argumente. Denn eine derartige 
Auflésung der Gleichungen (VI) kennen wir von friiher her: es sind 
dies die Coefficienten C der y, in der Entwickelung (Ila) von d,y, 
wobei die C,;-; in die d; iibergehen. Die letzteren Gréssen konnten 
aber, wie das die linearen Functionalgleichungen (V) deutlich zeigen, 
ebenfalls als » willkiirliche und von einander unabhingige Constanten 
aufgefasst werden. Wir sind somit zu dem Ergebnisse gelangt*): 

(n—1) 


» Durch die ™ = quadratischen Relationen (V1) werden die 


Grossen C;,x (; v0 r . fe “ ibs 9) in eindeutiger Weise als ganze, ganz- 
zahlige Functionen der C;;-, definirt. Durch Vertauschung der Ci-1 
mit den d; = i dix gehen die in Rede stehenden C;,, wnmittelbar tiber 
in die entsprechenden Entwickelungscoefficienten (lla) des n‘ Differen- 
tiales von y“. 


Damit erweisen sich wirklich die “— s quadratischen Relationen 


(VI) als fiquivalent mit den -, unter (V) an erster Stelle auf- 
gefiihrten linearen Relationen, wiihrend die noch hinzutretenden Sub- 
stitutionen C,,,-1 = d, beiden gemeinsam sind. 

Es eriibrigt noch die Beantwortung der Frage, in welcher Weise 
die nach Ausschluss der fundamentalen Gleichungen (VI) noch ver- 
bleibenden quadratischen Relationen (8), d. s. die den Werthen 
$= 3, 4,...,” zugehdrigen, von den ersteren abhingen. 

Sei z. B. n=—=3, s—=3, s,—=1, s,—=2, so liefert (8) die eine Relation: 


C39 — Cio C20 =. 


n(n—1) 


Nun ist identisch: 
C1,0(Cs,0 — Ci,0C2,0) = (ro (Coo ~— Cho) + (Ci Cs,0— Ce‘) ’ 
wahrend die Gleichungen: 
C29 — Cio = 9, Cr0Cs0 — Cio = 0 
dem Systeme (VI) angehéren, 
*) Dieser Satz lisst auch den Grund erkennen, warum in den Sitzen (A,), 


(C,), (D,), (E) der voraufgehenden Arbeit der Grésse A, O,_. — e eine funda- 
mentale Rolle zukommt, 
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Sei ferner n= 4, s—4, s, =1, s,—=3, so ergeben sich aus 
(8) zwei Relationen, deren erste lautet: 


Cs — Cro Cs,0 == (. 
Es gilt aber wiederum die Identitit: 


C1,0 C2,0(Cs,0 — Ci,0 C30) = C2,0 Cs,0 (C2,0— Cro) + Cs,0 (Cho Cs,0— C30) 
+ C10 (C20 Cro — Cs0) 


und die gleich Null gesetzten Klammerausdriicke rechter Hand liefern 
gleichfalls Relationen des Systems (VI). In beiden Beispielen ist eine 
Gleichung (8) (s > 2) mit Gleichungen (VI) derart linear verkniipft, 
dass die begleitenden Factoren die Form ganzer ganzzabliger Func- 
tionen der C besitzen. 

Um das Entsprechende aligemein nachzuweisen, und zugleich die 
Mittel zu einer vollstiindigen Aufstellung der fraglichen Verkntipfungen 
zu gewinnen, greifen wir noch einmal auf die Entstehung der Glei- 
chungen (8) zuriick. Die Existenz der letzteren war nur der Ausdruck 
der Thatsache, dass bei der Entwickelung der Differenz 


EE. — En_,, Ens, (Ss, + s,—2,3,...,”) 


nach steigenden Potenzen von f der erste nicht verschwindende Coef- 
ficient der von /"~*+' war. Die genannten Differenzen zerlege man 


ebenfalls in zwei Gruppen, jenachdem s gleich oder grésser als Zwei 
ausfallt : 


(A) EnEn-2 — Ets, (B) En Ens — Ens, En—s, (S=s, +5,—3,4,...,m). 


Wir werden zuvérderst die zwischen den Gruppen (A) und (B) be- 
stehenden Verkniipfungen studiren: dann werden sich diejenigen 
zwischen den Gleichungen (8) (s > 2) und (VI) als eine unmittelbare 
Folge daraus ableiten lassen. 

Aus der Gruppe (B) greife man zuniichst den Theil heraus, der 
erhalten wird, indem man nicht nur ”, sondern auch s je einen festen 
Werth beilegt. Ein solcher Theil umfasst nur Ausdrticke (B) von 
ein und demselben Gewicht g = 2m — s. Alle Individuen des Theiles 
lassen sich offenbar durch blosse Addition aus den folgenden zusam- 
mensetzen : 


E,E,—E,-1E,, E,_,E, —E,-2E,,...,E E —E E 


Sen 2. re = 
(B ) =" 3" svt g-* 
1 
resp.E., & , —E., EW, 
2 2 - 2° 


jenachdem g gerade oder ungerade ist. 
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Bedient man sich des abkiirzenden Zeichens: 


E;, E.., E; 


ty 


ay (es-] a om 6 


ree” |B AE, Ey AER, Ey + AEs, 
wo A einen willkiirlichen, ganzzahligen Parameter bedeutet, so lassen 
sich zwischen den Differenzen (A) und (B,), wofern man in letzteren 





succe. g = 3, 4,...,g nimmt, folgende Beziehungen ansetzen: 
8S ee 0, 2, 3\ _ o. 
98) (* 3 3)— 0 94) (15 4) = 
0, 3, 4\ _ 1, 2,3\_o. 
g=) (1 a 5) = (33 4) = 08 
pie . . . . 2 , 
=9) 0, (O93 9=1) 0, (! a g-2) = —0, (p9—3 »g— 3)=2, 
1g—l, 9 2,9—2,g—1 3,9—3,g—2 
% —3 —1 
+s 4 $41 > >, 
om in =( resp. or 4% =(), 
_ g 
£1, +i $43 om = ’ = 


jenachdem g gerade oder ungerade ist. 

Mittels dieser Beziehungen stellen sich der Reihe nach simmt- 
liche Differenzen (B,) und damit auch siimmtliche Differenzen (B) als 
ganze, lineare (homogene) Functionen von Differenzen (A) dar, wobei 
die Coefficienten gebrochene (ganzzahlige) Functionen der E selbst und 
der willkiirlichen ganzen Zahlen 4,, 4,,4,,... werden. Zugleich ist 
einleuchtend, dass mit den Beziehungen (VII) alle iiberhaupt méglichen 
Relationen zwischen den Ausdriicken (A) und (B) erschépft sind, in- 
sofern jede weitere auf eine Combination jener zuriickfiihrbar sein muss. 

Aber auch die urspriingliche Frage nach der Gesammtheit der 
zwischen den Gleichungen (VI) und (8) (s> 2) herrschenden Relationen 
ist hiermit erledigt, denn es sind dieselben in den Beziehungen (VII) 
implicite enthalten, wie aus Folgendem hervorgeht, 

Die Gleichungen (VI) und (8) (s> 2) fliessen aus der Entwickelung 
der Bildungen (A) und (B), oder einfacher der Bildungen (A) und (B,) 
(g = 3,4,...) mach steigenden Potenzen von /, indem E;E, — E,E, 
erst mit der (k-+-1)'" Potenz von / beginnt, falls & den kleinsten der 
vier Indices i, k, l, m darstellt. 

Nun ist in irgend einer der Beziehungen (VII), etwa der (k-+- 1)'«, 
der letzten zum Gewichte g gehérigen Reihe: 


(13) k, g—(k+2), i one 


g—2 g—3 
k+1,g—&+),  g—k oe 








‘ 
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k der kleinste der sechs auftretenden Indices. Ordnet man also die 
Determinante linker Hand nach den Elementen der letzten Reihe, und 
entwickelt nach Potenzen von f, so verschwinden die Coefficienten 
von f°, f',... bis f* inel. Durch das Verschwinden der Determinante 
wird aber die der Gruppe (B,) zugehérige Differenz E,_,E, —E,_a41) Enya 
vom Gewichte g als lineare ganze Function der ebenfalls zu (B,) ge- 
hérenden Differenz E, (x41) Ex — E,—@42)Exy1 vom Gewichte g — 1 und 
der zu (A) gehdrenden Differenz E,_; E,2+2) — E5—a 41) ausgedriickt. 
Folglich wird auch jede, aus der erstgenannten Differenz nach Friiherem 
iiberhaupt ableitbare Relation (8) linear ausgedriickt durch eine eben- 
solehe, aber von niichst niedrigerem Gewichte, und eine der Relationen 
(VI). Setzt man diesen Process fort, indem man das Gewicht g der 
beziiglichen Differenzen (B,) gentigend weit herunterdriickt, und sub- 
stituirt schliesslich wieder die C statt der [, so gelangt man zu dem 
Satze : 

»Schafft man in den Relationen (8) (s > 2), nachdem noch die 
durch die C ersetat sind, sowie in den Functionalrelationen (V1) alle 
Glieder auf die linke Seite, so ist eine jede der linken Seiten von (8) 
mit einer Anzahl linker Seiten von (V1) durch eine lineare Identitit 
verkniipf{t, deren Coefficienten ganze, ganzzahlige Functionen der C sind. 
Diese Identitiiten sind in den Determinantengleichungen (VII) implicite 
enthalten‘‘. 

Zur Erliuterung moégen die friiher direct behandelten Fille n=3, 
s=3, s,=1, s,—=2 und n=4, s—4, s, —s, 8, —=3 dienen. 

Die beiden ersten Beziehungen (VII) ergeben, wenn man den 
Parameter 4 beidemal gleich Null setzt: 


E,(E,—E,E,) = E,(E,—E€,’) -+ (E,E,—€,”), 
E,(E,—E,E;) = E,(E, — E,E,) + (E,&, —E,’) 
also auch durch geeignete Combinirung: 
E,£,(E,—E,E,) = E,€,(E, —E,”) + E;(E,E;—E,”) + E, (E,E,—,”). 
Setzt man die von / freien Glieder zu beiden Seiten der ersten resp. der 
dritten Identitit einander gleich, so wird man, nach Vertauschung 


der f mit den C, gerade zu den beiden, damals erhaltenen Formeln 
gefiihrt: 


C1,0(Cs0 — C10 C2,0) = C2,0 (C2,0— Ceo) + (Ci0Cs,0— C2) ; 
C19 C20 (Cao — C1,0 C30) = C2,0 Cs,0 (Cxo— Cio) + Cso (C1,0Cs,0 — C20) 
+ C10(C20Cs0— Cy0) . 
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§ 5. 
Zur Begriindung der Bruno’schen Formel. 


Zum Schlusse mége noch ein neuer, kurzer Beweis*) der von 
H. Faa di Bruno gegebenen Grundformel (I) seinen Platz finden, der 
die Form der darin auftretenden Coefficienten zu einer sehr durch- 
sichtigen macht. 


Sei wiederum g eine Function von x, und z eine solche von y. 
on 
Der ne Differentialquotient von @ nach y sei mit 2 ? bezeichnet ; der, 


durch TI(9) dividirte 9 Differentialquotient von g nach « mit Po» 
und analog der, durch TT(k) dividirte ke Differentialquotient von x 
nach y mit 7. 

Endlich bedeute Ay eine beliebige Aenderung von y, Ax die ent- 
sprechende von x und A@® diejenige von . 

— <9 
TT (») dy" 
Taylor’schen Entwickelung von Ag = (a (y+ Ay)) — © (x (y)) . Diese 
Entwickelung kann aber auf doppelte Art vorgenommen werden. Ent- 
weder ersetzt man unter dem Functionszeichen g von vornherein x 
durch seine Function in y und entwickelt direct nach Potenzen von 
Ay: dabei spielt y die Rolle der unabhingigen Veriinderlichen, und 
die Zwischenvariable x ist gleich zu Anfang eliminirt. Oder aber es 
lisst sich Ag = p(x+Az) — p(x) zuniichst nach Potenzen von Ax 
entwickeln, wobei x als unabhingige Veriinderliche fungirt; wird so- 
dann nicht nur z durch die Function x(y) ersetzt, sondern auch 
Aa = «(y+ Ay) — x(y) von Neuem (nach Taylor) nach Potenzen 
von Ay entwickelt und die letztere Entwickelung iiberall in die erst- 
erwahnte eingefiihrt, und wird endlich nach Potenzen von Ay geordnet, 
so resultirt eine Entwickelung von Ag nach Potenzen von Ay, welche 
mit der urspriinglich direct abgeleiteten nothwendig Glied fiir Glied 
iibereinstimmen muss. Die Vergleichung des beiderseitigen Coefficien- 


Die Grosse erscheint als Coefficient von (Ay)" in der 


ten von (Ay)* stellt somit a ganze, rationale Function 


der gm, und 2% _ ? 2, a+? 7 dar. 
, ae 


Man hat demnach zuvoérderst: 


(14) Ay = 9(t+Az2) — 9(x) = >) (Ax)egy. 





*) Das diesem Beweise zu Grunde liegende Princip verdanke ich einer 
giitigen Mittheilung von Herrn R. Dedekind, 
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Die Einfiihrung von y und Ay geschieht durch: 


(15) Ax = x(y+Ay) — x(y) =>) (Ay) an. 
1 
Mithin geht (14) iiber in: 


(16) Ag =>'% {Ay.a, + (Aya, e+ (Ay) ane }e, 


wo auch in den g, nach Ausfiihrung der bez. Differentiation nach x 
das letztere Argument durch seine Function 2(y) in y zu ersetzen ist. 
Auf der rechten Seite von (16) hat man den Coefficienten (Ay)" auf- 
zusuchen. Die daselbst figurirenden Klammerreihen diirfen desshalb 
bei der n' Potenz Ay abgebrochen werden: desgleichen kénnen fiir 
den Exponenten @ nur die Werthe g@ = 1, 2,..., m in Betracht kommen. 


° ° 1 OC Q ° . a s 
Somit wird + mw ay" gleich dem Factor von (Ay)" in der end 


lichen Entwickelung: 





(17) Se me {(Ay) ay + (Ay)?a, + +++ + (Ay)ran}e 


Die letztere wird durch den Polynomialsatz geliefert, wie folgt: 


n wf n TT (e) ky ky kn 
(18) > Pe > (Ay)irttht=taky TE )TT) THE) at ae. + ake, 
: . 
ky thy ++-- +h =e (ki >0) (TO)=—1). 


Soll also hier der Coefficient von (Ay)" herausgehoben werden, so 
sind die Indices k; der weiteren Bedingung zu unterwerfen: 

(19) k, + 2k, +-+--+nk, =n, 

und es page sich schliesslich ee die so eingeschriinkten /;;) 


, 1 ky 
20) aatay gye aOP™ TENT) caTCRy Meme a. 


Dies ist aber die Bruno’sche Forme! (I), wenn man sich noch fiir 
x = 2(y) des Functionszeichens » = y(y) bedient. 





Clausthal, December 1889. 
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as $)° E, (= 8)" e- .. 
(— 1)"E, =(—1) iT) aa" t nach Potenzen von f(x 








Tabelle der Entwickelungscoefficienten von d*y fir n = 1 bis n = 10. 
any Yn Yn-1 Yn—2 | Yn-3 Yn—4 Yn—s 4 n—6 Yn-7 Yn—s \% n—9 
n=1 dy | pare 4. Eee 4 x eS ee : SS ae ee ce: a 
" =? Ds | dy oS Sie eee a. ee ellie — | ee — an. 2 vie = a 
3 n= |d,'\2d,d, d; rhe ee Aes Ts TT od ie — a i 
3 = as 3d? dy\ : 2d, d, +d,’ ‘ie d, —" Se le bi aa — pas 
2 . soa| Opes |. 2 —- - es. et - a) 
= n=d i 4d, d, ’ +3d,d,t_ ee dey | dy = a i ee a ya | - = ; 
ra 3 6 ao 
, n=6 d,° | bd i'd,. 4s easas 34, wis dads 2d, d, s+ 2d,d +a! d, 
2 Paola bd,'dy | 4d'd,-+12d,*dyd, | 3d,°d,4+6d,d,d,| 2d,d,-2d,d, | a ee 
o 7 2% 1 245 
Beall bd ead ada we +Sdiq48dsd|  42dd, | | = 
= pat 3 2 a os 
g nae la, cdy Gad, | Sdy'dy-+20d dyd, | 44 ei ads anid sad, 3 2d, dy-+2 dad, d 
co - 4 f 3 3 
= ai to eed + 15d,‘d,! | | ‘+d, _|+! 2 dydydy-+dy! rakes +2dyd,+d¢ g an a 
‘5 4dy'dy+ t2dy*deds | 5 2g 46d, ded, | 
Sno laplearay Thee, raannna, tanya) “Tiadite EGE oa aseaa, 
3 = i . 401 deat + 20d; d,° 430d, Sal bd,'| +124, ‘ded? H- 3d tds by st, +2 d,+2d,d, : 
s or eo ee ee TS Te am m0. 
a sie i | | Fd,*d,-F 12d,*d_d, 4 a 
| 4 2 6 
3 | Odd bedids Siandde | teddat” |2dbdt edited, Cou 
= n=10/d," 9d,°d 8d "ds 7d,°d 42d ,'dgd, | + 15d,'ds + 30d,3dsid, | + 12d,d,*d, l+6d, dyd,-+6d, did, +2d,d, | dy 
5 ‘ " +284," d,? +35d,'d? | +60d,*d,*d, | 30d.2dod.2 24 d,dydyd I+ 3dq%d,-+3dyd, P 2did 
a as | bibdytdet |, bh 30dsdedst | | P2ddidaded, |b 6 aad +3d,2d, | 124% 
| da! | 4 0dydytds + dy? | +4 dydy-+-4dyta, [T° ‘| 4d, 
a | | --6d,2d,? 
= | 
“a | ’ | ’ Y ’ 
= \C,0 Cas C,. | Cis Cn | C5 Cre Cn7 C8 Cio 
N 
+ d‘« 1 dy 
% i : = ——— = = = 
y Erklirung: d,y ais : d,x Tk’ v= Tha aa! 
bot ' 1 a f(ax) ; P 
Ersetzt man die y,_, durch (—1)' f‘(«), die d, durch f, = Tt . ~ so hat man die Entwickelung von 
x 
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Kintheilung der Strahlencongruenzen 2. Ordnung mit Brenn- 
oder singuliéren Linien. 


Von 


Rupotr Srurm in Mtinster i./W. 


Es ist bekannt, dass Herr Kummer in einer umfangreichen Unter- 
suchung, welche er in den ,,Abhandlungen der Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin aus dem Jahre 1866“ veréffentlichte, eine Abzihlung 
der Congruenzen 2. Ordnung unternommen hat und zwar zuniichst der- 
jenigen, welche Brennlinien haben, und dann derer, welche ohne 
soleche ausgezeichnete Linien sind. 

Den weitaus grésseren Theil der Arbeit nimmt die Behandlung 
der letzteren allgemeineren Congruenzen ein; durch die grundlegenden 
Ergebnisse, welche Herr Kummer fir diese Congruenzen gewonnen 
hat, insbesondere iiber die Zahl ihrer singuliren Punkte, iiber die 
Lage dieser Punkte und ihrer Kegel, iiber die Brennfliichen der Con- 
gruenzen und tiber die Congruenzen, welche mit einer gegebenen Con- 
gruenz 2. Ordnung dieselbe Brennfliiche haben, gehért diese Abhandlung, 
mit welcher ein ganz neues Gebiet der Geometrie erdffnet wurde, un- 
zweifelhaft zu den hervorragendsten geometrischen Schriften unserer Zeit. 

Ihr hoher Werth wird gewiss keine Minderung erleiden, wenn sich 
nun, nach fast 25jihriger Beschiiftigung mit der Liniengeometrie, 
herausstellt, dass die Abziihlung der Congruenzen 2. Ordnung mit 
Brennlinien in der Kummer’schen Abhandlung (§ 4 und 5) nicht 
vollstindig ist. 

Einige gelegentlich gefundene Beispiele von Congruenzen 2. Ord- 
nung mit einer Brennlinie, welche unter die von Herrn Kummer auf- 
geziblten nicht fallen, — ich erwihne hier nur die Congruenz (2, 2) 
mit gerader Brennlinie, welche durch die Geraden des einen von zwei 
collinearen Riumen gebildet wird, deren Punktreihen mit den ent- 
sprechenden im anderen Raume gleich sind*), — veranlassten mich, 
bei der rein geometrischen Behandlung der Congruenzen 2. Ordnung, 


*) Math, Annalen Bd. 28, S. 261. 
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mit der ich zur Zeit beschiftigt bin, die Abzihlung in anderer Weise, 
wenigstens hinsichtlich der Gattung III, vorzunehmen. 

Das Ergebniss dieser, wie ich nun glaube, erschépfenden Ab- 
zahlung erlaube ich mir im Folgenden mitzutheilen; die ausfiihrliche 
Darlegung aber behalte ich mir fiir eine spiitere Verdffentlichung vor. 

Es diirfte wohl richtiger sein, das Wort ,,Brennlinie“ durch 
»singulaire Linie“ zu ersetzen, Denn einen singuliiren Punkt einer 
Congruenz nennen wir ja einen solchen, von dem nicht blos eine 
endliche Anzahl von Congruenzstrahlen ausgeht, sondern oo', welche 
einen Kegel bilden. Nun ist aber doch wohl die Kigenschaft der 
fraglichen Linie, dass sie von jedem ihrer Punkte einen solchen Kegel 
an die Congruenz sendet, wichtiger als die, dass sie der Ort der einen 
Brennpunkte der Congruenzstrahlen ist. 

Die Eintheilung der Congruenzen 2. Ordnung, mit denen wir uns 
hier zu beschiftigen haben, in folgende 3 Gattungen ist fast von 
selbst gegeben: 

' |, Alle Strahlen der Congruenz treffen eine und dieselbe Raum- 
curve zweimal. 


Il. Alle Strahlen der Congruenz treffen zwei verschiedene Curven 
je eimmal. 

Ill. Eine einzige singulire Linie wird von allen Strahlen der Con- 
gruenz getroffen und zwar im Allgemeinen nur einmal. 

Ich habe an anderer Stelle*) erdrtert, dass wir nicht berechtigt 
sind, die Congruenzen der Gattungen I, Ll als solche zu bezeichnen, 
welche nur Brennlinien, nicht eine Brennfliche haben; deshalb be- 
zeichne ich auch die Congruenzen von Ill nicht als solche, welche 
eine Brennecurve und eine Brennfliiche haben. 

Zu | gehért nur eine einzige Congruenz: die der Doppelsecanten 
der Raumcurve 4, Ordnung 1, Art (Lehrsatz VII bei Kummer). 

Bei II haben wir nur zwei Fille (Lehrsatz VIII, IX, X): 

a) Die singuliren Linien sind beide Kegelschnitte, welche zwei 
gemeinsame Punkte haben; die Classe der Congruenz ist 4. 

b) Die eine singulire Linie ist eine Gerade, die andere eine Curve 
n' Ordnung, welche der Geraden (n — 2)-mal begegnet; die Classe 
ist n. 

Diese beiden Gattungen diirften kaum anders zu behandeln sein, 
als es in der Kummer’schen Abhandlung geschehen ist. 

Anders aber ist es mit der Gattung III. Bei dieser bin ich nicht 
davon ausgegangen, neben der singuliren Linie, auf welche sich alle 
Strahlen der Congruenz stiitzen , noch eine Fliche anzunehmen, welche 





*) Festschrift, herausgegeben von der Mathematischen Gesellschaft in Ham- 
burg anlisslich ihres 200jiihrigen Jubelfestes 1890 (Leipzig, Teubner) 8. 61. 
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von ihnen beriihrt wird und die der Ort der zweiten Brennpunkte ist. 
Denn die vollstindige Congruenz der Strahlen, welche diese beiden 
Bedingungen erfiillen, kann zerfallen und unter den Theilcongruenzen 
kénnen sich auch solche 2. Ordnung befinden. Es ist aber nicht 
leicht, diese Fille des Zerfallens alle ausfindig zu machen: von den 3 
moglichen, welche meine Aufzihlung bringen wird, hat Herr Kummer 
nur einen bemerkt. 

Ausserdem giebt es noch eine bemerkenswerthe Art von Con- 
gruenzen, bei denen auf jedem ihrer Strahlen die beiden Brennpunkte 
sich in dem Punkte, in dem er sich auf die singulare Linie stiitzt, 
vereinigen und also eine je im sweiten Brennpunkte von jedem Con- 
gruenzstrahle beriihrte Fliche nicht vorhanden ist. 

Kinen Fall dieser Art hat Herr Kummer gefunden, ohne jedoch 
diese seine Eigenthiimlichkeit hervorzuheben. 

Ich habe vielmehr meine Untersuchung darauf hin gerichtet, dass 
ich fragte, was fiir Kegel von den Punkten der singuliren Curve 
moglich sind, wenn die Ordnung der Congruenz 2 sein, zu der voraus- 
gesetzten singuliiren Linie aber nicht noch eine zweite kommen soll, 
und habe gefunden, dass, wenn die singulire Linie eine Gerade ist, 
dann keine Beschriinkung hinsichtlich der Ordnung dieser Kegel statt 
hat, wenn die singulire Curve aber von hiherer Ordnung ist als 1, 
nur Kegel 1. und 2. Ordnung miglich sind. Danach zerfallt die 
Gattung III in drei Untergattungen: 

Ill,: Die singuliire Linie ist eine Gerade. 

Ill,: Die singulire Linie ist nicht gerade wnd sendet aus jedem 
ihrer Punkte einen Strahlenbiischel zur. Congruenz. 

IIl,: Die singuldre Linie ist ebenfalls nicht gerade wnd sendet aus 
jedem ihrer Punkte einen Kegel 2. Grades zur Congruene. 

Die Congruenzen III, und III, haben noch folgenden bemerkens- 
werthen Unterschied: bei jenen geht durch jeden Punkt der singuliren 
Linie noch ein nicht zum Strahlenbiischel gehériger Strahl der Con- 
gruenz, bei diesen sind — ausgenommen gewisse ausgezeichnete Punkte 
der singuliiren Linie — solche nicht dem Kegel augehérige Congruenz- 
strahlen nicht méglich. 

Ferner ist der Rang der Congruenz, d. i. die Zahl, welche an- 
giebt, wie oft die zwei von einem Punkte ausgehenden Congruenz- 
strahlen mit einer gegebenen Geraden zu demselben Strahlenbiischel 
gehéren, bei den Congruenzen III,, Ill,, I], bez. 

0, n—1, n—2, 
wo » die Classe ist. 

Bei III, haben wir nun folgende Fille: 

1) Die Congruenz 2. Classe der Geraden, welche eine Gerade treffen 
und eine Flaiche 2. Grades beriihren (Lehrsatz XII bei Kummer). 
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2) Die Congruenzen (2 — 2)'e" Classe der Geraden, welche eine 
Fliche uw‘ Ordnung (uw > 2) mit einer (uw — 2)-fachen Geraden 
beriihren (aber nicht auf dieser Geraden) und die Gerade treffen 
(Lehrsatz XV). 


3) Die Congruenzen n' Classe, welche durch alle Strahlenbiischel 
gebildet werden, die einen festen Strahl gemeinsam haben und deren 
Scheitel und Ebenen in einer solchen Correspondenz stehen, dass jeder 
Ebene durch den festen Strahl 2 Punkte auf ihm als Scheitel, jedem 
Punkte aber dieses Strahls n Ebenen durch ihn entsprechen. 

Man koénnte 1) unter 2) subsumiren; doch da sie sich in weiteren 
Kigenschaften unterscheiden, so ist es besser, sie zu trennen. Die 
Congruenzen 3) haben die Kigenschaft, dass, im Allgemeinen, die 
beiden Brennpunkte eines Congruenzstrahls sich in dem Punkte ver- 
einigt haben, in dem er den festen Strahl, der ja singulire Linie ist, 
trifft. Es giebt aber oo' Strahlen in der Congruenz, welche alle ihre 
Punkte zu Brennpunkten haben. 

Jeder Punkt der singuliiren Gerdden sendet bei 1) einen Kegel 
2. Grades, bei 2) einen Kegel (2u — 2)'*" Ordnung, bei 3) einen in 
n Strahlenbiischel zerfallenden Kegel n'** Ordnung zur Congruenz. 

III, liefert uns ebenfalls 3 Fille: 


1) Die Congruenzen n'** Classe der Strahlen, welche einen Kegel 
2. Grades beriihren und eine ebene Curve n'* Ordnung treffen, die in 
einer Tangentialebene des Kegels liegt und (m — 1)-mal durch dessen 
Spitze geht (Lehrsatz XIII specieller Fall). 


2) Die Congruenzen n'* Classe, von denen je zwei zusammen das 
System (4, 2m) der Geraden bilden, welche einen Kegel 2, Grades 
beriihren und eine Curve m'*' Ordnung treffen, welche (n — 2)-mal 
durch die Spitze des Kegels geht und denselben ausserdem noch zwei- 
mal beriihrt (Lehrsatz XIV). 


3) Die Congruenzen n'* Classe der Strahlen, welche einen Kegel 
2. Grades in den Punkten einer auf ihm gelegenen und (x — 2)-mal 
durch seine Spitze gehenden Curve n'* Ordnung beriihren (Lehrsatz 
XVI in der Kummer’schen Abhandlung, jedoch dort nur fiir gerades n 
ausgesprochen). 

Die Congruenz 1. Classe, welche sich bei 1) ergiebt, wenn n = 1 
ist, erhalt man auch bei III, 1), wenn die Fliche 2. Grades ein 
Kegel ist, der die Gerade beriihrt: zur 2. Classe wird sie durch das 
Strahlenfeld in der die Gerade enthaltenden Tangentialebene des 
Kegels erginzt. 

- 2) ist der oben erwihnie von Herrn Kummer bemerkte Fall, dass 
das System aller eine Curve treffenden und eine Flache beriihrenden 
Geraden in zwei selbstindige Congruenzen zerfiallt. 
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Die Strahlen der Congruenzen 3) haben vereinigte Brennpunkte; 
die oo! Strahlen, auf denen alle Punkte Brennpunkte sind, sind die 
Kanten des Kegels, der als Brennfliche nur durch diese Brennpunkte 
zu Stande kommt. 

Bei III, endlich haben wir zunichst 2 Fille zu unterscheiden: 

a) Alle Kegel 2. Grades, die von den Punkten der singuliren 
Linie zur Congruenz kommen, zerfallen in 2 Strahlenbiischel. 

B) Diese Kegel zerfallen im Allgemeinen nicht. 

Zu «) gehéren nur: 

Die Congruenzen 2u'** Classe der Strahlen, die einen Kegel 
2. Grades beriihren und eine ebene Curve w'** Ordnung treffen, welche 
(wu — 1)-mal durch die Spitze geht, aber nicht wie bei III, 1) in einer 
Beriihrungsebene des Kegels liegt (Lehrsatz XIII allgemeiner Fall). 

Mit w =1 greift dieser Fall in III, tiber und liefert einen Special- 
fall von III, 1). 

Bei B) aber kann die Ordnung der singuliren Curve nur 2 oder 3 
sein. Im ersteren Falle zerspalten sich zwei von den erzeugenden 
Kegeln in Strahlenbiischel-Paare, im letzteren aber keiner. Indem 
die Curve 3. Ordnung eben und uneben sein kann, ergeben sich 
3 Fille: 

1) Die singulire Curve ist ein Kegelschnitt s*. Die erzeugenden 
Kegel 2. Grades aus seinen Punkten gehen durch 5 feste Punkte, von 
denen 1 oder 2 auf s* liegen, die iibrigen aber ausserhalb der Ebene, 
jedoch so, dass, wenn 4 ausserhalb liegen, dann 4 solche von den 6 
Verbindungslinien, welche ein windschiefes Vierseit bilden, den Kegel- 
schnitt s* treffen, wenn 3 ausserhalb liegen, 2 von ihren 3 Verbindungs- 
linien es thun. 

Bei der Fliiche 4. Ordnung mit Doppelkegelschnitt und 4 ausser- 
halb desselben befindlichen Knotenpunkten zerféllt die Congrueng (4, 8) 
der Tangenten, welche sich auf die Doppelcurve stiitzen, in zwei Con- 
gruenzen (2, 4) der vorlieyenden Art. 

2) Die singuliire Linie ist eine ebene Curve 3. Ordnung s* mit 
Doppelpunkt. Die erzeugenden Kegel aus ihren Punkten gehen alle 
durch diesen Doppelpunkt und 4 ausserhalb der Ebene gelegene Punkte, 
deren stimmtliche 6 Verbindungslinien die Curve s* treffen. 

Eine Fliche 3. Ordnung mit 4 Knotenpunkten fiihrt 2u dieser 
Congruenz, welche 6, Classe ist. Alle Tangenten derselben, welche sich 
auf den Schnitt einer Ebene stiitzen, erzeugen eine Congruenz (6, 12); 
diese zerfillt in eine (2, 6) und eine (4, 6), wenn die Ebene eine 
Beriihrungsebene der Fliiche ist. 

3) Die singulire Linie ist eine Rawmeurve 3. Ordnung s*. Die 
erzeugenden Kegel aus ihren Punkten gehen durch 4 feste Punkte der 
Curve und beriihren in einem von ihnen eine Sehne derselben oder gehen 
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durch 3 feste Punkte der Curve und beriihren in zweien von ihnen 
Sehnen derselben. 

Die Tangenten einer Regelfliiche 4. Grades mit einer cubischen 
Raumcurve als Doppeleurve, welche sich auf die Doppelcurve stiitzen, 
erzeugen diese Congruenz, welche ebenfalls 6. Classe ist. 

Damit sind die méglichen Fille der Congruenzen 2. Ordnung mit 
singuliren Linien erschépft. Neu hinzugekommen sind die durch den 
Druck hervorgehobenen Congruenzen III, 3) und III, 8) 1), 2), 3), 
von denen diese 3 letzten wohl zu den interessantesten gehéren. 


Minster i./W., den 10, Marz 1890. 


ro 
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I. 
Die Endlichkeit der Formen in einem beliebigen Formensysteme. 


Unter einer algebraischen Form verstehen wir in iiblicher Weise 
eine ganze rationale homogene Function von gewissen Veriinderlichen 
und die Coefficienten der Form denken wir uns als Zahlen eines be- 
stimmten Rationalititsbereiches. Ist dann durch irgend ein Gesetz 
ein System von unbegrenzt vielen Formen von beliebigen Ordnungen 
in den Verinderlichen vorgelegt, so entsteht die Frage, ob es stets 
méglich ist, aus diesem Formensysteme eine endliche Zahl von Formen 
derart auszuwihlen, dass jede andere Form des Systems durch lineare 
Combination jener ausgewiahlten Formen erhalten werden kann, d. h. 
ob eine jede Form des Systems sich in die Gestalt 

F=A,F, + A,F, +--+ + AnFn 
bringen lisst, wo F,, F,, ..., Fi, bestimmt ausgewahlte Formen des 
gegebenen Systems und A,, A,,...,Am irgendwelche, dem niimlichen 
Rationalitiitsbereiche angehérige Formen der Verinderlichen sind. Um 


diese Frage zu entscheiden, beweisen wir zuniichst das folgende fiir 
unsere weiteren Untersuchungen grundlegende Theorem: 





*) Vgl. die vorliufigen Mittheilungen des Verfassers: ,,Zur Theorie der 
algebraischen Gebilde“, Nachrichten v. d. kgl. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, 1888 
(erste Note) und 1889 (zweite und dritte Note). 


Mathematische Annalea. XXXVI. 3 
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Theorem I. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen 
der n Veriinderlichen x,, %,,.++,%n vorgelegt, etwa F,, F,, Fs, ..., 
so giebt es stets eine Zahl m von der Art, dass eine jede Form jener 
Reihe sich in die Gestalt 


F=A,F, + A, FP, + +--+ AnFn 


bringen liisst, wo A,, A,,..., Am geeignete Formen der niimlichen n 
Verdnderlichen sind. 

Die Ordnungen der einzelnen Formen der vorgelegten Reihe sowie 
ihre Coefficienten unterliegen keinerlei Beschriinkungen. Denken wir 
uns die letzteren als Zahlen eines bestimmten Rationalitiitsbereiches, 
so diirfen wir annehmen, dass die Coefficienten der Formen A,,A,,...,Am 
dem niimlichen Rationalititsbereiche angehéren. Was die Ordnungen 
der Formen A,, A,, ..., Am betrifft, so miissen dieselben jedenfalls 
der Bedingung geniigen, dass der mit Hiilfe dieser Formen gebildete 
Ausdruck 

A, F, + A,F, + +++ + AnFin 
wieder eine homogene Function der » Verinderlichen darstellt und 
es sei hier zugleich auch fiir die ferneren Entwickelungen bemerkt, 
dass in allen Fallen, wo és sich um eine additive Vereinigung oder 
lineare Combination mehrerer Formen handelt, die Ordnungen der 
Formen so zu wiahlen sind, dass die Homogenitit der entstehenden 
Ausdriicke gewahrt bleibt. 

In dem einfachsten Falle » = 1 besteht eine jede Form der vor- 
gelegten Reihe nur aus einem einzigen Gliede von der Gestalt ca”, wo 
e eine Constante bedeutet. Es sei in der vorgelegten Reihe c,a™ die 
erste Form, fiir welche der Coefficient c, von Null verschieden ist. 
Wir suchen nun die nichste auf diese Form folgende Form der Reihe, 
deren Ordnung kleiner ist als 7,; diese Form sei c,2 und es ist dann 
wiederum die nichste auf letztere Form folgende Form der Reihe zu 
bestimmen, deren Ordnung kleiner ist als r,; diese Form sei ¢,2”. 
Fahren wir in solcher Weise fort, so gelangen wir jedenfalls spaitestens 
nach r, Schritten zu einer Form F,, der vorgelegten Reihe, auf welche 
keine Form von niederer Ordnung mehr folgt und da mithin eine jede 
Form der Reihe durch diese Form F,, theilbar ist, so ist m eine Zahl 
von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem verlangt. 

Auch fiir den Fall » = 2 lasst sich unser Theorem I. auf ent- 
sprechendem Wege ohne Schwierigkeit beweisen. Es geniige die 
folgende kurze Andeutung dieses Beweises. Wenn die biniiren Formen 
der vorgelegten Formenreihe simmtlich die nimliche biniire Form als 
gemeinsamen Factor enthalten, so schaffen wir zuniichst diesen Factor 
durch Division fort. Es ist sodann stets mdglich, aus den Formen 
der erhaltenen Reihe durch lineare Combination zwei binaire Formen 
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G und H zu bilden, welche keinen gemeinsamen Factor besitzen. Ist 
dies geschehen, so liisst sich jede beliebige binire Form F, deren 
Ordnung nicht kleiner ist als die Summer der Ordnungen der Formen 
G und H in die Gestalt 

F=AG+ BH 


bringen, wo A und B geeignet zu bestimmende Formen sind. Im 
Besonderen ist daher auch jede in der Reihe enthaltene Form, deren 
Ordnung die Zahl r erreicht oder iibersteigt, einer linearen Combi- 
nation der Formen G und H gleich. Was endlich die Formen der 
Reihe anbetrifft, deren Ordnungen kleiner als die Zahl r sind, so 
kann man unter diesen jedenfalls eine endliche Anzahl derart aus- 
withlen, dass alle anderen Formen der Reihe linearen Combinationen 
der ausgewihlten Formen gleich sind. 

Will man in ihnlicher Weise unser Theorem I. fiir den Fall 
ternirer Formen beweisen, so wiirde vor Allem der Noether’sche 
Fundamentalsatz*) von den Bedingungen der Darstellbarkeit einer 
terniren Form durch zwei gegebene Formen anzuwenden sein und 
hierbei wiire dann eine sorgfiltige Untersuchung aller miéglichen 
Ausartungen des durch Nullsetzen der beiden gegebenen Formen defi- 
nirten Werthesystems erforderlich. Da die durch diesen Umstand be- , 
dingten Schwierigkeiten mit der Zahl m der Veriinderlichen immer 
stiirker zunehmen, so schlagen wir zum Beweise des Theorems einen 
anderen Weg ein, indem wir allgemein zeigen, wie sich der Fall der 
Formen von » Veriinderlichen auf den Fall von » — 1 Veriinderlichen 
zuriickfiihren lisst. 

Ks sei f', F,, F,, ... die gegebene Reihe von Formen der » 
Veriinderlichen 2,, 2, ..., Z, und F, sei eine nicht identisch ver- 
schwindende Form von der Ordnung ry. Wir bestimmen dann zuniichst 
eine lineare Substitution der Veriinderlichen 2,, %,,..., Zr, welche 
eine von Null verschiedene Determinante besitzt und ausserdem die 
Form F in eine Form G, der Veriinderlichen y,, y,, ..., Yn derart 
tiberfiihrt, dass der Coefficient von y* in der Form G, einen von Null 
verschiedenen Werth annimmt. Vermdge der niimlichen linearen Sub- 
stitution mégen die Formen F,, F,, ... beziechungsweise in G,, Gs, ... 
iibergehen. Betrachten wir nun eine Relation von der Gestalt 


G, = BG, + BG, +--+ + BnGn, 


wo s irgend einen Index bezeichnet und B,, B,,..., Bm Formen der 
Veriinderlichen y,, y.,...; Yn sind, so geht dieselbe vermége der um- 
gekehrten linearen Substitution in eine Relation von der Gestalt 


*) Vgl. M. Noether, Math. Ann. Bd. 6 und 30, sowie A. Voss, Math. Ann. 
Bd, 27 und L. Stickelberger, Math. Ann, Bd, 30. 


31* 
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F,= A,F, + A,F, +--+ + AnFn 
iiber, wo A,, A,,..., Am Formen der urspriinglichen Verinderlichen 
X1, Lo, ..-,%_ sind, Es folgt daher unser Theorem I. fiir die urspriinglich 
vorgelegte Formenreihe F;, F,, F';, .... sobald der Beweis des Theorems 
fir die Formenreihe G,, G,, G,,... gelungen ist. 

Da der Coefficient von y” in G, einen von Null verschiedenen 
Werth besitzt, so lisst sich der Grad einer jeden Form G, der ge- 
gebenen Reihe in Bezug auf die Veriinderliche y, dadurch unter die 
Zahl r herabdriicken, dass man G, mit einer geeigneten Form 3B, 
multiplicirt und das erhaltene Product von G, subtrahirt. Wir setzen 
dementsprechend fiir beliebige Indices s 


Ge = BG, + IV + IIe HF Irs 
wo B, eine Form der m Veriinderlichen y,, y, ..., Ye ist, wahrend 
die Formen 951, 9:2,--.,9sr nur die n—1 Veranderlichen y,, y.,...,Yn—1 
enthalten. 

Wir nehmen nun an, dass unser Theorem I. fiir Reihen von 
Formen mit » — 1 Verinderlichen bereits bewiesen ist und wenden 
dasselbe auf die Formenreihe g,;,921,93;,-.- au. Zufolge des Theorems I. 
giebt es dann eine Zah] w von der Art, dass fiir jeden Werth von s 
eine Relation von der Gestalt 


G21 = D194; + Ds2Goy Ho = Dae Gut = Us (G41 5 Gory + + +» Jur) 


besteht, wo 0,1, bse, .-., bs, Formen der »—1 Verianderlichen 
Yi> Yoo «+ +) Yn Sind. Wir bilden nun die Formen 


(1) 9S? = Gor — Le Gut, Got, - e9 Jut)s (¢{= ae r) 
woraus sich insbesondere fiir ¢— 1 


(1) 
jn = 


ergiebt. Wir nehmen hierauf wiederum das Theorem I. fiir den Fall 
von » — 1 Veriinderlichen in Anspruch, indem wir dasselbe auf die 
Formenreihe g\:, gs:, gs, -.- anwenden. Zufolge dieses Theorems 
giebt es dann eine Zahl uw“) von der Art, dass fiir jeden Werth von s 
eine Relation von der Gestalt 


(1) (1) (1) (1) © 7a) _ 27,0) 2) (1) 
9s2 ams bsi Giz -E bs 2 Gea , -{- b 9s — I; (912, G22 5 +++ 9 11)) 
besteht, wo bY}, bf}, ..., 6”... Formen der n — 1 Veriinderlichen 


spl) 
Yi> Yo» +++) Yn—1 Sind. Wir setzen nun 


(2) gee = gi? — WP (git, gies Gy, )2 (C= 2,-- 4) 


woraus sich insbesondere fiir ¢ = 1, 2 


gi=90, gh= 








a 


or ~*~ 


—_—_ a 2 a ee 
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ergiebt. Die Anwendung des Theorems I. auf die Formenreihe 


gis, 98, g,.-- fahrt zu der Relation 


g3 _ IS" (gi, gs om (2) ) 


ul2)3 
und setzen wir —_ 
(3) gst - ge — Wn, gsr, rey or) ) (¢=1,2,...,7) 
so folgt insbesondere 


gr =0, go=—0, gii=0. 


Nach wiederholter Anwendung dieses Verfahrens ergeben sich die 
Relationen 


(4) hr = he — EMG, oh, ITM), C= Bea 0) 
Hi —0, gh —0,..4 ghz —0 


und schliesslich erhalt man 


(r—1) r—1)/,(r—1)  (r—1) (r—1) 
Ysr =f (91; » Gar yee J (r—1) ) 
“ue r, 
woraus 


(5) 0 — gc * — yo (gte (r- . . at g" 1) ) (t iia ? 2, r) 


Ir- 1), 
folgt. Durch Addition der Cian (i), (2), (3),.. | (4), 6) er- 
giebt sich 


Gut = Us(Gity Gots + +» Jut) + ng, 92" ei M0) ;) *: 
4 I 0", o 0 el (¢=1,2,...,7). 


Auf der rechten Seite dieser Formel kénnen wir die Formen 


1) (1) (r—1) (r— 1) (r—1) 
We +s yerey Jit 5 Gre sl 
wll)e 


in Folge wiederholter Anwendung der Gleichungen (1), (2), (3), . . ., (4) 
durch lineare Combinationen der Formen g1;, gary +++) Yme ersetzen, 
wo m die grésste von den Zahlen uw, u),..., u’—") bezeichnet. Wir 
erhalten auf diese Weise aus der letzteren Formel ein Gleichungs- 
system von der Gestalt: 


Jat = Csr Gre + Cor oe +++ + ComGme = Kis(Gity Gory +++» Jmt)s 
(¢a== 1,2,..., 7) 
WO Csi, Ce, + + +> Com Wiederum Formen der » — 1 Verinderlichen 
Yi» Yo. »- +> Yai Sind, Maultipliciren wir die letztere Formel mit y”~‘ 
und addiren die daraus fiir {== 1,2,..., 7 entstehenden Gleichungen, 
so folgt wegen 
91 Yr + gay? + +++ + Gor = G, — BG, 

die Gleichung 


ult le 
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G, — BG, =k. (G, — B, G,, G, — BiG, «+5 Gu — BnG,), 


oder, wenn C, eine Form der m Verianderlichen y,, y., .. +, Yn 
bezeichnet 


G, = C,G, + k,(G,, Go, .. + Gm) = D,(G,, G,, ..., Gm); 

d. h. die Zahl m ist fiir die Formenreihe G,, G,, G,,... und folglich 
auch fiir die urspriinglich vorgelegte Formenreihe F,, F,, F;, ... 
eine solche Zahl, wie sie Theorem I. verlangt. Somit gilt unser 
Theorem I. fiir den Fall von m» Veriinderlichen unter der Annahme, 
dass dasselbe fiir Formen von » — 1 Veriinderlichen bewiesen ist. Da 
das Theorem I. fiir eine Reihe von Formen einer homogenen Ver- 
ainderlichen oben bereits als richtig erkannt wurde, so gilt dasselbe 
allgemein. 

Vermége des Theorems I. lasst sich vor Allem diejenige Frage 
allgemein beantworten, welche zu Anfang dieser Arbeit angeregt 
wurde, Es sei nimlich ein beliebiges System von unbegrenzt vielen 
Formen der » Verinderlichen x,,2),..., 2%, gegeben, wobei es frei- 
gestellt ist, ob diese Formen sich in eine Reihe ordneu lassen oder 
in nicht abzihlbarer Menge vorhanden sind. Um ein solches Formen- 
system festzulegen, denke man sich ein Gesetz gegeben, vermége 
dessen ausnahmslos fiir eine jede beliebig angenommene Form ent- 
schieden werden kann, ob sie zu dem Systeme gehéren soll oder 
nicht. Wir nehmen nun an, es sei nicht méglich, aus dem gegebenen 
Formensystem eine endliche Zahl von Formen derart auszuwiihlen, 
dass jede andere Form des Systems durch lineare Combination jener 
ausgewihlten Formen erhalten werden kann. Dann wihlen wir nach 
Willkiir aus dem System eine nicht identisch verschwindende Form 
_ aus und bezeichnen dieselbe mit F',; ferner mége F’, eine Form des 
Systems sein, welche nicht einem Producte von der Gestalt A, F; 
gleich ist, wo A, eine beliebige Form der » Veriinderlichen «,,2,.,..., Zp» 
bedeutet; J’, sei eine Form des Systems, welche sich nicht in die 
Gestalt A, F, + A,/’, bringen lasst, wo A, und A, wiederum Formen 
VON %,, %),.-., %, sind. Entsprechend sei F’, eine Form des Systems, 
welche sich nicht in die Gestalt A, F, + A,F, + A, 7, bringen lisst 
und wenn wir in dieser Weise fortfahren, so gewinnen wir eine 
Formenreihe F,, F,, F;,..., welche zu Folge der gemachten An- 
nahme im Endlichen nicht abbrechen kann und in welcher trotzdem 
keine Form durch lineare Combination der vorhergehenden Formen er- 
halten werden kaun, Dieses Ergebniss widerspricht unserem Theorem I. 


und da somit die vorhin gemachte Annahme unzulassig ist, so erhalten 
wir den Satz: 


Aus einem jeden beliebig gegebenen Formensysteme liisst sich stets 
eine endliche Zahi von Formen derart auswihlen, dass jede andere 











Ueber die Theorie der algebraischen Formen. 479 


Form des Systems durch lineare Combination jener ausgewdhlten Formen 
erhalten werden kann. 

Wir betrachten insbesondere solche Formensysteme, denen die 
Kigenschaft zukommt, dass jedes Product einer Form des Systems mit 
einer beliebigen anderen, nicht nothwendig zum System gehérigen Form 
sowie jede in den Veranderlichen x,, 2,,..., 2% homogene Summe 
von solchen Producten d. h. jede lineare Combination von Formen des 
Systems wiederum dem Systeme angehért. Ein solches System von 
unbegrenzt vielen Formen heisst ein Modul und somit lehnen diese 
Auseinandersetzungen, soweit sie spiterhin die Theorie der Moduln 
betreffen, an diejenige Bezeichnungsweise und Begriffsbestimmung an, 
welche L. Kronecker in der von ihm begriindeten und neuerdings 
systematisch ausgebildeten Theorie der Modulsysteme*) anwendet. Doch 
ist hervorzuheben, dass im Unterschiede zu den von L. Kronecker 
behandelten Fragen bei unseren Untersuchungen, vor Allem in Ab- 
schnitt III und IV dieser Arbeit, die Homogenitat der Functionen 
des Moduls eine wesentliche und nothwendige Voraussetzung bildet. 
Sprechen wir den vorhin bewiesenen Satz insbesondere fiir einen Modul 
aus, so erhalten wir unmittelbar den folgenden Satz: 


Aus den Formen eines beliebigen Moduls liisst sich stets eine endliche 
Anzahl von Formen derart auswihlen, dass jede andere Form des Moduls 
durch lineare Combination jener ausgewdhlten Formen erhalten werden 
kann. 

Um fiir diesen Satz ein anschauliches Beispiel zu gewinnen, nehmen 
wir eine algebraische Raumcurve als gegeben an und fragen nach dem 
vollen Systeme der diese Raumcurve enthaltenden algebraischen Flichen. 
Da die linken Seiten der Gleichungen dieser Flichen quaternire For- 
men sind, welche durch lineare Combination Formen des nimlichen 
Systems ergeben, so bilden diese Formen einen Modul und der obige 
Satz erhalt mithin fiir diesen besonderen Fall die folgende Deutung: 


Durch eine gegebene algebraische Rawumcurve liisst sich eine endliche 
Zahl m von Flichen 


F,=0, F,=0,..., Fx=0 
hindurchlegen derart, dass jede andere die Curve enthaltende algebraische 
Fliche durch eine Gleichung von der Gestalt 

A, F, + A,F, + ++ An Fin = 0 


*) Vgl. L. Kronecker, Crelle’s Journal, Bd. 92, pag. 70—122, Bd, 93, 
pag. 365—366, Bd, 99, pag. 329—371, Bd. 100, pag. 490 —510. Berliner 
Sitaungsberichte, 1888 pag. 249 —258, 263 —281, 331-352, 379-396, 615-— 648; 
und ferner: R. Dedekind und H. Weber, Crelle’s Journal, Bd. 92, pag, 181— 235, 
sowie J. Molk, Acta mathematica Bd. 6, pag. 50— 165. 








| 
| 
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dargestellt werden kann, wo unter A,, A,,..., Am quaterndre Formen 
su verstehen sind*). 


Beispielsweise sei eine cubische Raumcurve durch die Gleichungen 


x, = §,, 

tL, = £76 
(®) tL, = &, 6,7, 

“64> g.5 


gegeben, wo 2,, %,%3,%, die homogenen Coordinaten ihrer Punkte 
und &,, & die homogenen Parameter sind. Durch diese Raumcurve 
gehen die 3 Flachen 


F,=0, F,=0, F,=—0 

hindurch, wo 

F, = 1,2, — 2,7, 

FP, = £_%, — %, 24, 

FP, = 2%, — x3? 
quadratische Formen bedeuten, von denen keine durch lineare Com- 
bination der beiden anderen erhalten werden kann. Um nun zu zeigen, 
dass auch jede andere die Raumcurve enthaltende Fliche sich durch 
eine Gleichung von der Gestalt 

A, F, + A, F, + A; F, =0 


darstellen lisst, nehmen wir an, es sei 


Fm DC pane, SGM 


eine Form, welche bei Anwendung der Substitution (6) identisch gleich 
Null wird. Mit Hiilfe der Congruenzen 


L, %y = 2,7, (F,, F,, F3), 
2, %,=4,4,, (F,, F,, Fs), 
LL, = 2,7, (F,, F., Fs) 


kénnen wir setzen 


(1) F='C, chap +>) 6, hab SC, ae ae, (Fy Py Py), 


worn Cy, x,, C2,2,, Cun, Wiederum gewisse Zahlencoefficienten bedeuten. 
Ausserdem darf angenommen werden, dass keiner der beiden Expo- 
nenten A, und A, gleich Null ist, da entgegengesetztenfalls das be- 
treffende Glied sich aus der zweiten Summe entweder in die erste oder 


*) Die hier erledigte Frage nach der Endlichkeit der eine Raumcurve ent- 
haltenden Flichen wirft bereits G. Salmon in seinem Lehrbuche auf; vgl. ana- 
lytische Geometrie des Raumes, Theil II, 79, 
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in die dritte Summe hineinziehen lasst. Wegen der Homogenitit der 
rechten Seite von (7) ist 


Hy FX, = A, + Ay = Uy + My 


3m, + 2u, > 2A, + A; > Uy. 
Fiihren wir jetzt vermége der Gleichungen (6) die Parameter &,, &, 
in der rechten Seite von (7) ein, so erkennen wir, dass keines der 
so entstehenden Glieder C§{' & sich mit einem in der nimlichen oder 
in einer anderen Summe entstehenden Gliede vereinigen kann und da 
andererseits der Ausdruck auf der rechten Seite von (7) nach jener 
Substitution (6) verschwinden soll, so sind nothwendigerweise die Coeffi- 


cienten C,,x,, Ca,2,, Cu,u, simmtlich gleich Null. Aus der Congruenz 
(7) erhalten wir somit 


und hieraus folgt 


F=0 (F,, F,, F;) 


F=A,P, + A, FP, + A; F;. 

Kine anderweitige Verwendung finden unsere allgemeinen Ent- 
wickelungen in der Theorie der Gleichungen, wenn man nach den- 
jenigen ganzen homogenen Functionen der Coefficienten einer Gleichung 
fragt, welche verschwinden, sobald die Gleichung eine gewisse Anzahl 
vielfacher Wurzeln besitzt. Da das System aller dieser Functionen 
einen Modul bildet, so erhalten wir den Satz: 

Es giebt eine endliche Anzahl von ganzen homogenen Functionen 
der Coefficienten einer algebraischen Gleichung, welche verschwinden, 
sobald die Gleichung eine gegebene Zahl vielfacher Wurzeln erhilt und 
aus welchen sich eine jede andere ganze Function von derselben Eigen- 
schaft in linearer Weise zusammensetzen liisst. 

Sollen beispielsweise alle diejenigen homogenen Fuuctionen der 
Coefficienten 2,, 7%, %3, %,, %, der biniiren Form 4' Ordnung 


p = %,6,* + 4a, 6,°§) + 605 8,76,? + 40,8,8,° + x5 6", 
angegeben werden, welche verschwinden, sobald die Form @ eine 


volle 4'° Potenz wird, so bedarf es dazu der folgenden 6 quadratischen 
Formen 


oder 


F, = 2,23 — 2,”, 
Py, = &,%, — Lys, 
Fy, = &,&, — X_X,, 
Fy, = 4,2, — 2;°, 
Fy; = %2h, — Uy, 
Fy = ta", — 4°, 
und man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeit auf dem entsprechenden 


Wege wie vorhin, dass jede andere Function F’ von der verlangten 
Kigenschaft in die Gestalt 
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F=A,F, + A,F,+---+ AF, 
gebracht werden kann, wo A,, A,,..., A, homogene Functionen von 
X1y Zo, By, %,, X, sind. 

Will man zweitens alle diejenigen homogenen Functionen der 
Coefficienten von m angeben, welche verschwinden, sobald die binire 
Form » ein volles Quadrat wird, so ist es néthig, die folgenden 7 
Functionen zu bilden 

FP, = 2° a, — 3x, 2,2, + 22,3, 

FP, = 2,74, + 2%,2,2, — 94,2,’ + 62,72, 

F, = 42,4, — 34, 2%,%, + 22,7x,, 

PF, = 4 — %,° 45, 

Fi, = &,%,%, — 3%, H%,%, + 2a, 2,°, 
LX" + 2%, %,, — 9x? a, + 6a, 2,,, 

F, = 2,2,? — 32,%,x, + 22,3. 
Diese 7 Functionen stimmen im wesentlichen iiberein mit den Coef- 
ficienten der Covariante 6'* Ordnung und 3'" Grades von g und 
hieraus lisst sich durch ein invariantentheoretisches Schlussverfahren 
zeigen, dass jede andere homogene Function von der verlangten Kigen- 
schaft in die Gestalt 

A, F, + A,F, +: a + 4,F; 

gebracht werden kann, wo A,, A,,..., A, wiederum homogene Func- 
tionen sind. 

Von allgemeinerer Natur und iiberdies von principieller Bedeutung 
fiir die spiterhin folgenden Untersuchungen ist der folgende Satz: 

Sind F,, F,,..., Fw gegebene Formen der n Verénderlichen 
Ly, Ly, +++, Ln, SO existirt stets eine endliche Zahl m® von Formen- 
systemen 


SS 


X, =X, X,—Xy,-..,X w= xX 


m mai, 


x, ac x, haar + sp pee 


m2, 


x, = a x, = ae » Xa) = Xa) (2), 
welche siimmtlich die Gleichung 
F,X, + FF, X, +--+ + Fat) Xn) = 0 
identisch befriedigen und durch welche jedes andere jener Gleichung 
geniigende Formensystem in der Gestalt 
X, =A 1X + A,X), +:-:-+A4 m2) X4n(2) , 
vl =A 1 Xo, +A 2 Xo» +: nae A.) Xan 


Res ni) = A Co + A isis + so dun ae mi), 
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ausgedriickt werden kann, wo A,, A,,..., A,,2) ebenfalls Formen der 
Veriinderlichen 2%, , %_,-.. +, Ln sind, 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf unseren allgemeinen Ent- 
wickelungen tiber die Endlichkeit der Formen eines beliebigen Systems. 


Es sei X,, X,,..., X,q) irgend ein Lésungssystem der vorgelegten 
Gleichung 


F,X, + FX, + +++ + Fy X= 0 
und in jedem solchen Lésungssysteme werde insbesondere die letzte 
Form X, 1) ins Auge gefasst. Auf Grund unserer friiheren allgemeinen 
Siitze ist es dann moéglich, aus der Gesammtheit dieser Formen X, (1) 


m 


eine endliche Zahl w von Formen X,«,, X,ayg> +++) Xp) » derart 
auszuwahlen, dass jede andere solche Form in die Gestalt 
X40) = Ay Xap, + Ae’ Xayg + +++ + Ap Xa, 
gebracht werden kann. Bilden wir nun die Formen 
X; = X, — A; Xi — A, Xig— +--+ — AX (t= 1,2,...,m"), 
woraus sich insbesondere fiir ¢ = m) 
Xiu) = 0 
ergiebt, so erkennen wir, dass jeder Lésung X,, X,,..., X,q) der 


urspriinglich vorgelegten Gleichung eine Lésung X,’, X,’,..., Xm(—-1 
der Gleichung 


FX) + FLX +--+ + Fywy_, X,_, = 9 
entspricht und es liasst sich offenbar auch umgekehrt jede Liésung der 
urspriinglich vorgelegten Gleichung durch Combination aus den u 
Lésungssystemen 


X, = Xis, X, —e Xa, ts X,,(1) — Xs (s=1,2,.. “H) 


und aus einem Lisungssystem der eben erhaltenen Gleichung zusam- 
mensetzen. Die letztere Gleichung enthailt aber nur m — 1 zu be- 
stimmende Formen und wenn folglich der oben ausgesprochene Satz 
fiir eine solche Gleichung als richtig angenommen wird, so ist derselbe 
auch fiir die vorgelegte Gleichung bewiesen. Nun gilt unser Satz fiir 
m) == 1, da die diesem Falle entsprechende Gleichung 
F, X, = 0 

offenbar gar keine Lisung besitzt und damit ist der Beweis allgemein 
erbracht. 

Als Beispiel diene die Gleichung _ 

(a, — 2,7) X, + (x3 — &, 44) X, + (%, 4, — x?) X, = 0, 
wo als Coefficienten die nimlichen 3 quadratischen Formen auftreten, 


auf welche wir oben bei Behandlung der cubischen Raumcurve gefiihrt 
wurden, Wir erkennen leicht, dass aus den beiden Loésungssystemen 
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X,=%;, X,—2,, X,=—4%, 

X,=%, X,—2,, X,—2, 
sich jedes andere Lésungssystem jener Gleichung zusammensetzen lisst. 
Denn bezeichnet X,, X,, X, irgend ein Lésungssystem, so kann man 
zuniichst mit Hiilfe des ersteren der beiden Lésungssysteme alle die- 
jenigen Glieder in der Form X, wegschaffen, welche z, als Factor 
enthalten und hierauf lassen sich mit Hiilfe des zweiten Lésungssystems 
alle mit z, multiplicirten Glieder in X, beseitigen, sodass in dem nun 
entstandenen Lésungssysteme X,’, X,’, X, die Form X,’ von 2, und 
x, unabhiangig ist. Setzen wir jetzt in der identisch erfiillten Relation 


(2, — 2,7) X + (w,%, — 4,2) X,’ + (x, x, — x,*) Xj’ = 0 
“,=0 und z,=—0 ein, so ergiebt sich X,’ =O und hieraus folgt 
dann 

X, = A(x,%,—%,"), Xj = A(x,%,—%,25), 
wo A eine beliebige Form der Verinderlichen z,, x,, z,, 2, bedeutet. 
Auch das so erhaltene Lésungssystem ist eine Combination jener beiden 
vorhin angegebenen Lisungssysteme, wie man erkennt, wenn man das 
erstere Lésungssystem mit Awz,, das zweite mit — Az, multiplicirt 
und dann die entsprechenden Formen addirt. 

Als zweites Beispiel wihlen wir die Gleichung 

FX, + FLX, +--+ + FX, =9, 
wo F,, F,, ..., F, die oben angegebenen 6 quadratischen Formen 
der 5 Veriinderlichen x,, 7, 73, %,, 2, bedeuten, Man erhiilt die 
folgenden 8 Lisungen 


X,=a;, X,——*, X;,—=—2,, X= 2, X,—0, X— 0 
X,=%,, X,=—2#,, X,=—2, s= t, X,=0, X— 0 
X,=—2,, X= 0, X,——2,, X,— 0, X—2,, X— 0 
X,=0, X,— 2x, X= 0, Xy=—mM, X,—2,, X— 0 
X,=0, X,— 2, X,——z2z,, X— 0, X—0, X— x, 
X,=0, X= 4, X,——-2,, X= 0, X=0, X= XH, 
X,=0, X= 0, X= 4, Xy=——x, X—a,, X——xz,, 
X,=0, X— 0, X,— -« 


5? 


X,=—2,, X,=—%,, X,——s;, 


und man zeigt dann in derselben Weise wie in ersterem Beispiele, 
dass jede andere Lésung durch Combination aus diesen erhalten wer- 
den kann. 

Wir haben vorhin die Endlichkeit des vollen Systems von Lésungen 
fiir den Fall bewiesen, dass es sich um eine einzige Gleichung handelt. 
Aber die dort benutzte Schlussweise iibertriigt sich unmittelbar auf 
den Fall, in welchem mehrere Gleichungen von der in Rede stehenden 
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Art gleichzeitig zu befriedigen sind. Wir sprechen daher den all- 
gemeineren Satz aus: 


Wenn ein System von m Gleichungen 

Fu X, + Fe X, + +--+ Fy Xm = 9 (¢=1,2,....m) 
vorgelegt ist, in welchem die Coefficienten F.., Fe, ..., Fy gegebene 
Formen von n Veriinderlichen und X,, X,,..., X,,a) m) su bestimmende 
Formen sind, so besitet dasselbe stets eine endliche Zahl m® von Lisungs- 
systemen 

X, = Xi, X, = X,,..-, X= X ww, (—1,2,...,ml) 
derart, dass jedes andere Lisungssystem in die Gestalt 

X, = A, Xn + A, Xie + ahha 3 A, X,,,(2) (l= 1,2,...,m) 


gebracht werden kann, wo A,, A,,..., A,,2, ebenfalls Formen der 
n Verdnderlichen sind*). 


I. 
Die Endlichkeit der Formen mit ganzzahligen Coefficienten. 


Die siimmtlichen bisher abgeleiteten Sitze beruhen wesentlich auf 
dem Theoreme I des vorigen Abschnittes. Wihrend wir dort die in 
den Formen auftretenden Coefficienten als Zahlen eines beliebigen 
Rationalitiitsbereiches annahmen, so wollen wir nunmehr den Fall in 
Betracht ziehen, dass dieselben durchweg ganze Zahlen sind. Dem- 
entsprechend lasst sich jenem Theoreme I eine weitergreifende Fassung 
geben, welche dasselbe auch fiir Anwendungen auf zahlentheoretische 
Untersuchungen geeignet macht und, wie folgt, lautet: 

Theorem II. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen 
F,, F,, Fy,... mit ganzzahligen Coefficienten und von beliebigen 
Ordnungen in den n homogenen Veriinderlichen x,, 2, ..., %» vorgelegt, 
so giebt es stets eine Zahl m von der Art, dass eine jede Form jener 
Reithe sich in die Gestalt 


FP=A,FP, + AF, + +++ + AnFn 
bringen lidsst, wo A,, A,,..-, Am ganzzahlige Formen der niim- 
lichen n Vertinderlichen sind. 
Wie man sieht, wird hier im Unterschiede zu der friiheren Fassung 
des Theorems verlangt, dass in gleicher Weise wie die gegebenen 
Formen F,, F,, F;,... auch die bei der Darstellung zu verwenden- 


den Formen A,, A,,..., A» Formen mit ganzzahligen Coefficien- 
ten sind. 

*) Dieser Satz ist fiir eine nicht homogene Veriinderliche von L. Kronecker 
in seinem Beweise fiir die Endlichkeit des Systems der ganzen algebraischen 
Gréssen einer Gattung zur Geltung gebracht; vgl. Crelle’s J. Bd. 92, 8. 18, 
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Die zum Beweise des Theorems I angewandte Schlussweise reicht 
zum Beweise des Theorems II nicht mehr aus. Denn das friihere 
Verfahren beruht darauf, dass wir die Grade der Formen F,, F,... 
in Bezug auf die eine Veriinderliche x, durch geeignete Combination 
mit der Form fF’, unter die Ordnung r von F, herabdriickten. Sollen 
hierbei keine gebrochenen Zablen eingefiihrt werden, so muss der 
Coefficient von 2” in F’, nothwendig gleich der positiven oder negativen 
Einheit sein, was im Allgemeinen nicht der Fall ist und auch durch 
lineare ganzzahlige Transformationen der Verinderlichen nicht immer 
erreicht werden kann. Es bedarf daher zum Beweise des Theorems II 
einer neuen Schlussweise und durch diese gewinnen wir offenbar 
zugleich fiir Theorem I einen zweiten Beweis. 

Wir bezeichnen allgemein mit /,,e die von der Veriinderlichen 
a, freien Glieder der Form F,; sind dann alle Formen der unend- 
lichen Reihe /,, f., f, - . - identisch Null, so setzen wir 


FO a F,, (e=1,28,...) 


im anderen Falle sei f, die erste von Null verschiedene Form der 
Reihe /,,/2, /3,-.+, ferner fz die erste Form derselben Reihe, welche 
nicht einem Producte von der Gestalt a, /. gleich ist, worin a, eine 
ganzzahlige Form der Veriinderlichen 2, , 7,..., %,—1 bedeutet; /, sei 
die erste Form jener Reihe, welche sich nicht in die Gesalt a./. +- ap/3 
bringen laisst, wo a, und 6, wiederum ganzzahlige Formen von 
%,»XL_,.+-+, %n—1 Sind und in dieser Weise fahren wir fort. Wire nun 
unser Theorem II fiir den Fall von » — 1 homogenen Veriinderlichen 
bereits bewiesen und beachten wir, dass in der gewonnenen Formen- 
reihe f., fz, fy,--- keine Form durch lineare Combination aus den 
vorhergehenden Formen erhalten werden kann, so folgt, dass diese 
Formenreihe nothwendig im Endlichen abbrechen muss. Es sei dem- 
gemiiss f, die letzte Form dieser Reihe, so dass stets 


fs = Gasfa + Upsfp +o*-+ ash = be( fos fp,---, ft), (S=1,2,3,...) 
gesetzt werden kann, WO des, Gs,.--, Gas ganzzahlige Formen von 
Ly, Ly, ++) %e—1 Sind. Bilden wir nun die Ausdriicke 
FO = F, —1,(Fa, Fp,..., Fi), (s=1,2,3,...) 

so sind dies Formen der » Veriinderlichen x,, «,,..., 2%», von denen 
jede die Verinderliche x, als Factor enthailt. Wir bezeichnen all- 
gemein mit 2, /,") diejenigen Glieder der Form F,, welche lediglich 
mit der ersten Potenz von 2, multiplicirt sind und betrachten die 


Formen f,, f:, fy, ... der m — 1 Verinderlichen 2,, 7,..., %n-1- 
Verschwinden diese Formen siimmtlich, so setzen wir 


FO = FY, (s—=1,2,3,...). 
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Ist dagegen jede Form der Reihe /,“), f,", f,,... eine lineare Com- 
bination der Formen f,, fg, ..-; fa, wie folgt 


Jape t a fetta fesfeseeeafy (6123-9) 


so setzen wir 
F® — FY _ (tn Fa tn Fray. . +s Xn F)). 


In jedem anderen Falle sei £0) die erste nicht durch lineare Combi- 
nation aus fa fs,+-., fa hervorgehende Form der Reihe /,", /,, f,@,... 
ferner sei ft (i) die erste Form dieser Reihe, welche keiner Sentitis 
Cesciiiasilien der Formen fz, fg, .- +, fry £ gleich ist und ee 
f vi) die erste nicht durch lineare Combination von fo, fy, . ofa hh, fyi a(l) 
hervengehende Form ye namlichen Reihe. Die so entstehende Formen- 
reihe fz, fp>+ +) fay fA); as f,u\, .. + bricht unter der vorhin ge- 
machten Annahme nothwendig im Endlichen ab, und wenn fi) die 
letzte Form der Reihe bezeichnet, so finden wir stets 


{= e (fa; fas be tend fay fh, fs sey AE (s=1,2,3, ve .) 


wo I” eine lineare homogene Function jener Formen bedeutet, deren Coeffi- 
cienten selber ganzzahlige Formen der n—1 Veranderlichen 2, , 2,,...)%»—1 
sind. Setzen wir daher 


F,” == FY” — we (Fe, Xn Fs,.. ) Ini, F\}), Fx, eoey FX), 
so besitzen die so entstehenden Formen F,®) der n Verinderlichen 
%,%,+++, 2» simmtlich den Factor 72. Wir bezeichnen demgemiiss 
allgemein mit 2? f@) diejenigen Glieder der Form F’,®), welche lediglich 
mit der zweiten Potenz der Verinderlichen 2, multiplicirt sind und 
betrachten die Formen /,®), f,®), f,©,... der » — 1 Verinderlichen 
XZ, Ly,..+,Xn-4. Sind diese Formen nicht simmtlich Null oder lineare 
Coatneieom der Formen fa; fs,+- +) fas fQ), fits . + +) fyi) 80. be- 
zeichne £2 (2) die erste nicht in dieser Weise durch lineare Combination 
entstehende Form a Reihe; desgleichen sei f\%) die erste nicht 
durch fx, fp, ++ +» fay FQ), fie . + +) fd, £{% linear darstellbare Form 
in derselben Reihe. Das in dieser Weise eingeleitete Verfahren muss 


wiederum nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen abbrechen, 
vorausgesetzt, dass unser Theorem II fiir den Fall von » — 1 Ver- 


iinderlichen richtig ist. Bezeichnet demgemiiss /,3} die letzte durch 
jenes Verfahren sich ergebende Form, so wird stets 


2) 708 1) pit) Wp) pe) pe 
fo DS (fay fits «Pash ys Fults «+a Fadtdy Fae)s Fes 9f 3a) » (8=1, 2,3, .) 
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wo 1, eine lineare homogene Function bedeutet, deren Coefficienten 

selber ganzzahlige Formen von 2,, %,,..., ,—1 sind. Setzen wir daher 
3 2 2) 2 2y 2 (1) (1) (1) 

F re F: P18 i (ai F.., dn Fp ,-. oe ye oe (1)) Bn Fy y +++) tn Fy), 


a 


FS), Fria), ar) Fi), (s=1, 2 ,S,..-), 


so besitzen die so entstehenden Formen F,") sph den Factor 


a2. Wir bezeichnen wiederum allgemein mit 22 /,” diejenigen Glieder 
der Form F,°), welche mit keiner héheren als der dritten Potenz 
von Z, multiplicirt sind und gelangen so zu einer Formenreihe 
fi, fr, fr, ..-, welche in entsprechender Weise einer weiteren 
Behandlung zu unterwerfen ist. Es ist klar, wie die fortgesetzte 
Wiederholung des angegebenen Verfahrens zu der folgenden Formen- 
reihe fiihrt 


£2), Ppey oc eg fiw, KOs fates ae | ant oe ys oe 
WO %,T,... gewisse ganze positive Zahlen bedeuten und keine der auf- 
tretenden Formen einer linearen Combination der vorhergehenden 
Formen gleich ist. In Folge des letzteren Umstandes muss auch jene 
Reihe im Endlichen abbrechen, vorausgesetzt, dass unser Theorem II 
fiir den Fall von » — 1 Veriinderlichen richtig ist. Wir bezeichnen 
die letzte Form jener Reihe mit pm und zeigen nun, dass jede Form 


in der urspriinglich vorgelegten Formenreihe F,, F,, F, ... einer 
linearen Combination der Formen 


(a (2) 7» (7) (z) (rz) (w) Ar (@) (a) 
(8) Piayy Fis +++ yim)» Fas F | F F vie Fie 


pitiacess ai™)? plm)s sea gi) 
gleich wird. Ist niimlich F’, irgend eine Form der urspriinglich vor- 
gelegten Formenreihe und r die Ordnung dieser Form in Bezug auf 
die Veriinderlichen 2,, 7,,..., %,, 80 betrachten wir die Gleichungen 
Fev =]FO — 1, 
PY oamm Fe na L,°-»), 
PY = PF, —~ L, 


wo 1”, i(°-), ..., 4, lineare Combinationen der eben vorhin an- 
gegebenen Formen (8) sind. Da ferner die Form F’+» eine homogene 
Function von der Ordnung r ist und in Folge ihrer Bildungsweise 
durch 27+ theilbar ist, so ist sie nothwendig identisch gleich Null 
und aus den obigen Gleichungen folgt, dass auch F, eine lineare Com- 
bination der vorhin angegebenen Formen (8) ist. Diese Formen (8) 
ihrerseits sind nun aus den Formen 


s 
F in); Pa) y-++) Pym, F ia) P gea)y 000 Py ye  F (a) 9 F (wy ++ Fy) 


durch lineare Combination entstanden und es ist daher offenbar 
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m = 4) eine Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem II 
verlangt. Das Theorem II ist mithin fiir » Veriinderliche bewiesen, 
unter der Voraussetzung, dass dasselbe fiir » —1 Veriinderliche gilt. 

Es bedarf jetzt noch des Nachweises, dass das Theorem II fir 
Formen ohne Veriinderliche d. h. fiir eine nicht abbrechende Reihe 
-von ganzen Zahlen ¢,, ¢,, ¢,,... gilt. Um diesen Nachweis zu 
fiihren, nehmen wir an, es sei ¢, die erste von Null verschiedene Zah! 
der Reihe es sei Samer cy’ die niichste Zahl der Reihe, welche nicht 
durch ¢, theilbar ist. Wir bestimmen dann den gréssten gemeinsamen 
Theiler ¢,,' der beiden Zahlen ¢, und cy; detesthe ist jedenfalls kleiner 
als der absolute Werth von c,. Wenn es nun noch eine Zahl ¢,+ in 
jener Reihe giebt, welche nicht durch ¢,,° theilbar ist, so bestimmen 
wir den gréssten gemeinsamen Theiler ¢,,’. der beiden Zahlen c¢, w 
und ¢, und es ist dann ¢,,” kleiner als ¢,. Auf diese Weise 
ergiebt sich die Zahlenreihe ¢,, Cuw, Cun'e",-++, in welcher jede Zahl 
kleiner ist als die vorhergehende. Kine solche Reihe bricht nothwendig 
im Endlichen ab und es sei ¢,,....,(x die letzte Zahl jener Reihe. 


Diese Zahl ist der grésste gemeinsame Theiler der Zablen c, , ¢,,, oy lylx) 


und es lassen sich daher ganze positive oder negative Zahlen a, a’, ..., a) 
derart finden, dass 


Crap ---pl®) = AC, WC, +++ fae ie) 

wird. Da andererseits jede Zahl der urspriinglich vorgelegten Reihe 
C1, Cg) €3,. +. ein Vielfaches der Zahl Cup’) St, 80 wird m = uw) 
eine Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem II verlangt. 

Aus dem eben bewiesenen Theoreme lassen sich ohne Schwierig- 
keit alle diejenigen Siitze entwickeln, welche den in dem ersten Ab- 
schnitte aus Theorem I abgeleiteten Siitzen entsprechen. Wir wollen 
jedoch in dieser Richtung die Untersuchung nicht fortfiihren, sondern 
uns im Folgenden lediglich auf die Behandlung solcher Fragen be- 
schriinken, welche in den Wirkungskreis des Theorems I fallen. 


IIT. 
Die Gleichungen zwischen den Formen beliebiger Formensysteme. 


Wir kniipfen an die Entwickelungen in Abschnitt I an und denken 
uns demgemiiss im weiteren Verlaufe der Untersuchung die Coefficienten 
der in Betracht kommenden Formen nicht speciell als ganze Zahlen, 
sondern als irgend welche Zahlen eines beliebigen Rationalitiitsbe- 
reiches, 

Ist der Modul (F,, F,,.--, Fa) vorgelegt, so erhalten wir alle 
iibrigen Formen dieses Moduls d. h. alle nach demselben der Null 
congruenten Formen, wenn wir den Ausdruck 
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A, F, + A,F, + Tome + A.) Fa) 


bilden und die Ordnungen der Formen A,, A,, ..., A.) so wihlen, 
dass die Producte A, F, A, F,, ..., Aja) Fa) simmtlich von der 


™ 
nimlichen Ordnung in den Veriinderlichen sind und ihre Summe folglich 
eine homogene Function darstellt, Es werden nun zwei verschiedene 
» ° - 
Formensysteme A,, A,,..., A, und B,, B,, ..., Bia) die nim- 


liche Form des Moduls liefern, wenn ‘ 


A, F, + A,F, +--+ A,w Fy = BF, + BF, +++ + Bia Fa 


m 


oder 
(A,—B,) F, + (A, —B,) F, + i a + (A, a) — Bw) F, 


wird d. h.: wir erhalten aus dem Formensysteme A,, A,, ..., A) (1 


m 


alle iibrigen zu der niimlichen Form des Moduls fiihrenden Systeme 
D,, B,,..., Ba) mittelst der Formeln 


: ; 
B, = A, + X,, B, = A, + X, .-., By = A, + Xa 
wo X,, X,,..., Xa) irgend ein Lésungssystem der Gleichung 


(9) F,X, + F,X,+ +++ + FX 


mM 


ee 0 


m m 


a) = 90 


bedeutet. Um daher eine griindlichere Einsicht in die Structur des 
vorgelegten Moduls zu erhalten, ist eine Untersuchung der letzteren 
Gleichung nothwendig, wo dann F,, F,,..., Fa) als die gegebenen 
Coefficienten und X,, X,,..., X, als die gesuchten Formen zu 
betrachten sind. Nach den Entwicklungen in Abschnitt I besitzt eine 
solehe Gleichung eine endliche Zahl m von Lésungssystemen 
(1) > (1) (1) A 2 
= F;,’, X, = Fy,,...,% a) = = Fw, ( = . a )) 


m m 


derart, dass jedes andere Lisungssystem sich in die Gestalt 


(10) X,—= AY PY 4 AY BY 4. AM FM) (t= 1,2,...m) 
bringen liisst, wo A'’), A’,..., AM) Formen der niimlichen Ver- 
iinderlichen 2, 2%,,..-, 2, sind. Unter diesen m) Lisungssystemen 
midge iiberdies keines vorhanden sein, welches aus den iibrigen durch 
lineare Combination erhalten werden kann. Veriindern wir nun in den 
Formeln (10) die Formen A), A‘), .., A‘ls), so gelangen wir dadurch 
nicht immer nothwendig zu einem anderen Liésungssystem der Glei- 
chung (9), es werden vielmehr zwei verschiedene lormensysteme 
A, AM, ..., Aut, und BY, BY, ..., BY dann das nimliche 


m 


Sieeitieiine X,, X,,..., Xm liefern, wenn 





Au 











Ueler die Theorie der algebraischen Formen, 491 


Q) wt) (1) za) ) zai — pl) zo) (1) zp(1) (1) (1 
A, F, + A, Fs cael ae Fey = B, Fi + B, Fis +--+ + Bie Ff 


ml 


m2) 


(¢==1,2,...,al)) 
oder 


(4? — BY) FO 4 (49 — BD) FO 4+ (Ady) — By) Fh = 0 


m ~ tm 
(¢==1,2,..., lt) 


wird und auf diese Weise werden wir auf die Untersuchung des Glei- 
chungsystems 


(11) FY) Xf) + FO XP H.-F K=O (= 1,2,..., mM) 


tm m 
Mee 1 1 1 . . ¢ 
gefiihrt, wo F\’, Fi),..., Fs die gegebenen Coefficienten und 
1 1 1 : : . 
) ng ge Xt) die zu bestimmenden Formen sind. Das erhaltene 


Gleichungssystem (11) heisse das aus (9) ,, abgeleitete Gleichungs- 
system“, ° 

Es sei hier besonders hervorgehoben, dass bei der Bildung des 
abgeleiteten Gleichungssystems ein derartiges volles Formensystem zu 
Grunde gelegt wird, in welchem keine Lésung durch lineare Combi- 
nation der iibrigen Lésungen erhalten werden kann. Die Zahl und 
die Ordnungen der Lisungen eines solchen Lisungssystems sind, wie 
man leicht erkennt, vollkommen bestimmte und auch‘ die in den 
Lésungen auftretenden Formen sind im wesentlichen bestimmte, insofern 
jedes andere Lisungssystem von der nimlichen Beschaffenheit dadurch 
entsteht, dass man die Lésungen des anfiinglichen Systems mit anderen 
darin vorkommenden Lésungen von gleichen oder niederen Ordnungen 
linear combinirt. Zufolge dieses Umstandes ist auch das abgeleitete 
Gleichungssystem durch das urspriingliche Gleichungssystem in ent- 
sprechendem Sinne ein bestimmtes. 

Die Coefficienten des abgeleiteten Gleichungssystems bestehen, 
wie man sieht, aus den Formen der Lésungssysteme der urspriing- 
lichen Gleichung und wir erhalten somit die zwischen den Lésungen 
der urspriinglichen Gleichung (9) bestehenden Relationen durch 
Aufstellung der Lésungen des abgeleiteten Gleichungssystems (11). 


Wir bestimmen demgemiiss fiir das letztere das volle System von 
Lésungen 


yi) zl) (1) zl?) (1) (2) —— - 3 
xX, = | 9 Xx, = F;’ oe oe X02) Fi, (s==1,2,..., mm! )) 
cerart, dass keine dieser Lésungen durch lineare Combination der 
iibrigen erhalten werden kann und iiberdies jedes andere Lésungs- 

system die Gestalt 


‘: 


tm 


) 


(2) 








i 


————————— 





492 Daviw Hineenr. 
(1) (2) 772) (2) zl2) (2) F® 
x, =A) Fs =} A, F, .r -+ Ajo) £ ) m3) (¢= 1,2,...,ml)) 


annimmt, wo A”, Fd me Mel (3) irgend welche Formen sind. Der 
letztere Ansatz fiihrt auf pe Gleichungssystem 


(12) PPX + Fy XP + ++ Filey Xt) = 0, (t= 1,2,...,m) 


(2) 7 (2) (2) ° : 2 
wo FP, FS) ..., Fi) die gegebenen Coefficienten und X”, X!”...., 


X's) die zu bestimmenden Formen sind. Dieses dritte Gleichungssystem 


(12) ist aus dem zweiten Gleichungssysteme (11) in der niimlichen 
Weise abgeleitet, wie das zweite Gleichungssystem aus der urspriing- 
lichen Gleichung (9). Durch Fortsetzung des eben eingeschlagenen 
Verfahrens erhalten wir eine Kette von abgeleiteten Gleichungssystemen, 
in welcher stets die Zahl der zu bestimmenden Formen irgend eines 
Gleichungssystemes tibereinstimmt mit der Zahl der Gleichungen des 
darauf folgenden Gleichungssystems. 

Zur einheitlicheren Darstellung der weiteren Untersuchungen ist 
es nothig, an Stelle der einen urspriinglichen Gleichung (9) ein be- 
liebiges Gleichungssystem von der Gestalt 


(13) Fu X, + Fie X, + +++ + Fa Xa) = 0 (t= 1,2,...,m) 


zu setzen. Die Anwendung des oben angegebenen Verfahrens gestaltet 
sich dann zu einer allgemeinen Theorie solcher Gleichungssysteme, deren 
Kern in dem folgenden Satze liegt: 

Theorem III. Ist ein Gleichungssystem von der Gestalt (13) vor- 
gelegt, so fiihrt die Aufstellung der Relationen zwischen den Lisungen 
desselben zu einem zweiten Gleichungssysteme von der niimlichen Gestalt ; 
aus diesem aweiten abgeleiteten Gleichungssysteme entspringt in gleicher 
Weise ein drittes abgeleitetes Gleichungssysiem. Das so begonnene Ver- 
fahren erreicht bei weiterer Fortselzung stets ein Ende und cwar ist 
spiitestens das n' Gleichungssystem jener Ketie ein solches, welches keine 
Lisung mehr besitzt. 

Der Beweis dieses Theorems ist nicht miihelos; er ergiebt sich aus 
den folgenden Schliissen. 

Unter den Gleichungen des vorgelegten Systems kénnten einige 
eine Folge der iibrigen sein, indem sie von jedem Formensysteme be- 
friedigt werden, welches diesen letzteren Gleichungen geniigt. Nehmen 
wir an, dass solche Gleichungen bereits ausgeschaltet sind, so ist, 
wenn itiberhaupt Lésungen vorhanden sein sollen, nothwendig, die 
Zahl m der Gleichungen des Systems (13) kleiner als die Zahl m“) 
der zu bestimmenden Formen und ausserdem sind die m-reihigen 
Determinanten 





(14) 


a  lC CU rlC let 


m 
m 
en 
Gi 











(14) 
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Fy; Fin +++ F;,, 
Divi-sin =| uy waa 
Fri, Fri, +++ Fm 


im 

WO @, t,, ++, % irgend m von den Zahlen 1,2,..., m) bedeuten, 
nicht siimmtlich gleich Null. Es sei etwa D = Dyp..., eine nicht 
verschwindende Form von der Ordnung r und zwar mége diese Deter- 
minante D so ausgewiihlt sein, dass die Ordnungen der iibrigen Deter- 
minanten in den Veriinderlichen 2,, 2, -.., %, nicht grésser als r 
sind. Wir denken uns ausserdem eine derartige homogene lineare 
Substitution der Veriinderlichen w,, 2, ..., 2, ausgefiihrt, dass dadurch 
der Coefficient von 2” in D einen von Null verschiedenen Werth erhiilt. 
Das Gleichungssystem (13) besitzt offenbar folgende Lisungen 


X, = Dn+1,2,..,.m) seey Xn=D, 2,+0,m—1,m-+1 » Xa =D), Xmji2=0, ore X),(1) = 0, 


”* 


X= Dyrpo.2,«,my 002) Xm= Dy Q.....m—1,m-42 Xnp=90, Xni2= D,..., X (1) =(), 


m 


. . . 7 . . . . . . . . . . ° . . . . . . . . . 


X, =D)». Xn =0, Xnje=9, sony X,(1) =). 


es 
+m 


.,Xn=Dy,.. 


ym—1, m1), 


Ist nun eine Lésung X,, X,, ..., X,«1) des Gleichungssystems (13) 
vorgelegt, so liisst sich durch Combination mit der ersten Lésung in 
(14) aus jenem Liésungssystem X,, X,, .. ., X,,a) ein anderes ableiten, 
in welchem an Stelle der Form X,,4; eine Form steht, deren Grad in 
Bezug auf die Veriinderliche x, kleiner ist, als die Ordnung r von D 
angiebt, wihrend die Formen Xn42, Xm+s,-++,X,, 1) ungeindert bleiben. 
Die so erhaltene Lésung liisst sich wiederum mit dem zweiten Lisungs- 
system in (14) derart combiniren, dass an Stelle der Form X,,42 eine 
Form tritt, deren Grad in Bezug auf die Veriinderliche x, kleiner als 
y ist und wir erhalten durch entsprechende Verwendung der iibrigen 
Lésungen in (14) schliesslich eine Lésung =,, =,, ..., =, 1), wo die 
Formen Eni; =mt2,--++, =,, 1) in Bezug auf x, von einem niederen 
Grade sind als die Zahl r angiebt. Wir wollen zeigen, dass dann 
auch die Grade der Formen =,, =,,..., =m beziiglich der Veriinder- 
lichen x, kleiner sind als yr. Zu dem Zwecke multipliciren wir die 
Gleichung 


F,,=, + F,,=, + Ty + F,,.() =,,(1) “sis 0 


mit der auf das Element F;, beziiglichen m — 1 reihigen Unterdeter- 
minante von D und summiren alle auf diese Weise fiir {== 1,2,...,m 
entstehenden Gleichungen. Wir erhalten so eine Relation von der 
Gestalt 


D =, -{- Dy, 9,~.gett,-jm Sati + Dy 9,:,-48,~,m Sate + D9,...,m(0) o.m =n(1) — 0), 
(s = 1, 2,..., m) 
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und da die Ordnungen der hier vorkommenden Determinanten nicht 
grésser sind als die Ordnung r von D, so sind in der That die Grade 
der Formen =, in Bezug auf x, siimmtlich kleiner als r. 

Der eben bewiesene Umstand ‘rechtfertigt den Ausatz 


(15) S,— see + bean +--+ + 8&,, (s=1,2,..., ml) 


wo & 1, &2,.+.-, &» Formen bedeuten, welche nur die »—1 Ver- 
iinderlichen #,, 2), .. +, %—, enthalten. Wenn wir diese m) Ausdriicke 
=,, =2,--++) =) aus (15) beziehungsweise fiir X,, X,, ..., Xa) in 
die urspriinglichen Gleichungen (13) eintragen, linker Hand nach 
Potenzen von 2, ordnex und die mit gleichen Potenzen von 2, multi- 
plicirten Ausdriicke einzeln gleich Null setzen, so erhalten wir eine 
gewisse Anzahl w von Gleichungen zur Bestimmung der m“)r Formen 
Eur, S20. +++» &,0),- Bezeichnen wir der Kiirze halber die letzteren 


Formen mit §,, &,..-, §,), 80 erhalten jene uw Gleichungen die Gestalt 
£ —— —_ Sy 

(16) 8, + Hob +-- > + Pw Fy = 9, (== 1,2,...,@) 
wo die Coefficienten gi:, Giz, .--; P,,{) bekannte Formen der n — 1 
Veriinderlichen 2,,%,,..+,)%,-1 sind, Es sei nun 

(1) (1) (1) € 9 

g, = 9.8 = Poyr- +9 Slt) = Pyltds (s=1,2,...,w)) 

ein volles Lésungssystem von (16) und zwar ein solches, in welchem 
keine Lésung durch lineare Combination der tibrigen Lésungen erhalten 
werden kann. Aus einer jeden Lésung dieses Lisungssystems liisst 
sich vermdge (15) eine Lésung der urspriinglichen Gleichungen (13) 
zusammensetzen. Die so erhaltenen Lésungen der Gleichungen (13) seien 


(17) z. = ol, =, as 0, eee Sm = Oy, (s==1,2,... »e?)) 
Durch Zusammenfassung der bisher angestellten Ueberlegungen 
gelangen wir zu dem Ergebniss, dass eine jede Lésung X,, X,,..., X 


der urspriinglichen Gleichung (13) sich in die Gestalt 
xX = ao of al) 2 cn ep y+ AM” Dass,y,---, 
* 4; Pct ate os An ae 


m(}) 


yestym? 


. . . . . . . 


a” (1) (1) a) (1) (1) i) 
x, ng +a; 2 Pus a ~—- G,(2 D, ul ) + Ay D,, m—1, mpl 
(1) (1) 
+A, nn 1,m-+2 ++ of 4 4% _D m 1,3,- ,m—1, ml!» 


Xu a Oe, +a ay On, yeh faite) OM tet AY D40+ - --+0, 
Kgs = Ai Oats yong y Mon = +440 ore saci vee --+0, 


X y= aO% bal"), ob all 6% yf 0-40-+- 4%, D 


m —m 





(18 
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1 1 es : 
batngen lisst, wo a’, al,..., a\, Formen der »— 1 Veriinderlichen 


1) adh 1 . 
By Bay oo 09 Sey UNE AY ‘ Ay ae y . Formen der » Veriinder- 
lichen w,, %,,...,%» sind. beleeutlins miissen daher auch die Lésungen 


(1) ~ a) (1) 
X, = In, | » Xy = MnO, ..., X, a= 2, Oy, (s=1,2,..., u®)) 


m 


in obiger Gestalt darstellbar sein und wir setzen dem entsprechend 


A) y 
»2,-ym? 


~ a o (1) (2) 
“ee 1 “+ + wht, Snort eaee atta D 


. . . . 


(1) (2) ai) (1) (2) 
ade a on > os Y 12,0 prt dis Dy; +m—1,m-+1 + as 
+m YD, 4 (1): 


TS) Oe SM One Tet Opty Out ate DEO +++0, 
a 0 Pits vi Psat Fs aa ia sbtiiehe D+: “+0, 


(i oo"? (2) 
ee Oa, +: + yard), De) a(2) $0404. aoe Vnwne D, 

(s=m1,2,..., w) 
(2) 
ul)s 

2 2 . : ° 
Uy) +++) %6b)_»,, Formen sind, welche nur die m — 1 Veriinderlichen 
Ly Ly. ++, Lys enthalten. 

Die Lésungen (14) und (17) bilden zusammengenommen ein volles 
Lésunyssystem der urspriinglich vorgelegten Gleichung (13) und die 
5 5 5 5 

Aufstellung der zwischen diesen Lisungen bestehenden Relationen fiihrt 
zu einem Gleichungssystem von der folgenden Gestalt 


. . (2 . . 
wo die Formen y’,..., und in Folge dessen auch die Formen 


®n os + a ae xi + Pt $-1,2,++-,m yy” ae ; + Dis .m aa 4 U, 


op”) (1) (1) (ty (1) 
1 xX; ee 4-9 9 xi + Dy» om 1m Y, ieee 
(al ‘ 
ee mt) Y () =0, 


me me 
(19) aw (1) (a) - a) 
ee © ae a TT ul (2) X, w+ DY; +0+4-----40 ==0, 
(1) (1) 1) (1) (1) = 
Smee atl Fett yi +0+D Y; + -+0 ==(, 
(1) 1) (1 (Lb (1) 
0%, Xx; + ine + Ori) y02) X02) +0 ro -- D uD —m =, 
wo > ee -» Xie), 7s chau i die zu bestimmenden Formen 


sind. 








(20) 
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Hierbei ist besonders hervorzuheben, dass moglicherweise einige 
unter den Lésungen (14) und (17) gleich linearen Combinationen der 
iibrigen Lésungen sind und in Folge dessen das Gleichungssystem (19) 
nicht in dem oben definirten und durch Theorem III geforderten Sinne 
aus (13) abgeleitet worden ist. Um das Gleichungssystem (19) in 
das aus (13) abgeleitete Gleichungssystem umzuwandeln, bedarf es 
also noch einer Reduction des Gleichungssystems (19), welche in der 
That spiterhin ausgefiihrt werden wird. 


Das Gleichungssystem (19) hat, wie aus (18) hervorgeht, die 
Lésungen 


xX —y) — aa, XP = yl? peony XQ) = one (2) » YY a 2, 

“9 Yt) an a = ee 
XM y® > eo ee a =0%, YO 
. wy FO) = . 


(1)___ (2) (1) (2) (2) (1) __ (2) 
xX; =, 2) ? X, = Wo (2) yeery 3h Aas (2) —Fny Y; Riyl?)> 
wi b — 

( = 


—m Kn) m, ul?) * 


Ist jetzt irgend eine Lisung X(\”,... » Xhey, A 


m1) — m 
des Gleichungssystems (19) vorgelegt, so liisst sich aus derselben durch 
Combination mit den Lésungen (20) eine andere Lésung 


(0) gi) x") (a 0) Yy® (a a) 
xX} = & +» Kit) = Elity, Fy = Hy +) Ym =H 


m1) — m0 
herstellen, wo rm eS | ene (2) Formen sind, welche nur die » — 1 Ver- 
iinderlichen 2,, 2, ...-, Z,-1 enthalten. Setzt man diese Lésung 
eS. b arep 2)? H®, oa ep 1 (1) —m 1 die letzten m*) — m Gleichungen 
von (19) ein, so sieht man leicht ein, dass die Formen es <4 » Hy. 


identisch Null sind und wir erhalten somit zur Bestimmung on Formen 
e aS Gan ee ‘(2) die folgenden Gleichungen 


ove % + ol et a + os era) =0. (¢=1,2,...,m) 


tu 
Die Formen ., o”, rr O12) enthalten die Veriinderliche x, 
héchstens im Grade y — 1. Wenn wir daher in den letzteren Glei- 
chungen linker Hand die Coefficienten der Potenzen von 2, einzeln 
gleich Null setzen, so ergiebt sich das Gleichungssystem 
(1) ¢(1) (1) ¢(1) () g(t) ‘ 
(21) Pay gi + Pz & + -o3+ P rul2)5,(2) = QO, (¢=1,2,...,ul) 


wo sowohl die Coefticienten wie die zu bestimmenden Formen lediglich 
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die »—1 Verinderlichen 2,, 7,,...,%,—1 enthalten. Dieses Gleichungs- 


system (21) ist, wie man sieht, das aus (16) abgeleitete Gleichungs- 
system. Es sei nun 


f= gh, B= 9h, 4 y= oly, = 1,2). +H) 
ein volles Lésungssystem von (21) und zwar ein solches, in welchem 
keine Lésung durch lineare Combination der iibrigen Lésungen er- 
halten werden kann. ; 
Fassen wir die letzteren Entwickelungen zusammen, so erkennen 
wir, dass eine jede Lésung des Gleichungssystems (19) sich in die 
Gestalt 


1 2) (5 2 ’ 2) (2 
x} : =a} gir roses an P10) +A)” (wi— tn) + A$ yi ‘. 


(2) 2, (2) 
+ Ain, ul?) ? 
(1) (2) (2) (2) (2) 
Xs = ar phi teal or (3) bAD Yoy + Az’ (Y22—Fn) 
(2) _ (2) 
(1) a” gy” (2) (2) (2 (2) ., (2) 
xe = Pay" Fas) Pe) yay At ae gr 
(22) A® (Cy ws) 
A is) 2) ul?) od? 
ne | a oe 0 AM? 4 Aly 4. 


(2) 
+ Alt, i (2)? 


YO = 0 fet 0 FAP, Aen 


mil) — m,1 n—m, 2 
-} a +A A” (2) 
402) Et) an, yl2) ? 


. 2 2 . 
bringen lisst, wo ay,..., a oa Formen der » — 1 Veriinderlichen 


By 5 Bg s+ 0 Sang Und AY’, .. > AMs) Formen der  Veriinderlichen 
By, Bay +0 Sq wind. Taahihidibes miissen daher auch die Lésungen 
(1) (2) y(t) (2) (1) (2) (1) __ ae 
XPeangh, Xi —an Hye, «+ X'e) =n P (2)? Y; ’=(,..., Y 0m 0 
(s==1,2,..., we) 


in obiger Gestalt darstellbar sein und wir setzen dementsprechend 
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(2) (3) (2) 
nPis SVs Pu 


$12 (02 — a) +-+2% 0% 


(3) ue 


+: “+ ea 


. . . . . . . . 


(2) (3) 


anes (3) (2) (3) yp 
Ln P ul?) s Vee ve “+H 95 tite 2 


ul3)s wl?) 


+°: ‘+2 -@, (re 2) 2 an), 
a ec 


ul?) & tul® 


(23) 
Om O fee 0 


+--ba 


‘ul2) g 


O= O feet 0 


(s=1, , uw), 


Py 
+ dis Pie 


y” 
X, —m1 m1) —m, ul2)? 


(3) (3) 
3 


wo die Formen ys, .. ., Y 3) und folglich auch die Formen 
ue) s 


(3) (3) 
Miss ++ hey, 


Nach (22) bilden die Lésungen (20) zusammengenommen mit den 
Lésungen 


nur die Veriinderlichen ,, 7, ..., Z,—1 enthalten. 


(1) (2) Me (2) a (2) 
Xi = 1s, = Peasy +e, x’ 2) — PY (2)? 


(s = tha u)) 


ein volles Lésungssystem von (19) und die Aufstellung der zwischen 
diesen Liésungen bestehenden Relationen fiihrt zu dem Gleichungs- 
system 


Yi2—0,.... YY, —=0 


mil 1 \—m 


pir San ‘+ 


in Xo (wii 1 —2n) YP 4.. ‘ty 


(2) x 3 (2) 
P Ai 2) +: oe ul2) 4 (3)* x 49 (2)4 


x 


0 feet 


8) Se a 


(24) 


~ a 


2 
wo X;”,.. 


0 + - 


0 +x" 


EE ier 


pls)? ul2) 


mi 1) —m, 1 ™m 


be 


YP 4. +(8 —#n) 
fae oe thy (3) 


ae Oe oe A 


—m, ul?) 


die zu bestimmenden 


- as 


wl?) 


y”? amet) 


2 
ul) 


? 


¥ s40 


» 
ul 2 


Formen 


sind, Dieses a (2 24) besitzt, wie aus (23) hervorgeht, 


die Lésungen 


x!" =a, 
(25)- - - 


(a) (3) 
—_- yp 1u(3)? 


wy XO my 


u®) ul3)1? 


(2) 1,03) 
ree ul3) = 8), (3) 


(2) (3) 
Y; =Jity cory 70H 


hk 


» (2) (3) 
—Dny 1 =7 13" 


r\2) 
» = eet 


(2) 1? 


(3) 
(2) wl3)° 








bo 
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Ist jetzt irgend eine Liésung X}”,..., Xx")? Wiican Ror des 
Gleichungssystems (24) vorgelegt, so liisst sish aus derselben durch 


Combination mit den Lésungen (25) eine andere Lisung &}”, ..., eto)? 


 ——— He) ableiten, wo &",..., & (8) Formen sind, welche nur 


die mn — 1 Verinderichen hi » Bn 6 +e fhiias enthalten. Setzt man diese 


- 2 2 2 . . . 
Lisung &”,..., & 3? A _/ er HN in die ersten w Gleichungen von 


ul?) 
(24) ein, so sieht man leicht, dass die Formen H{’,..., Hee identisch 
Null sind und zur Bestimmung der Formen ate , &@ (8) erhalten wir 


daher die Gleichungen 


26) ge (2) ¢(2) (2) g(2) — 

(26) 1&1 -+- Ps2 +: . ** Pe) (3) = 0, (s = ‘. 2, ee 8 p)) 
wo sowohl die Coefficienten, wie die zu bestimmenden Formen lediglich 
die »—1 Verinderlichen 2,, 7,, ..., Z,—1 enthalten. Dieses Gleichungs- 
system (26) ist, wie man sieht, das aus (21) abgeleitete Gleichungs- 
system, 

Das volle System von Liésungen des Gleichungssystems (24) liisst 
sich zusammensetzen aus den Lésungen (25) und aus Lésungen von 
der Gestalt 

(2)__¢{2) (2) __ ¢(2) 7 (3) = () (2) 
Xx; wee § 4s a us) (3)? Y; = see Ya 0, 


en 50) Lésungen des Gleichungssystems (26) sind. 


wo 

Denken wir uns das eben beschriebene Verfahren fortgesetzt, so 
erhalten wir die Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24),... 
und ferner zugleich die daneben laufende Kette der abgeleiteten 
Gleichungssysteme (16), (21), (26)... . Diese beiden Ketten von 
Gleichungssystemen stehen zu einander in engster Beziehung, indem 
das volle System von Lisungen des za‘ Gleichungssystems in der 
Kette (13), (19), (24), ... sich zusammensetzen lisst aus den Lésungen 
von der Gestalt 


(m—1)___ ... (a—1) (7) a pm (z—1) __ {= 
Xi = —TXn, - , x ui”) =P? 1 F = u(t—1) 1? 
(#1) (a) y(a-—-1) (x) sia (a—-1) (am) 
a Niles Yam)? il X im) oF ul) ula) Lny . a mae”? 
yy» (1) 


und den Lésungen von der Gestalt 


x7? = ge ” a Xe” ow (m--1) } fin = 0, baile y* -1) _ 0, 


ult) lt) ? uit—1) 


ptt) Het) yi)? 
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o &{*—,..., &—" Lésungen des x‘ Gleichungssystems in der Kette 


ul) 
16), (21), (26), ... sind. In dem Léosungssysteme (27) bedeuten 
» (et, , gssy 
(a) (2) (7) (2) i 
Wit yes Y a) ,(n)” . gti X (at) (a) Formen der » — 1 Verdander- 


lichen 2, 2, -.., %—-1 und zwischen diesen Lésungen (27) fiir sich 
allein besteht, wie man leicht erkennt, keine Relation, d. h. das 
Gleichungssystem 


(2) (2) (m) r(z) 
(wii 7 Xn) Y; +- pie + Yayo Y ia) — 0, 
(2) (2) (2) — 
(28 ay ile. chai + (v! (7) y(™) wn) Othe 
28) 
(7) (a) (7) y(q) 
Xiu Y; + =e + Pin Yim a 0, 
(2) 7 (7) (m) 7(%) 
ML (a—1), Yi + sods 1. x e(®—1) (72) Y in) = 0 


besitzt keine Lésung. 

In den Gleichungssystemen (16), (21), (26),... der zweiten Kette 
handelt es sich lediglich um Formen, welche von der Veriinderlichen 
Z» frei sind. Nehmen wir daher an, das zu beweisende Theorem II] 
sei bereits fiir den Fall von » — 1 Veriinderlichen als richtig erkannt, 
so folgt, dass in der Kette (16), (21), (26),... spiitestens an m— 1" 
Stelle ein Gleichungssystem auftritt, welches keine Lésung_besitzt. 
In Folge dieses Umstandes muss in der Kette (13), (19), (24), . 
spitestens an » — 1‘'* Stelle ein Gleichungssystem auftreten, dessen 
volles Lésungssystem durch die Lésungen von der Gestalt (27) er- 
schépft wird; es ist dann das unmittelbar auf dieses folgende Glei- 
chungssystem d. h. spiitestens das me Gleichungssystem der Kette 
(13), (19), (24), ... von der Gestalt (28) und dieses Gleichungs- 
system lisst seinerseits keine Lisung mehr zu. Wir haben somit, unter 
der Annahme der Richtigkeit des Theorems Ili fiir »—1 Veriinderliche, 
gezeigt, dass die Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), 
spitestens mit dem n'*" Gleichungssysteme abbricht. 

In der Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), ... wird 
allgemein das z'* Gleichungssystem dadurch erhalten, dass man fiir 
das (w — 1)** Gleichungssystem in der oben beschriebenen Weise ein 
volles System von Lisungen bildet und dann die unbestimmten linearen 
Combinationen dieser Lisungen gleich Null setzt. Da nun im All- 
gemeinen das bei unserem ‘Verfahren sich ergebende volle Liésungs- 
system ein solches sein wird, in welchem einige Lésungen lineare 
Combinationen der iibrigen sind, so ist das a'* Gleichungssystem 
der Kette (13), (19), (24), ... nicht nothwendig zugleich dasjenige 
Gleichungssystem, welches man erhilt, wenn man aus dem (# — 1)" 
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Gleichungssysteme in dem von uns definirten und in Theorem III ge- 
forderten Sinne das abgeleitete Gleichungssystem bildet. Aber es 
bietet keine Schwierigkeit aus der gefundenen Kette (13), (19), (24), ... 
die Kette der aus (13) abgeleiteten Gleichungssysteme zu gewinnen,: 
da wir hierzu offenbar nur néthig haben, in den Gleichungssystemen 
der Kette (13), (19), (24),... alle diejenigen Formensysteme zu unter- 
driicken oder durch lineare Combinationen der anderen Formensysteme 
zu ersetzen, welche lediglich durch eben jene iiberfliissigen Lésungen 
bedingt sind. Diese Ueberlegung lehrt zugleich, dass die Zahl der 
Gleichungen und der unbestimmten Formen in den Gleichungssystemen 
jener Kette (13), (19), (24), ... jedenfalls nicht vermehrt zu werden 
braucht, damit aus dieser Kette (13), (19), (24), ... die Kette der 
aus (13) abgeleiteten Gleichungssysteme entstehe und da die Kette 
(13), (19), (24), ... den obigen Entwickelungen zufolge spiitestens 
mit dem m' Gleichungssysteme abbricht, so hat die Kette der aus 
(13) abgeleiteten Gleichungssysteme umsomehr diese Eigenschaft. 
Damit ist unser Theorem III fiir Formen von m Veriinderlichen be- 
wiesen, unter der Voraussetzung, dass dasselbe fiir den Fall von » — 1 
Veriinderlichen gilt. 

Um zu zeigen, dass ‘Theorem III fiir den Fall » = 2 richtig ist, 
nehmen wir an, es sei ein Gleichungssystem von der Gestalt 


29) Fu X, + Fis X, “Le eee + Fa) X00) == () (t == 1, 2, eer m) 


vorgelegt, wo Fi, F2,.-.., Fa) biniire Formen der Veriinderlichen 
%,, %_ sind und es sei ferner 
~~ me (1) _ Wh errs 9 (2) 
X,=Fi,, X,— Fi;,.-. X i) = P', (s == 1,2, ..., ml) 
ein volles Lésungssystem von (29) derart, dass keine in demselben 
enthaltene Lésung eine lineare Combination der iibrigen Lésungen 


ist. Das aus (29) abgeleitete Gleichungssystem nimmt dann die 
Gestalt an 


‘ (1) yw (1) (1) (1) Alt) a Pie 1 

(30) yO X; + Fis X23 + cee -}- Fa) X= 9 (¢==1, 2, eee m\ )) 

und es ist zu zeigen, dass dieses Gleichungssystem keine Lisung be- 

sitzt. Zu dem Zwecke nehmen wir das Gegentheil an und verstehen 

unter Xi", X!’,..., Pt biniire Formen beziehungsweise von den 
mm 

Ordnungen 1,,7.,-..; r (9) welche jenes Gleichungssystem (30) be 


. . . * . 1 7(i 1 © 
friedigen. Ueberdies mégen diese Formen X{", X:’,..., > ye in 
mi? 
eine solche Reihenfolge gebracht sein, dass 
1% SIS <r 


<= = ml?) 


wird und es sei endlich J eine biniire Linearform, welche nicht in 
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x, X;" als Theiler enthalten ist. Bestimmen wir jetzt die Coystanten 


Coy Cyy evry © iy derart, dass die Formen 


ak 
YO =X 4+ ea "XX! (s—2,3,..., m®) 


simmtlich durch J theilbar werden und setzen wir dann 


ie ta rs (2-7 

(31) Gi) = Fi? — eat" FY? — gat" Fi) —---—e a" F 
; oot... 

so ist 


gD x < Fo? y! re FY yi? ee a wr un 


t m2 Yi) 


(¢ = 1,2,-- +, mi) 


und hieraus folgt, dass die Formen G‘) simmtlich durch 1 theilbar 
sind, Wir setzen dementsprechend 


(32) Wy = lM. (t= 1,2,..., m) 
Es geniigen nun die Formen 
X,=—Gi, X,—Gy,..., X ,=—@" 


7 
mil) mia 
und demuach auch die Formen 


X,=— Ai?, X,=— HY,....X , =H” 


m1) m\1)4 
dem urspriinglich vorgelegten Gleichungssysteme (29), woraus ins- 
besondere folgt, dass auch die letztere Lésung durch lineare Combi- 
nation der obigen m®) Lésungen erhalten werden kann und da die 
1 ° ° e ° ° 
Formen H;} beziehungsweise von niederen Ordnungen sind als die 
1 : . 
Formen pt so ergeben sich folgende Formeln 


Hi) = Fe + A, Fi) +... -+A 
wo A,, A,,...,A 


9 (1) 

m2) E pga? (Es 2, ++ oy ml) 

m2) gewisse biniire Formen bedeuten. Aus diesen 
Formeln und den Formeln (31) und (32) erhalten wir unmittelbar: 
a) Q) z(t) (1) q) (1) zp) ¢ 1 

Fi; = Ag’ Fiz’ + As’ Fis + - “$A ft (¢—=1,2,..., m) 


tm(2) 
1 1 1 
we AD, a’, .- 5 Al " gewisse andere biniire Formen sind d. h, unter 


jenen m®) Lésungen iat die erste Liésung eine lineare Combination der 
ibrigen Lésungen. Dieser Umstand ist mit der vorhin gemachten Fest- 
setzung in Widerspruch und unsere Annahme, dass das Gleichungs- 
system (30) eine Lisung besitze, ist somit als unzuliissig erkannt. 
Damit ist das Theorem III fiir biniire Formen und folglich auch zu- 
gleich allgemein bewiesen. 

Es wurde bereits oben dargelegt, inwiefern die Formen eines 
vollen und keine iiberfliissigen Lésungen enthaltenden Lésungssystems 
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durch das gegebene Gleichungssystem festgelegt sind. Offenbar ist in 
entsprechendem Sinne auch die Kette der abgeleiteten Gleichungs- 
systeme eine wesentlich bestimmte. 

Was insbesondere die Untersuchung eines Moduls (F,, F,, ..., Fm) 
anbetrifft, so legen wir dabei die folgende aus den Formen des Moduls 
zu bildende Gleichung 

F,X, + FLX, +++ + FaXn = 0 
als erstes Gleichungssystem zu Grunde und die Aufstellung der Kette 
der hieraus abgeleiteten Gleichungssysteme gewihrt dann, wie spiiter 
niher ausgefitihrt werden wird, einen weitreichenden Kinblick in das 
algebraische Gefiige jenes Moduls. 

Zur Erliuterung unserer allgemeinen Entwickelungen midgen 
folgende Beispiele dienen. Der bereits oben in Abschnitt I behandelte 


» 


aus den 3 quadratischen Formen 


F, = 4,%, — 2,*, 

’ . x ny 
F, = &,%; — FX, 
_ a 

F, = LyL, — Ly 


gebildete Modul (/,, /’,, F,) fiihrt zu der Gleichung 
FX, + F,X, + FX; = 0. 

Wie oben bewiesen wurde, lisst sich eine jede Lisung dieser Gleichung 
in die Gestalt 

X, = 4,Y,+4,¥%, 

X, = #, Y,+ 4%, 

X,= 2, Y,+2,¥, 
bringen, wo Y,, Y, quaterniire Formen sind. Es entsteht somit das 
abgeleitete Gleichungssystem 

2,Y,+2,Y,—0, 

2, Y, +2, Y, =—0, 

a,Y,+,Y,=0, 
welches seinerseits keine Lisung mehr zulisst. Die Kette bricht also 
in diesem Falle bereits bei dem 2'" Gleichungssysteme ab. 

Als zweites Beispiel diene der Modul (F,, F,,..., 4), wo 
I, Fy, ..., die ebenfalls bereits in Abschnitt 1 behandelten Formen 
von der zweiten Ordnung in den 5 Veriinderlichen 2,, 7,,..., 2; be- 
deuten, Die Gleichung 
F, X, + F,X, +--+ + FX, =0 

besitzt die dort angegebenen 8 Lésungen und von diesen ist keine 


gleich einer linearen Combination der iibrigen Lésungen, wiihrend 
jede andere Lisung dieser Gleichung sich aus jenen 8 Loésungen zu- 
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sammensetzen liisst. Die allgemeine Lésung der vorgelegten Gleichung 
ist daher 


X,= «,Y,+2,Y,+2, ¥, 


X,=—2, Y,—2, Y, +2,Y, +2,Y,+4, Y, 

X,=—2, Y,—s*, Y,—2, Y, —«,Y,—2,Y,+%,Y,+2, Y, 
X,= 2,Y,+2,Y, —2,Y, —«,Y,—2,Y, 
xX,;= t,¥,+2, Y, +; ¥;+2, Ys 
X= +2, Y,+% Y,—sx, Y,;—2,Y,, 


wo Y,, Y.,..., Y, beliebige Formen sind. Wir erhalten somit das 
abgeleitete Gleichungssystem, wenn wir in den eben gewonnenen 
Formeln die Ausdriicke auf der rechten Seite gleich Null setzen und 
dieses abgeleitete Gleichungssystem seinerseits besitzt die folgenden 
3 Lésungen 


¥, =2Z,4, Y,=- Ls, Y, = 0, Y,= — Xs, Y,==2., Y,= 0, 
Y,—2,, Y,=— 0, 
Y, =—TZ;, Y,= 0, Y,=—2, Y,=—4, Y,=23, Y,=2,, 


Y,;=%,, Y,=2,, 
» ¥,=0, Yi,—2;, 
Y,—0, Y,—2,. 
Aus denselben lisst sich jede andere Lésung jenes abgeleiteten 


Gleichungssystems zusammensetzen und das niichste abgeleitete Glei- 
chungssystem lautet daher 


¥,=0, ¥Y,— 4, s=—%,, Y= 0 


x, Z, + 2,2, =0, 

— 2,4, + 4,4, = 9, 
— 4,4, —2,Z,=09, 

— 4,7, — 2,7, =), 
&,4, + t,Z, = 0, 
tL, + 2,4, = 0, 

2,4, + 2,2, = 0, 


4,2, + 2,2, = 0. 
Dieses Gleichungssystem liisst keine Lésung zu und die aus dem vor- 
gelegten Modul entstehende Kette bricht also bei dem 3'" Gleichungs- 
systeme ab. 
Um ein allgemeineres Beispiel zu behandeln, betrachten wir den 


Modul (2,, 7, ...,%,) und beweisen fiir diesen Modul den folgenden 
Satz: 


Wird fiir die Gleichung 
(33) ay X, + xX, +--+ 4+ tr Xn = 0 
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die Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme aufgestellt, so besteht all- 


gemein das s* Gleichungssystem dieser Kette aus ( ea Gleichungen, 
wiihrend fiir dasselbe die Zahi der zu bestimmenden Formen gleich (7) 


und die Zahl der Lisungen des vollen Lisungssystems gleich Lik 1) ist. 


Die Coefficienten der abgeleiteten Gleichungen sind sdéimmitlich lineare 
Formen. 

Wir kénnen diesen Satz fiir die niederen Fille ohne Schwierigkeit 
durch directe Aufstellung der abgeleiteten Gleichungssysteme bestiitigen. 
Was beispielsweise den Fall »==4 anbetrifft, so besitzt das Gleichungs- 
system 

a, X, + 2%, X, + 4X; + x, X,=—0 


die 6 Lésungen 


X,=",, X,=—2,, X= 0, X=— OO, 
X, = &, X, = 0, X;=— %, X,= 0, 
X,=%, X= 0, X= 0, X——-H, 
X,=0, X,=—= 2, X,——-2,, X,— 0, 
X,=0, X= 4, X= 0, X—=—-M, 
X,=0, X= 90, X= a, Xy——--s, 
und das abgeleitete Gleichungssystem -lautet daher 
a Y,+4,Y,+ 7,¥, =), 
— «,¥, +2,Y,+ 2,Y, = 0, 
—«,Y, — x, Y, + «,Y¥,=9, 
— 4, ¥Y, — 2, Y,—2,Y,=—0. 
Die Lésungen dieses Gleichungssystems sind 
Y= &, Y,=—-m, Y= 0, Y= fv, 
Y,= 0, Y,= 0, 
Y,=—%, Y, = 0, Y,= Ly, Y,= 0, 
Y,=—-%, Y¥,— O, 
Y= 0, Y,—= 4 Y=-—x%, Y= 0, 
Y,= 0, Yo= w, 
Y,= 0, Y,= 0, Y,= O, Y=-—y, 
Y,= «%, Y,=—2. 


Hieraus ergiebt sich das dritte Gleichungssystem der Kette in der 
Gestalt 


Mathematische Annalen. XXXVI. 33 
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&,Z,— %,Z, = @, 
—2,Z, + 2,2, == (), 
+ 2,2, —2,Z, = (, 

x, Z, —2,Z,=0, 
— 4,2, —4,Z,=0, 


+ 2,2, —2,Z,=—0. 
Da dieses Gleichungssystem nur die eine Lésung 
Z,=%, 2,=%, 2-2, 2—2, 


hesitzt, so erhilt das 4° Gleichungssystem der Kette die Gestalt 


2,U,=0, 
a,U,=0, 
z,U,=0, 
x U; = () 


und dieses Gleichungssystem liisst offenbar keine Lésung zu. Die 
Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme bricht also erst beim 4'" 
Gleichungssysteme ab. 

Um den Satz allgemein zu beweisen, folgen wir dem Gedanken- 
gange, welcher dem Beweise des Theorems III zu Grunde liegt. Die 
Gleichung (33) lasst insbesondere die folgenden » — 1 Lésungen zu 
X,=—2%, XA,=—0, Ay—O, ---, Xeuri—90, X——xz,, 
X,=0, X, =n, X,=0, iki X,1 = 0, X,=—2, 
X,=0, X,=0, X, = 2a, pas X1 =0, X,=—%;, 

,=0, X00, X—0, --+ Ker %, Xp —*%-1. 
Wir nehmen nun eine beliebige Lisung X,, X,,..., X, der Gleichung 
(33) an und formen dann dieselbe durch geeignete Combination mit 
den eben angegebenen » — 1 besonderen Lisungen derart um, dass 
an Stelle der Formen X,, X,,..., Xn—-1 solche Formen treten, welche 
die Veriinderliche x, nicht enthalten. Da in der Gleichung (33) die 
Form X, mit der Veriinderlichen 2, multiplicirt erscheint, so wird 
nach dieser Umformung die an Stelle von X, tretende Form nothwendig 
identisch gleich Null. Wir nehmen jetzt unseren Satz fiir den Fall 
von » — 1 Veriinderlichen als bewiesen an und schliessen aus dem- 
selben, dass die Gleichung 


(34) DX, Ky f+ + epi Xr = 0 


n—1\,.. , a 
genau ( 2 ) Lésungen besitzt, von denen keine eine lineare Com- 


bination der iibrigen Lésungen ist und durch welche jede andere 
Lésung sich zusammensetzen liisst. Da iiberdies nach jenem Satze die 
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Lésungen siimmtlich lineare Formen sein sollen, so erhiilt die all- 
gemeinste Lisung von (34) die Gestalt 


Xx, _— hy Wh» Yot ees + Les) Yes) ? 
X, =|, Yy + los Yotess + hes) Yrs") ’ 


Xn1= bea YyAln-1,2 Yotees + #-a("3}) 43") 


we £G at 1("51) lineare Formen der » — 1 Veriinderlichen 
™ 2 
By Bqy 00 Se-1 UNA Y,, Ho,-- 4 ye ) beliebige Formen der niimlichen 
2 


Veriinderlichen a, 2, ..., 2-1 bedeuten, Aus den bisherigen Ueber- 
legungen erkennen wir, dass eine jede Liésung der urspriinglich vor- 
gelegten Gleichung (33) sich in die Gestalt 


X= BY, ,+ O f---+hyy fee + Les) Y ms) ’ 
XxX, = 0 + Xn Y,+ ee -+thiy, + ° tt Ly Yors)? 


X,=—2,¥,—a2Y¥,—---+ O feeet+ 0 


bringen liisst, wo Y,, Y,,..., Ya. Formen der » Veriinderlichen 
X14, Loy.) Xq UNd WO ¥;,..., Y(n51) Formen der » — 1 Veriinderlichen 
Ly, Ly,» +) La—y bedeuten. Da iiberdies keine der verwendeten be- 
sonderen Lisungen einer linearen Combination der iibrigen Lésungen 
gleich ist, so ist in Uebereinstimmung mit dem obigen Satze die Ge- 


sammtzahl der in Betracht kommenden Lisungen von (33) gleich 


n—1+ ¥ 9 ') d. h. gleich (5) und das aus (33) abgeleitete 


Gleichungssystem erhiilt die Gestalt 
mY, bly kate thay Vey = 9 
(35) a, Y,+++-+1, Yates + 1 "5) Yn) = 0, 
— #,¥, —2, ¥,—-:-+ 0 +---+ 0 am 0, 
Um das niichste abgeleitete Gleichungssystem aufzustellen, beriick- 


sichtigen wir, dass das abgeleitete Gleichungssystem (35) die folgenden 
Lisungen zulisst 


33* 





——— 


———————— res 
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Y,=1,, Y, = 1,,, oo Luna om ha, Y, =— &, 
Feti=0, ++» Yy—=0, 

Y, ~i,,, cw; © ..) Rawhaes “6, 
Yuta = — Zn, - + Xi) = (, 


Y, —_ U Cs) Y, = Les)’ cee Zant = ta("s!)? Y. — 0, 
Yuu = 0, ee Yin) =—— Ly. 
2 


Auf Grund derjenigen Betrachtungen, wie sie friiher beim Beweise 
des Theorems III angewandt wurden, erkennt man leicht, dass sich 


eine jede Lésung von (35) aus den eben angegebenen ("3 *) Lésungen 
und aus den Liésungen 
Y,= 0, ... Yar=0, Yemy,, Yori %,-- 6 Vy = Yan 
(2) *("2") 
zusammensetzen liisst , WO Y; , Yo, + + + Yn) Lésungen des Gleichungs- 
2 


systems 


lsiYy + ls2 Yo + aie + Les} Yrs) = () (s od 2 2, ocg Ro 1) 
sind. : : 
Das letztere Gleichungssystem ist das aus (34) abgeleitete Glei- 


chungssystem und besitzt daher unserem Satze zufolge genau ("3") 


Lésungen, von denen keine eine lineare Combination der tibrigen 
Lésungen ist und aus denen jede andere Liésung sich linear zusammen- 
setzen liisst. Die Gesammtzahl der in Betracht kommendcen Lésungen 
des aus (33) abgeleiteten Gleichungssystems (35) ist daher gleich 


("> ‘) oa (" 3 ') d. h. gleich (3), was wiederum mit unserem Satze 
tibereinstimmt. Fahren wir mit dieser Schlussweise fort, so folgt die 
Richtigkeit unseres Satzes fiir » Verinderliche unter der Voraussetzung, 
dass derselbe fiir » — 1 Veriinderliche gilt. Da der Satz fiir n= 2 
unmittelbar einleuchtet, so ist derselbe allgemein giiltig. 

Die eben durchgefiihrte Untersuchung der Gleichung (33) ist vor- 
nehmlich desshalb von principieller Bedeutung, weil dieselbe einen 
Beleg dafiir giebt, dass thatstichlich der Fall vorkommt, wo die Kette 
der abgeleiteten Gleichungssysteme nicht friiher als nach dem n'” Glei- 
chungssysteme abbricht. 











Ueber die Theorie der algebraischen Formen. 509 


IV. 
Die charakteristische Function eines Moduls. 


Die Entwickelungen des vorigen Abschnittes erméglichen die Be- 
stimmung der Anzahl derjenigen Bedingungen, denen die Coefficienten 
einer Form geniigen miissen, damit dieselbe nach einem vorgelegten 
Modul der Null congruent sei. Um dies einzusehen, betrachten wir 
den Modul (F,, F,,..., Fn), wo F,, F,,..., Fm homogene Formen 
beziehungsweise von den Ordnungen 7,, 7,,.. +) % in den m Veriinder- 
lichen 2, %,..., 2, bedeuten und fragen zuniichst, wie viele linear 
von einander unabhingige Formen JF’ von der R' Ordnung es giebt, 
welche nach jenem Modul der Null congruent sind. Aus dem Ansatze 

F= A, F, +. A,F, 4 a 4 + AF, 

wo A,, A,,~..-., Am Formen beziehungsweise von den Ordnungen 
R—r,, h—yr,,..., R —~*, sind, und aus den entsprechenden Aus- 
fiihrungen zu Anfang des vorigen Abschnittes erkennen wir, dass jene 
gesuchte Auzahl gleich ist der Gesammtzahl der Coefficienten der 
Formen A,, A,,..., Am, vermindert um die Zahl derjenigen linear 
unabhiingigen Lésungssysteme der Gleichung 
(36) F,X, + FX, +--+ + Fn Xn =0, 
fir welche X,, X,,..., X, beziehungsweise Formen von den Ord- 
nungen R—r,, R—r,,..., R—r,, sind. Nach den Entwickelungen 
am Schlusse des Abschnittes I setzt sich eine jede Lisung dieser Glei- 
chung (36) aus einer endlichen Anzahl von Lisungen mit Hiilfe der 
Formeln 

X= AY FD + AY PY +---+ AD PO, (6 =1,2,..., m) 


m(1) tm{t) 


° . . . 1 1 1 
zusammen. Bezeichnen wir die Ordnungen der Formen F,{’, F'\)’,..., F A 
™m™ 

° ° . 1 1 1 . 1 1 1 

beziehungsweise mit rf , r$ A ee me so sind A| , Ay’, ae Ay 
, P 1 

Formen beziehungsweise von den Ordnungen R—r,—r{, R—r,—r\ 

(1) 

R—r, ry 

unabhiingigen Lisungssysteme der Gleichung (36), wenn wir die Ge- 


sammtzahl der in den Formen A}, Ad’, ‘oe ee, auftretenden Coeffi- 
™ 


cienten um diejenige Zahl vermindern, welche angiebt, wie viel linear 


oie 
Wir erhalten daher die verlangte Anzahl der linear 


* . 1 1 1 
unabhiingige Systeme von Formen X{", X;",..., X' 4 von den Ord- 
m 


- : (1) (1) 4 
nungen beziehungsweise R—r,—r1', R—r,—73', ..., R—r,—1 4) 
den Gleichungen 


(37) Xf FY a XP FD + Pia te + x”) FY 


mil) tm 1) = 


0 (t=1,2,..., m) 
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geniigen. Zur Bestimmung dieser letzteren Zahl haben wir in ent- 
sprechender Weise zu beriicksichtigen, dass die siimmtlichen Lésungen 
von (37) durch lineare Combination einer gewissen endlichen Anzahl 
derselben erhalten werden kénnen. Es ist daher ersichtlich, dass jene 
gesuchte Zahl sich ergiebt, wenn man die Anzahl der in den be- 
treffenden Formen auftretenden Coefficienten um die Zahl der linear 
unabhiingigen Lésungen des aus (37) abgeleiteten Gleichungssystems 
vermindert. Dieses Verfahren hat man in entsprechender Weise fori- 
zusetzen, bis die Kette der aus (36) abgeleiteten Gleichungssysteme 
abbricht. Ist nun die Ordnung FR der Form fF’ so gross gewihlt, 
dass die bei diesem Verfahren auftretenden Zahlen R—r,, R—r,,..., 
R—tr,, R-—r,— ff R— r,— ea Bo r— vy , 
siimmtlich positiv bleiben, so lassen sich alle jene Anzahlen mit Hiilfe 
ganzzahliger Coefficienten aus denjenigen Zahlen zusammensetzen, 
welche angeben, wie viele Glieder die allgemeinen Formen von den 
Ordnungen R—r1,, R—1,,..., R—1m, R—1,—1\", R—r, —1f’,... 
R—*r,— aan ... enthalten. Die letzteren Zahlen werden durch die 
Ausdriicke 


(R — 1, + 1) (R—1,+2)...R—%4+n—1) 





...e6—0 Elie 
(B— ry, +1) (R—1,+2)...(B—1, +0—1) 
han be . ——————ttsst—ts ia 
(R14 — 14 +1) R-n— 4 +2)... =~ 1 +n—1) 
awa «oo | one a tat. 
— ee ee ee : 
(# -1— fy + 1) (2 saat + 2) ee (# i— iy +n t) 
ase. s 1.2 " ° .(n — 1) Bi Si Fae? oe 4s ee 


gegeben und sind daher ganze rationale Functionen vom » — 1' 
Grade in Bezug auf R. In Folge dieses Umstandes ist somit auch die 
Zahl der nach dem vorgelegten Modul der Null congruenten Formen 
fiir geniigend grosse Werthe von f& gleich einer ganzen rationalen 
S 8 5 
Function von R, deren Coefficienten bestimmte, nur von dem Modul 
? 

(Ff, F.,...,#,) abhiingige rationale Zahlen sind. Subtrahiren wir 
diese Zahl von der Zahl der Glieder einer allgemeinen Form der Ord- 
nung #, so erhalten wir die Zahl der von einander unabhingigen 
Bedingungen, welchen die Coefficienten einer Form der 2'* Ordnung 

5 ? : 5 
geniigen miissen, damit dieselbe nach dem Modul (F;, F,,..., Fn) 
der Null congruent sei. Die so definirte Zahl ist daher ebenfalls fiir 

5 

geniigend grosse Werthe von F gleich einer ganzen rationalen Function 
von & mit rationalen Zahlencoefficienten. Wir bezeichnen diese ganze 
Function mit y(f) und nennen dieselbe die charakteristische 
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Function des Moduls (f,, F,, ..., Fn). Der eben gefiihrte Nach- 
weis der Existenz der charakteristischen Function stiitzt sich auf’ die 
Endlichkeit der Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme 
und beruht daher wesentlich auf dem Theorem III des vorigen 
Abschnittes. 

Was die Grenze anbetrifft, oberhalb welcher die charakteristische 
Function 4(R) die in Rede stehende Anzahl von Bedingungen dar- 
stellt, so zeigen die obigen Entwickelungen unmittelbar, wie dieselbe 
aus den Ordnungen derjenigen Formen zu berechnen ist, welche in 
der Kette der aus (36) abgeleiteten Gleichungssysteme als Lésungen 
auftreten. 

Das eben gewonnene Ergebniss liisst sich offenbar auch in 
folgender Weise aussprechen: Wenn wir allgemein mit cz die Zahl 
der linear unabhiingigen Bedingungen bezeichnen, denen eine Form 
von der Ordnung FR geniigen muss, damit dieselbe nach dem Modul 
(F,, F,,..., Fn) der Null congruent sei, so ist die unendliche Zahlen- 
reihe ¢,, C,, ¢;,-.- Von einem gewissen Elemente an eine arithmetische 
Reihe von einer unterhalb der Zahl nm liegenden Ordnung. In der 
That ist fiir gentigend grosse Werthe von R jederzeit 

CR = 4(R). 
Die letztere Ueberlegnng begriindet zugleich eine Eintheilung der 
Moduln, indem wir alle diejenigen Moduln zu der niimlichen Classe 
rechnen, fiir welche jene Zahlenreihen c¢,, ¢,, ¢,,... elementweise 
genau iibereinstimmen. 

Um die allgemeine Gestalt der -charakteristischen Function zu er- 
mitteln, setzen wir 

we. ee ee 
WO @, Gy, 4, G,~-., Ga ganze positive oder negative Zahlen sind 
und der Grad d jedenfalls kleiner ist als die Zahl m der in den ge- 
gebenen Formen auftretenden Veriinderlichen. Gemiiss der Bedeutung 
der charakteristischen Function erhilt 4(R) fiir alle ganzzahligen ober- 
halb einer bestimmten Grenze liegenden Argumente It stets ganz- 
zahlige Werthe und hieraus liisst sich beweisen, dass 4(R) iiberhaupt 
fiir alle ganzzahligen Argumente ganzzahlige Werthe annimmt. Denn 
giibe es eine ganze Zahl ¢, fiir welche der Ausdruck 

ay + aye + aye? + +++ + art 
nicht durch den Nenner a theilbar wire, so wiire auch der Ausdruck 
ay + a,(r + ha) + a,(r + ka)? +--+ + aa(r + ka), 

fiir beliebige ganzzahlige Werthe von & nicht durch a theilbar und 
folglich wiire auch (7 + ka) eine gebrochene Zahl. Hierin liegt ein 
Widerspruch, sobald wir % so bestimmt denken, dass r+ ka jene 
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Grenze iiberschreitet, oberhalb welcher 4(R) nothwendig eine ganze 
Zahl wird. 


Nachdem dies erkannt ist, setzen wir 


u(R) = r+ mM (1) + (3) : ee (ji): 


wo in tiblicher Weise 


(4) = SE—)-- Smet) == 1, 2,.. 44) 

bedeutet. Da den obigen Ausfiihrungen zufolge y(R) insbesondere 
auch fir R—O eine ganze Zahl ergiebt, so ist x eine ganze Zahl 
und in entsprechender Weise erkennen wir der Reihe nach durch 
Kinsetzen der Werthe R=1,2,...,d, dass auch die anderen Coeffi- 
cienten 7,, %2, -- +» %a ganze Zahlen sind. Da umgekehrt allgemein 


der Binomialcoefficient (4) fiir alle ganzzahligen Werthe von R eine 


ganze Zahl wird, so ist der obige Ausdruck, falls man unter 4,7,, Yo, ..-) Za 
ganze Zahlen versteht, die allgemeinste ganze rationale Function von 
der Beschaffenheit, dass sie fiir alle ganzzahligen Argumente selber 
ganzzahlige Werthe annimmt. 

Die bisherigen Ergebnisse dieses Abschnittes fassen wir in dem 
folgenden Theoreme zusammen: 


Theorem IV. Die Zahl der von einander unabhiingigen linearen 
Bedingungen, denen die Coefficienten einer Form von der Ordnung R 
geniigen miissen, damit dieselbe nach einem vorgelegten Modul (F,, F’,, ..., Fm) 


der Null congruent sei, wird, falls R oberhalb einer bestimmten Grenze 
liegt, durch die Formel 


UR) =m +n(7) + n(s)+---+u(4) 


dargestellt, WO Ys %> to» ++ + Ha gewisse dem Modul (F,, Fy, ..., Fn) 
eigenthiimliche ganze Zahlen bedeuten. Die ganze Function x4(R) vom 
Grade d in Beeug auf R heisst die charalteristische Function des 
Moduls (F,, Fy, . - + Fn). 

Die obigen Ausfiihrungen liefern zugleich eine allgemeine Methode 
zur Bestimmung der charakteristischen Function. Um diese Methode 
an einigen Beispielen zu erliutern, betrachten wir zuniichst den Modul 
(fF, #,, F;), wo F,, F,, F, die niimlichen 3 quadratischen Formen 
der 4 homogenen Veriinderlichen «,, 2, %,, 2, bedeuten, welche bereits 
in Abschnitt I und III ausfiihrlich behandelt worden sind. Die Zahl 
der Coefficienten einer quaterniiren Form von der Ordnung FR betrigt 


~ (R + 1)(R+ 2)(R-+3). Diese Zahl] ist um diejenige Zahl zu 
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vermindern, welche angiebt, wie viel linear unabhingige Formen F 
von der Ordnung R durch die Formel 
F=A,F, + A,F, + A;F; 
darstellbar sind und die letztere Zahl erhalten wir wiederum dadurch, 
dass wir die Gesammtzahl der Glieder in den 3 Formen A,, A,, A, 
der R — 2 Ordnung, nimlich die Zahl 3. . (R— 1) R(R+1) 
um die Zahl derjenigen linear unabhiingigen Formensysteme X,, X,, X, 
von der Ordnung R — 2 vermindern, welche der Gleichung 
FX, + F, X, + FX; =0 

geniigen, Wie am Schlusse des Abschnittes | gezeigt worden ist, 
erhilt die allgemeinste Lésung dieser Gleichung die Gestalt 

X, = A,Ma, + AM ay, 

X, = A,Ma, + A,M2;, 

X; = 4,2, + A, 2,. 
Die zuletzt verlangte Zahl ist daher gleich der Gesammtzahl der Glieder 
in den beiden Formen A,“, A,” der BR —3'" Ordnung, niimlich 
gleich 2. — (R—2)(R—1)R. Da nach den Ausfiihrungen in Ab- 
schnitt III das abgeleitete Gleichungssystem 

x, X,) + 2, X, = 0, 

LX") + x, X,') = 0, 

a, X, + 2, X,% = 0 
keine Lésung mehr zuliisst, so sind jene 2- + (R—-2)(kh—1)R 


Lésungssysteme siimmtlich linear von einander unabhiingig und die 
urspriinglich gesuchte Zahl wird 


(ht) = + (R+ 1)(R+2) (R43) —3- 5 (R—1) R(R+1) 


+2-2(R-2)(R-1)R 
=1+ 32. 
Dieses Ergebniss entspricht der Thatsache, dass eine Fliiche Z'e Ord- 
nung genau 1+ 3A Bedingungen erfiillen muss, damit sie eine ge- 
gebene Raumcurve 3'* Ordnung enthalte. 

Um ferner die charakteristische Function des Moduls (F, £’,,..., 45) 
zu berechnen, wo F’,, F,,..., Fy die in Abschnitt I angegebenen 
quadratischen Formen der 5 Veriinderlichen 2,, 2,....,%, sind, he- 
nutzen wir die in Abschnitt III fiir diesen Modul aufgestellte Kette 
der abgeleiteten Gleichungssysteme. Aus den Ordnungen der in diesen 
Gleichungssystemen als Coefficienten auftretenden Formen erhalten wir 
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fiir die charakteristische Function des Moduls (/’,, F,,..., £) den 
Ausdrack 


x(R) = B+) +2) (R48) (R44) _ g (Rt) RR+1) (R+2) 





KEM yg 1.2.3.4 
(R — 9) (Rk — 1) R(R +1) 1) » (R—3)(R—2)(R—1)R 
+ 8- Keath 2.3.8.4 
=1+ 4R. 


Behandelt man in gleicher Weise die oben fiir den Modul 
(%,, Ly, +++) Zn) aufgestellte Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme, 
so ergiebt sich fiir die charakteristische Function dieses Moduls der 


Werth 
x(R) = (R+ 1) (R+2) 2)... (R+n—1) 4 (7) R(R+1) wie he (R-+-n—2) 





ae l 1.3... @—f) 
(R - 1). ~* (R+ 2 - — 8) 
+ (3) ra a 
2 ae “at 


+¢—1p B= 2t SS +e 4 


1.2...(8— 1) 
== (); , 


und in der That ist offenbar jede beliebige Form nach dem Modul 
(5 %oy+~ +) 2a) der Null congruent. 

Ist ferner F’ eine beliebige ternire Form von der Ordnung r, so 
erhalt die charakteristische Function des durch diese Form bestimmten 


Moduls (7’) den Werth 


in RIBBED _ B23 8O—14 9 


=—J(r—I)(r —2%)4+14rR. 


Sind F;, F, zwei beliebige terniire Formen von den Ordnungen 
¥,,%, welche nicht beide die niimliche Form als Factor enthalten, so 


wird fiir den Modul (P,, F,) 


x(R) _ (R+ ue +2) aie (R — r+ os — % + 2) 
— _ B—nt1)(B-n+? 
1.2 


ee: (R— 1%, — % +1) (R—1, — 7, + 2) 


1.2 
= 1; 1: 
Bedeuten endlich F,, F', zwei quaterniire Formen der Ordnungen 


r,,)%_ Ohne gemeinsamen Factor, so ergiebt sich fiir die charakteristische 
Function des Moduls (fF, F’,) der Werth 
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4(R) = BLORtLWS+w _ (R=n+0 (R= 4+2)(R- 443) 





.3 1.2.3 
— (R—-m+1) R-—m+ 2) (R— 1% +3) 
1.2.3 
4 2-4-9 t 8-4-5252 -5>aee 
1.2.3 





= 2rr, — ; ryP(% +) + 7K. 

Die in diesem und in dem vorigen Abschnitte gewonnenen all- 
gemeinen Principien setzen uns in den Stand, den besonderen Fall 
eines Moduls von biniiren Formen im Sinne unserer Theorie voll- 
kommen erschépfend zu behandeln, Um dies zu zeigen, sei der Modul 
(F,, F,,..., Fn) vorgelegt, wo F, F,,..., Fi, binire Formen sind, 
von denen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass sie nicht 
siimmtlich eine und dieselbe Form als Factor enthalten und dass ferner 
alle von der niimlichen Ordnung r sind. Wegen der ersteren Voraus- 
setzung ist die charakteristische Function des Moduls (F,,, F,, . . ., Fin) 
gleich Null. Denn unter jener Voraussetzung lisst sich eine jede binire 
Form J’ von geniigend hoher Ordnung F in die Gestalt 


FH=A,F,+A,F,++++-+AnFn 
bringen, wo A,, A,,..., A, simmtlich Formen von der Ordnung 
R—r sind. Der Beweis dieser Thatsache wurde bereits zu Anfang 
des Abschnittes I kurz angedeutet. Andererseits berechnen wir die 
nimliche charakteristische Function nach der oben dargelegten all- 
gemeinen Methode, indem wir fiir die Gleichung 
F, X, --- F, X, + sa ie ie + Fn Xn = 0 
ein volles System von Lésungen aufstellen, in welchem keine durch 
lineare Combination der anderen Lésungen des Systems erhalten werden 
kann. Dieses System von Lésungen sei 
X,=G;,, X,.—Gs,, .... Xn—=Gms, (81, 2,..., ml) 
und wir bezeichnen allgemein die den Formen G;,, Gos, ..., Gins 
gemeinsame Ordnung mit r,. Zwischen diesen Lésungen besteht keine 
Relation; denn das aus obiger Gleichung abgeleitete Gleichungssystem 
» Yt + yl) Pi na 
Gus Xi -- Giz X3 + cee + Ga xX’) = () (¢ = i. 2, eee m) 
besitzt zufoige von Theorem III des vorigen Abschnittes keine Lésung. 
Die in Rede stehende charakteristische Function wird daher 


y(R) = R4+1—m(R—r+1)+ >) (R-r—n4+1) 
= R(m™ — m + 1) — (r — 1) (wm — m+ 1)4+ 7 — >», 
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wo die Summe iiber s = 1,2,..., m zu erstrecken ist. Setzen wir 
auf der rechten Seite den Coefficienten von R und das von F freie 
Glied einzeln gleich Null, so ergiebt sich 
m)) == m— 1, 
r=rtr tees + n-1, 
und hieraus gewinnen wir den Satz: 

Besitzen die m bindren Formen F,, F,,..., Fm von der Ordnung r 
nicht siimmtlich einen gemeinsamen Factor, so besteht das volle Lisungs- 
system der Gleichung 

F,X, + FLX, + +++ + Fun Xn = 0 
stets aus m — 1 Liésungen 
X,=G,,, X,—Gs,,...,Xn—=Gnuz (S=—1,2,..., m—1) 
welche durch keine Relation mit einander verkniipft sind, und die Summe 
der Ordnungen dieser m— 1 Lisungen kommt der Zahl r gleich*). 
Aus den m — 1 Gleichungen 
Gi.F, + GF, +--+ +GakFn=90 (s=1,2,...,m—1) 
folgt 
F,: F,:+-+:F,=D,: Dy: -++: Da, 
wo D,, D,,..., Dm die entsprechenden m—1 reihigen Determinanten 
der Matrix 
Gy, Gy Gs 2+. Ga | 
Gy. Gy G5 vee Gn | 


| : 
See a a ee ee ok of e Ce om ow 
| Gi, m 1 Ge, m—1 Gs, m—l ses Ge, m—1 
bedeuten. Da nach dem eben bewiesenen Satze die Ordnung dieser 
Determinanten in Bezug auf die biniiren Veriinderlichen 2,, x, gleich 
y ist, so sind jene Formen, abgesehen von einem unwesentlichen 
Zahlenfactor, den entsprechenden Determinanten jener Matrix gleich 
und wir setzen demnach 
F, = D,, F, = D,, ory Fr = Dy. 
Diese Formeln dienen umgekehrt dazu, um die Formen F’,, F,,..., Fn 
zu ermitteln, wenn die m — 1 Liésungssysteme 
X, = Gi, X, = Gs,, re | Xm = Gins (s = 1, 2, eer m — 1) 
gegeben sind. Auch erkennen wir zugleich, dass die Ordnungen 
%1,) To) +++) Ym-1 keiner beschriinkenden Bedingung unterliegen, ab- 
gesehen davon, dass ihre Summe gleich r ist. 
*) Diesen Satz hat bereits F. Meyer vermuthet und bei seinen Unter- 


suchungen iiber reducible Functionen als Voraussetzung eingefiihrt; vgl. Math. 
Ann., Bd. 30, S. 38. 
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Die Zahlen r,,7,,.. +; %m-1 bestimmen tiberdies, wie man leicht 
einsieht, vollkommen die oben allgemein definirte Zahlenreihe ¢,,¢,,¢,,... 
fiir den vorgelegten Modul (F;, F,,..., im) und infolge dessen auch 
die Classe, welcher dieser Modul angehdrt. Fiir alle die Zahl 2r — 1 
iibersteigenden Werthe von R wird cg—=y7(R)=—0. Endlich kann 
man die beiden vorhin gemachten Voraussetzungen fallen lassen, dass 
die Formen des vorgelegten Moduls simmtlich von der niimlichen 
Ordnung und ohne gemeinsamen Theiler sind und man erkennt leicht, 
welche Abianderungen dann in den gefundenen Resultaten vorzu- 
nehmen sind, 

Die eben angestellten Betrachtungen erledigen im Wesentlichen 
die Theorie der biniiren Moduln. Die weitere Aufgabe besteht in einer 
entsprechenden Behandlung der Theorie derjenigen Moduln, welche 
Formen mit drei und mehr Veriinderlichen enthalten. Doch sei hier 
nur hervorgehoben, dass es zu einer solchen Fortentwickelung der 
Theorie vor Allem der Verallgemeinerung des Noether’schen Funda- 
mentalsatzes*) fiir Formen von mehr Veriinderlichen sowie einer ein- 
gehenden Untersuchung aller hierbei in Betracht kommenden Aus- 
nahmefille bedarf. 

Die in Abschnitt I citirten Untersuchungen iiber Modulsysteme 
erdrtern eine Reihe weiterer fiir die Theorie der Moduln fundamentaler 
Begriffe. Die betreffenden Definitionen sind nach geringfiigigen Ab- 
iinderungen auch fiir die hier betrachteten Moduln von homogenen 
Formen giiltig. Wir beschiiftigen uns insbesondere mit den Begriffen des 
»kleinsten enthaltenden“® und des ,,gréssten gemeinsamen“ 
Moduls**). Sind irgend zwei homogene Moduln (Ff, F,, .-., Fin) und 
(H,, H,, ..., Hy) vorgelegt, so stelle man zuniichst fiir die Gleichung 

F, X, + F,X,+-:: > Fin Xm = H, YY; + A, Y,+-+--+ MY, 
das volle Lésungssystem 

X,= Fy, X, = Fr, -- 4 Xn= Ens | 

Y,=H., Y,—Hs,,... Yi= Mis J 
auf und bilde dann die Formen 
K,=F, F,,+-F, Fs; S iin ie FF as= H, H,,+ H, Ap; + ie HA, 

(s==1,2,...,&). 


Der Modul (K,, K,, ..., Ky) ist der kleinste enthaltende Modul. 
Andererseits erhilt man durch Zusammenstellung der einzelnen Formen 


(¢ =m 1,2,.. 48) 


*) Vgl. M. Noether, Math. Ann, Bd. 6 und 30, sowie A, Voss, Math, Ann, 
Bd. 27 und L, Stickelberger, Math. Ann. Bd, 30. 

**) Vgl. betreffs der Begriffsbestimmung: L, Kronecker, Crelle’s Journal 
Bd. 92, S. 78 sowie R. Dedekind und H. Weber, Crelle’s Journal Bd, 92, 
8, 197. 
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der beiden vorgelegten Moduln den gréssten gemeinsamen Modul in 
der Gestalt 


(PF, Fy,..4 Fn, H,, Hy, ..., Hi) = (G,, G,.. ., G). 


Es besteht nun eine sehr einfache Beziehung zwischen den charak- 
teristischen Functionen yr und yy der beiden vorgelegten Moduln und 
den charakteristischen Functionen yx und y¢ des kleinsten enthaltenden 
und des gréssten gemeinsamen Moduls. Um diese Beziehung herzu- 
leiten, bilden wir zuniichst ein System S, von linear unabhingigen 
Formen R'* Ordnung, welche simmtlich nach dem Modul (F,, P’,, ..., F'n) 
der Null congruent sind und aus denen sich jede andere Form Rt" 
Ordnung von der niimlichen Beschaffenheit linear zusammensetzen 
lisst. Wenn R eine gewisse Grenze iibersteigt, so ist die Zahl der 
Formen dieses Systems S, gleich p(R) — yr(R), wo g(R) die Zahl 
der Glieder einer allgemeinen Form R'* Ordnung bedeutet. Ferner 
bilden wir ein volles System Sx von linear unabhiingigen Formen der 
R' Ordnung, welche sowohl nach dem Modul (f,, F,,..., Fn) als 
auch zugleich nach dem Modul (H,, H,,..., H,) der Null congruent 
sind. Diese Formen sind simmtlich gleich linearen Combinationen 
der Formen des Systems Sy. Die Anzahl der Formen des Systems Sx 
ist fir geniigend grosse Werthe von R gleich g(R) — xx(R). Endlich 
hilden wir ein System S von Formen, welche die Formen des Systems 
Sx za einem vollen System Sy von linear unabhiingigen und nach dem 
Modul (H,, H,, ..., Hy) der Null congruenten Formen ergiinzen. Die 
Zahl der Formen des Systems Sy ist p(R) — yu(R) und da die Formen 
der Systeme S und Sx zusammen die Formen des Systems S, ergeben, 
so ist die Zahl der Formen des Systems S gleich 

{p(R) — xa(R)} — {p(R) — rx(B)} = xx(R) — zu (P). 

Nun sind, wie aus der angegebenen Bildungsweise hervorgeht, die Formen 
der beiden Systeme S; und S linear von einander unabhiingig und anderer- 
seits kann man durch lineare Combination der Formen dieser beiden 
Systeme Sp und S alle Formen herstellen, welche iiberhaupt lineare 
Combinationen von Formen der Systeme Sy und Sy sind. Es bilden also 
die Formen der Systeme Sy und S zusammengenommen ein volles 
System S, von linear unabhingigen Formen R' Ordnung, welche 
nach dem Modul (G,, G,, ..., G,) der Null congruent sind. Den 
obigen Betrachtungen zufolge ist die Gesammtzahl der Formen in den 
Systemen Sy und S gleich p(R) — yr(R) + yxx(R) — yn(R) und 
andererseits ist die Zahl der Formen des Systems S,; gleich g (RR) — ya (2). 
Diese beiden Zahlen sind daher einander gleich d. h. 


p(R) — xr(R) + ax(R) — xa(R) = o(h) — xe (Ph) 
oder 


te + tn = te + Xe. 
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Wir sprechen dieses Ergebniss in folgendem Satze aus: 


Die Summe der charakteristischen Functionen zweier beliebigen 
Moduln ist gleich der Summe der charakteristischen Functionen fiir den 
kleinsten enthaltenden und den grissten gemeinsamen Modul, 

Zum Schlusse dieses Abschnittes mége noch kurz der Weg be- 
zeichnet werden, wie sich die eben gewonnenen allgemeinen Resultate 
fiir die Theorie der algebraischen Gebilde verwenden lassen. 

Es sei zunichst im drei-dimensionalen Raume eine Curve oder ein 
System von Curven und Punkten gegeben. Durch dieses Gebilde lisst 
sich nach einem in Abschnitt I bewiesenen Satze stets eine endliche 
Zahl von Flichen 

F,=0, F,=—0,... F,=—0 


solecher Art hindurch legen, das jede andere das Gebilde enthaltende 
Fliiche durch eine Gleichung von der Gestalt 


AF, + 4,F, +++: + 4aFa=0 


dargestellt wird. Diese Ueberlegung zeigt, dass jedem algebraischen 
Gebilde ein Modul (Ff, F,, ..., F,) und durch dessen Vermittelung 
eine bestimmte charakteristische Function z4(R) zugehért. Die letztere 
Function giebt dann an, wie viele von einander unabhiingige Be- 
dingungen eine Fliche von der eine gewisse Grenze iiberschreitenden 
Ordnung FR erfiillen miisse, damit sie das betreffende Gebilde enthalte. 
So hat die charakteristische Function einer doppelpunktslosen Raum- 
curve von der Ordnung y und dem Geschlechte p den Werth*) 
4(R) =—p+i1+rR. 

Als Beispiel diene die cubische Raumcurve, deren charakteristische 
Function zufolge der vorhin in diesem Abschnitte ausgefiihrten Rech- 
nung den Werth 1+ 3 erhilt. 

Fiir die Schnittcurve zweier Fliichen von den Ordnungen 7, und r, 
ergiebt sich der friiheren Rechnung zufolge die charakteristische Function 


4(R) = 2r,7, — + My2(7y + 2) + 4% Lt. 


Um zugleich im Anschluss an die letzteren Betrachtungen die 
Bedeutung des zuvor abgeleiteten allgemeinen Satzes iiber die charak- 
teristischen Functionen zu erliutern, wenden wir denselben auf die 
Lisung einer Aufgabe aus der Theorie der Raumcurven an. Es mégen 
zwei Raumcurven ohne Doppelpunkte von den Ordnungen @,, 9, und 
beziehungsweise von den Geschlechtern p,, p, zusammen den voll- 
stiindigen Durchschnitt zweier Flichen K, = 0, K,—0 von den Ord- 
nungen 7,, 7, bilden. Die den beiden Raumcurven eigenen Moduln 


*) Vgl. M. Noether, Crelle’s Journal Bd. 93, 8. 295. 
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seien (F,, F,,..., Fn) und (H,, H,,..., H,). Der kleinste ent- 
haltende Modul dieser beiden Moduln ist dann (K,, K,) und der 
grésste gemeinsame Modul (F,, F,,..., Fn, H,, H,,.-., Hy) wird 
geometrisch durch diejenigen Punkte dargestellt, welche beiden Raum- 
curven gemeinsam sind, Die Zahl dieser Punkte sei g. Die in Be- 
tracht kommenden charakteristischen Functionen sind 


ur(R) =—p, +1+,k, 
4u(R) = — p. + 1+ ok, 
ax(R)= 2r,r, — + rr(r, +r) + rr R, 
ta(R) = Q 
und die Anwendung unseres Satzes 


de + tn = Ax + Xe 


ergiebt fiir die Zahl der den beiden Raumeurven gemeinsamen Punkte 
den Werth 


€ 1 . 
eg = — 2r4r, + erin + %.) — DP; — DP. + 2. 


Was die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf Riume von 
beliebig vielen Dimensionen anbetrifft, so erscheinen noch die folgenden 
Resultate bemerkenswerth. Es sei in einem Raume von beliebig vielen 
Dimensionen ein algebraisches Gebilde gegeben und der zu diesem 
algebraischen Gebilde zugehérige Modul midge die charakteristische 


Function 
u(B) = % + n (4) + w() 2 ee u(t) 


besitzen; dann giebt der Grad d dieser charakteristischen Function 
die Dimension und der Coefficient ya die Ordnung des algebraischen 
Gebildes an, wiihrend die iibrigen Coefficienten y,, y,, -.., Ya—1 mit 
den von M. Noether*) definirten und behandelten Geschlechtszahlen 
des Gebildes in engem Zusammenhange stehen. Der allgemeine Beweis 
hierfiir beruht auf dem Schlusse von » — 1 auf » Veriinderliche. Wie 
man sieht finden sich die eben angegebenen Siitze in dem Falle der 
Curve im dreidimensionalen Raume in der That bestiitigt. 

Inwiefern umgekehrt ein Modul durch die Gesammtheit der Werth- 
systeme bestimmt ist, welche die einzelnen Formen des Moduls gleich- 
zeitig zu Null machen, ist eine Frage, welche erst durch eine syste- 
matische und alle méglichen Ausnahmefiille umfassende Untersuchung 
des Noether’schen Fundamentalsatzes fiir beliebige Dimensionenzahl] 
eine befriedigende und allgemeingiiltige Beantwortung finden kann. 


*) Vgl. Math. Ann. Bd. 2 und 8. 
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Endlich sei noch auf die von A. Cayley, G. Salmon, 8S. Roberts 
und A. Brill ausgebildete Theorie der sogenannten beschrinkten 
Gleichungssysteme*) hingewiesen, da insbesondere fiir diesen Zweig 
der Algebra unser Begriff der charakteristischen Function eine wirk- 
same Fragestellung sowie einen einheitlichen Gesichtspunkt liefert. Ist 
beispielsweise eine Raumcurve gegeben und betrachten wir irgend drei 
dieselbe enthaltende Fliichen F', = 0, F, = 0, F, = 0 beziehungsweise 
von den Ordnungen 7,, 7,,%,, so ist die Zahi der Schnittpunkte dieser 
Flichen, welche ausserhalb jener Raumcurve liegen, offenbar gleich 
der charakteristischen Function des Moduls (F,, F,, F’;), vermindert 
um die charakteristische Function der Raumcurve. Diese Schlussweise 
fiihrt in der That zu einem verallgemeinerungsfahigen Beweise fiir den 
bekannten Satz, wonach die Zahl der durch eine gemeinsame Raum- 
curve absorbirten Schnittpunkte jener drei Fliichen gleich e(r,+-r,-++-7,)—« 
ist, wenn @ die Ordnung der Raumcurve und @ eine andere jener Raum- 
curve eigene Constante, den sogenannten Rang derselben, bedeutet. 

Diese Angaben mégen geniigen, um zu zeigen, wie die in diesem 
Abschnitte entwickelte Theorie der charakteristischen Function zu einer 
einheitlichen und iibersichtlichen Behandlung der einem algebraischen 
Gebilde eigenthiimlichen Zahlen (Dimension, Ordnung, Geschlechter, 
Rang u. s. w.) fiihrt. Die weitere Aufgabe der Theorie wire nunmehr 
die wirkliche Durchfiihrung der diesen Anzahibestimmungen zu Grunde 
liegenden algebraischen Processe. 


Ve 
Die Theorie der algebraischen Invarianten. 

Die in Abschnitt I entwickelten Principien bewiihren ihre Kraft 
insbesondere auch in demjenigen Theile der Algebra, welcher von den 
bei linearen Substitutionen der Veriinderlichen invariant bleibenden 
Formen handelt. Bekanntlich hat zuerst P. Gordan**) bewiesen, dass 
die Invarianten eines Systems von biniren Grundformen mit einer 
Veriinderlichenreihe x,, x, siimmtlich ganze und rationale Functionen 
einer endlichen Anzahl derselben sind. Die zu diesem Beweise be- 
nutzten Methoden reichen jedoch nicht aus, wenn es sich um den 
Nachweis des entsprechenden Satzes fiir Formen von mehr Veriinder- 
lichen handelt, oder wenn die Grundformen mehrere Reihen von Ver- 
iinderlichen enthalten, welche theilweise verschiedenen linearen Trans- 


*) Vgl. G. Salmon, Algebra der linearen Transformationen, Vorlesung 22 
und 23, sowie den beziiglichen Litteraturnachweis. 

**) Vgl. Vorlesungen iiber Invariantentheorie. Bd. II, S. 231. Andere Beweise 
sind gegeben worden von F. Mertens in Crelle’s Journal Bd, 100, S, 223 und 
vom Verfasser in den Math. Ann. Bd. 33, 8S. 223. 
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formationen unterliegen. Es sollen im Folgenden die Mittel dargelegt 
werden, deren es zur Erledigung der eben gekennzeichneten allge- 
meineren Fragen bedarf. 

Um in dem Beweise die wesentlichen Gedanken méglichst klar 
hervortreten zu lassen, betrachten wir zunichst den einfachen Fall einer 
einzigen biniiren Grundform / mit nur einer Veriinderlichenreihe 2, , 2. 

Nach einem in Abschnitt I bewiesenen Satze lisst sich aus 
einem jeden beliebig gegebenen Formensysteme stets eine endliche 
Zahl von Formen derart auswiihlen, dass jede andere Form des Systems 
durch lineare Combination jener ausgewihlten Formen erhalten werden 
kann. Wir betrachten insbesondere das System aller Invarianten der 
biniiren Grundform f und es muss dann nach dem angefiihrten Satze 
nothwendigerweise eine endliche Zahl m von Invarianten 3,, ¢,, ..., tn 
geben von der Art, dass eine jede andere Invariante i der Grundform 
f in der Gestalt 
(38) i= A,i, + A,i, + +++ + Antn 
ausgedriickt werden kann, wo A,, A,,..-, Am ganze homogene Func- 
tionen der Coefficienten der Grundform f sind. Doch kann dieses 
Ergebniss offenbar auch direct aus Theorem I in Abschnitt I abgeleitet 
werden. Um dies kurz zu zeigen, wihlen wir zuniichst nach Willkiir 
aus der Gesammtheit der Invarianten der gegebenen Grundform / eine 
Invariante aus und bezeichnen dieselbe mit i,; ferner moége i, eine 
Invariante der Grundform f sein, welche nicht einem Producte von 
der Gestalt A,i, gleich ist, wo A, eine ganze homogene Function der 
Coefficienten der Grundform f ist; i, sei nun eine Invariante, welche 
sich nicht in die Gestalt A,i, + A,é, bringen lisst, wo A, und A, 
wiederum ganze homogene Functionen der Coefficienten der Grund- 
form f sind. Entsprechend sei i, eine Invariante der Grundform, 
welche sich nicht in die Gestalt A,i, + A,i, + A,i, bringen lisst 
und wenn wir in dieser Weise fortfahren, so gewinnen wir eine Formen- 
reihe 7,, %,%,,..., in welcher keine Form durch lineare Combination 
der vorhergehenden Formen erhalten werden kann. Aus Theorem I 
in Abschnitt I folgt, dass eine solche Reihe nothwendig im Endlichen 
abbricht. Bezeichnen wir die letzte Form jener Reihe mit #,,, so ist 
eine jede Invariante der gegebenen Grundform f gleich einer linearen 
Combination der m Invarianten i,, ,, ..., %m. Das so gewonnene 
Ergebniss bezeichnet den ersten Schritt, welcher zum Beweise der 
Endlichkeit des vollen Invariantensystems erforderlich ist. 

Der zweite Schritt besteht darin, zu zeigen, dass in dem Aus- 
drucke A,i, + A,i, +++--+-+ Ant» die Functionen A,, A,,..., Am stets 
durch Invarianten J,, J,,..., J, ersetzt werden kénnen, ohne, dass 
sich dabei der Werth i jenes Ausdrucks iindert. Dieser zweite Schritt 
lisst sich in dem hier zuniichst betrachteten Falle einer biniiren Grund- 
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form mit nur einer Veriinderlichenreihe in besonders einfacher Weise 
ausfiihren, wenn wir uns des folgenden in der Inauguraldissertation*) 
des Verfassers bewiesenen Satzes bedienen: 

Jede homogene und isobare (d. h. nur aus Gliedern von dem 


nimlichen Gewichte bestehende) Function der Coefficienten einer 
biniiren Form 


n n n-—1 n 
My % + (7) aai Ly r++ + aX 
vom Grade r in den Coefficienten a), a,, ..-, dn» und vom Gewichte 
nr . o 3@ 
p =- > geht nach Anwendung des Differentiationsprocesses 


AD A? Dp? A? Ds 

{j-t~aa + leas si ia 
DA D® A? DSA} 

saath, tee iat + 2!3! ” sla! os 

worin 
a ion a a. iy 
D= «av Da, +. 201 a, -f- 3a 3a, +- 
s : 


a + (n—1)a, if yo 7 @ we 


A= na, com 
) ty 0d 
zu setzen ist, in eine Invariante jener Grundform iiber. 

Wir bezeichnen nun die Gewichte der Invarianten 3, i,,%,,. .., im 
beziehungsweise mit p, p,, Po, --+) Pm und fassen ferner allgemein 
unter der Bezeichnung B, alle diejenigen Glieder des Ausdruckes A, 
zusammen, welche vom Gewichte p — p, sind. Da in der Formel (38) 
auf der linken Seite nur Glieder vom Gewichte p vorhanden sind, so 
diirfen wir auf der rechten Seite der niimlichen lormel alle Glieder 
der Producte A,i, unterdriicken, deren Gewichte kleiner oder grésser 
als p sind, und wir erhalten dadurch fiir ¢ den Ausdruck 
(39) t= Bi, + Bit, +--+ + Buin. 
wo B,, B,,..,, By, eben jene homogenen und isobaren Functionen 
der Coefficienten der Grundform sind, Beachten wir nun, dass eine 
Invariante bei Anwendung des Differentiationsprocesses D sowie bei 
Anwendung des Differentiationsprocesses A identisch verschwindet und 
dass die homogenen und isobaren Functionen B, dem obigen Satze 
zufolge bei Anwendung des Differentiationsprocesses [| in gewisse In- 
varianten J, der biniiren Grundform / tibergehen, so folgt 

[B.i,] = (BJi,—Jsi, (8s = 1,2,..., m) 


*) Ueber die invarianten Eigenschaften specieller biniirer Formen, insbeson- 
dere der Kugelfunctionen, Kénigsberg i. Pr. 1885, sowie: Ueber eine Darstellungs- 
weise der invarianten Gebilde im biniiren Formengebiete, Math. Ann. Bd. 30, 8, 15, 


34* 
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und, wenn wir auf jedes Glied in (39) den Process [ ] anwenden, so 
entsteht die Gleichung 


i= J, %, + I yig + Chee + Tanta. 


Die Invarianten J,, J,,..., Jm sind simmilich von niederem Grade 
in den Coefficienten der Grundform als die Invariante i und indem 
wir nun diese Invarianten J,, J,, ..., J der nimlichen Behandlung 
unterwerfen , wie vorhin die Invariante i, erhalten wir schliesslich eine 
ganze und rationale Darstellung der Invariante i mit Hiilfe der m 
Invarianten i,,%,,...,%m. Die letzteren m Invarianten bilden daher 
das volle System der Invarianten fiir die vorgelegte biniire Grund- 
form f. 

Der zweite Schritt in diesem Beweise bestand darin, dass wir 
zeigten, wie in dem urspriinglichen Ausdrucke (38) fiir i die Fune- 
tionen A,, A,, ..., Am selber durch Invarianten zu ersetzen sind, 
Wenn es sich nun um Grundformen von mehreren Veriinderlichen 
handelt, so kann dieser zweite Schritt nicht genau in der nimlichen 
Weise wie vorhin ausgefiihrt werden, weil diejenigen Siitze noch nicht 
bekannt sind, welche in der Invariantentheorie der Formen mit mehr 
Veriinderlichen dem vorhin fiir das binire Formengebiet ausgesprochenen 
Satze entsprechen. Aber in jenem allgemeineren Falle leistet den 
gleichen Dienst ein Satz, welcher im wesentlichen mit einem von 
P. Gordan*) und F. Mertens**) bewiesenen Satze iibereinstimmt 
und fiir terniire Formen, wie folgt, lautet: 

Es sei ein System von terniiren Grundformen f"), f®,..., f® 
mit den Verinderlichen z,, 2, x, vorgelegt; die Formen dieses Systems 
mégen vermittelst der linearen Substitution der Veriinderlichen 


— | 
Ly = Ay Vy + By2Yo + A393, | &yy Ayn Ny 

} 
(40) Ly = Ay, Yy H Gy2Y2 + 54s, A =| Gy, Ay, Ag3 
Ly = Ag, Vy + A32Y2 + 453435 3, Aso Ass 


~ ° el} (1 2 Ak 
iibergehen beziehungsweise in fj", ff,...,f2. Es sei ferner F(f,) 


irgend eine ganze Function der Coefficienten dieser transformirten 


Formen ft’, fe’,..., fA, welche in den Coefficienten jeder einzelnen 
Form homogen ist. Multipliciren wir diese Function F'(f,) mit a?, wo 
a die Substitutionsdeterminante und gq eine beliebige nicht negative 
ganze Zahl bedeutet, und wenden wir dann auf das Product a? F'(f.) 
den Differentiationsprocess 

*) Vorlesungen tiber Invariantentheorie, Bd. Il, § 9; vgl. auch A. Clebsch, 
Ueber symbolische Darstellung algebraischer Formen, Crelle’s Journal Bad. 59, 


**) Ueber invariante Gebilde terniirer Formen, Sitzungsb. der kais. Akad. 
der Wiss. zu Wien, Bad. 95. 
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dels a a Bt a 
© Bay BGy2 0053 Oy Og; OA ge OAj2 O03 0M, = Oye 0g Ogg, 
_ @ ene UE 
OA1s OGy OAs, CAy3 Og: OA, 


so oft an, bis sich ein von den Substitutionscoefficienten a@,,, a1. ,..., 435 
freier Ausdruck ergiebt, so ist der so entstehende Ausdruck eine In- 
variante des Formensystems f), f@,..., f/f. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Kigenschaft der Unveriinder- 
lichkeit der Invarianten bei linearer Transformation. Um dies zu 
zeigen, denken wir uns die Grundformen f"), f®,., .,/ in den Ver- 
iinderlichen y,, Y., Y,; geschrieben und wenden dann auf die letzteren 
Veriinderlichen die lineare Transformation 


Y= 2, + Oy9%, + D525, [i Oye Oy 
(41) Yy = dy, 2, + Dy9% + dy3 2s, b =| by doy dys 
Y3 = 05,2, + Dye Z + d5525, bs, O59 Ogg 


an. Hierdurch mégen die Grundformen /", f®,...,/ beziehungs- 


weise in f,", ff,..., ft? tibergehen. Endlich setzen wir die beiden 
linearen Substitutionen (40) und (41) zusammen zu der linearen Sub- 
stitution 


Hy = C442, HF Cyn %q + C4345, Cy Cyn Gs | 
(42) hy = yy 2, + Cy By HF Cog 2s, C= | Cy, Cy C3 | = ab, 
Ly = Cy 2, TH Cyo%_  Cy38%3, Cy, Cyn Cyg | 


WO C1, yo> +++) yg die bekannten bilinearen Verbindungen der Sub- 
stitutionscoefficienten a@,,, @j.,-. +) Ay; und by, Dy, ..-, dy, sind. Die 


Grundformen /\, /,..., / mégen bei Anwendung der zusammen- 
gesetzten Substitution (42) in f{”, f,..., f° ttbergehen. Zu der Sub- 
stitution (41) gehért der Differentiationsprocess 
aa, ee er a 
P GD 41 Oda Ods3 Od 41 Cbg, Obse OD 42 Obes Cbs, Dip Obey O053 
hi 7 
T Gin by Oye diy Oba Oy, 


und zu der zusammengesetzten Substitution (42) gehért der Differen- 
tiationsprocess 


Qo 3 a3 3 B 
© BC O Cae Ogg 0 C41 0 Cog O Cye OC120 Cog OCs, OCi2 0 Cy OCs 
+ a+ . 
Oly OCa OCs: 0436 Cog 0 Cg 


Bezeichnen wir mit p die Zahl, welche angiebt, nach wie viel- 
maliger Anwendung von Q, der Ausdruck a? F’'( fa) von den Substitutions- 
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coefficienten @,,, d,., .--, @s3 frei wird, so besteht unsere Aufgabe 
darin, zu zeigen, dass der Ausdruck 


J(f) = 2 {at F(fa)} 


ein Invariante der Grundformen f), f®, ..., f ist. Da der Aus- 
druck rechter Hand von den Substitutionscoefficienten a,,, @,.,-.+, G33 
frei sein soll, so ist auch 


J(f) = 2 {br F (fi) } . 


In dieser Formel setzen wir fiir die Coefficienten der Formen /,/®),...,/ 
die entsprechenden Coefficienten der transformirten Formen /f,!", /,'), 

. +) fa*) ein. Dadurch gehen die Coefficienten der Formen f,), fi, 
.+., fs in die Coefficienten der Formen /,), f.),..., f@ tiber und 
wir erhalten 


J (fu) = 27 {UF (f.)} 


oder 
(43) ad (fz) =Q? {er F(f.)} - 


Der Ausdruck c? F'(f.) hiingt von den Coefficienten der Grundformen 
f{, f®, ...,/ und von den Substitutionscoefficienten a,,, @,), .-., Aas, 
Diy, Bio, +- +, 53, ab; er enthilt jedoch diese Substitutionscoefficienten 
lediglich in den bilinearen Verbindungen ¢,,, ¢,), ..-, €,3. Hs gilt nun 
fiir eine jede Function G dieser bilinearen Verbindungen ¢,,, ¢,5,..-, €a5 
wie aus dem Maultiplicationssatze der Determinanten leicht erkannt 
wird, die Beziehung 


und durch p-malige Anwendung derselben erhalten wir 
(44) QP {or F(f)} = a QE {er P (ff. 


Es ist nun andererseits 
I(f) = Wok fy 
und folglich wegen (43) und (44) 
J (fa) = a1 df). 
Diese Formel zeigt, dass dem Ausdrucke J(f) die Invarianteneigen- 
schaft zukommt. 
Der eben bewiesene Satz ermdglicht die Aufstellung von beliebig 
vielen Invarianten des vorgelegten Formensystems. Um zu zeigen, 


dass durch dieses Verfahren siimmtliche Invarianten gefunden werden 
kénnen, betrachten wir den Ausdruck Q?a?. Das Differentiations- 


symbol 2, geht aus der Determinante a hervor, wenn wir allgemein 





ee 
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in jedem Gliede +- a,,'@,.'d59 der letzteren fiir das Product ayy a22-a3y 
3a 

Oy’ Ogg’ O igs’ 

Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge bedeuten. Entsprechend 

erhalten wir das Differentiationssymbol 2? aus a?, wenn wir in dem 

entwickelten Ausdruck fiir a? allgemein an Stelle von afuape.. . apy 

a 


den Differentialquotienten einsetzen, wo 1’, 2’, 3’ die 





den Differentialquotienten — einsetzen, WO Py) Pj9 5-1 Pag 


daf" dafy... day 

gewisse Exponenten bedeuten, deren Summe gleich 3p ist. Hieraus 

folgt insbesondere, dass das Vorzeichen von af»azy...az» in a? tiber- 

Q°P 

daft dale... dag 

wir daher Q? auf a? an, so ergiebt sich eine Summe von lauter 

positiven Zahlen: d. h. Q?a? ist eine von Null verschiedene 
Zahl*); diese Zahl werde mit N, bezeichnet. 

Es sei nun J(/) eine beliebig vorgelegte Invariante, und dieselbe 


iindere sich bei der Transformation um die p'* Potenz der Substitutions- 
determinante. Die Relation 


Q? {ay (fe)} = N I(f)Q2 a” = J(f) 





einstimmt mit dem Vorzeichen von in Q?; wenden 


zeigt dann, wie die Invariante J(f) durch das angegebene Verfahren 
erhalten wird und somit folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung. 

Auf diese Betrachtungen griindet sich der erstrebte Beweis fiir 
die Endlichkeit des vollen Invariantensystems im terniiren Kormen- 
gebiete. Der erste zu diesem Beweise fiihrende Schritt ist der niim- 
liche, wie vorhin im Falle der biniiren Formen und wir nehmen dem- 
gemiss wiederum an, es seien aus der Gesammtheit der Invarianten 
der Grundformen /"), f®, ..., f die m Invarianten 7,, ¢,,..., dn 
derart ausgewiahlt, dass eine jede andere Invariante J jener Grund- 
formen in der Gestalt 
(45) t= A,i, + A,i, +++ + Antin 
ausgedriickt werden kann, wo A,, A,,..., A» ganze homogene Func- 
tionen der Coefficienten der Grundformen sind, 

Der z weite Schritt besteht darin, zu zeigen, dass in dem Ausdrucke 
Aji, + Agig +++++ Antn die Functionen A,, A,, ..., An stets 
durch Invarianten ersetzt werden kénnen, ohne dass sich dabei der 
Werth « des Ausdruckes iindert. Zuniichst beachten wir, dass eine 
Invariante ihrer Definition nach in den Coefficienten einer jeden einzelnen 
Grundform homogen ist. Ks seien die Invarianten 7, i,, %,..., dm in 


*) Vel. A. Clebsch, lc, 8. 12, wo die letztere Thatsache im Wesentlichen 
auf dem nimlichen Wege bewiesen worden ist. 








RT 
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den Coefficienten der ersten Grundform /\) beziehungsweise vom Grade 
Y, Ti) %o) +--+) Tm. Da die linke Seite in Formel (45) demnach nur 
Glieder vom Grade r in den Coefficienten von f' enthialt, so diirfen 
wir auf der rechten Seite der nimlichen Formel allgemein in den 
Functionen A, alle diejenigen Glieder unterdriicken, deren Grad in 
den Coefficienten von f“) kleiner oder grésser als r — r, ist. Wenn 
wir in gleicher Weise die Grade in Bezug auf die Coefficienten der 
iibrigen Grundformen reduciren, so gelangen wir schliesslich zu der 
Gleichung 
t= Bi, + Bri, +++ ++ Buin 

wo die Functionen B,, B,,..., Bn in den Coefficienten jeder einzelnen 
Grundform homogen sind. In dieser Gleichung setzen wir an Stelle 
der Coefficienten der Grandformen f/f“, f@, ..., f die entsprechen- 
den Coefficienten der transformirten Grundformen /,), fo, ..., fal” 


ein und benutzen dann die Invarianteneigenschaft von i, i, , i, , 


**) bm} 
dadurch ergiebt sich 


ai = a B, (fa) iy -b a” B,( fa) iy +- eS -{- a’ Bu(fa)in 
wo p, p, die Gewichte der Invarianten i, i, und wo B,(f,) die ent- 
spreechenden Functionen der Coefficienten der transformirten Grund- 


formen fa, fa, ..., fa) sind. Wenden wir auf die erhaltene Relation 
p mal das Differentiationssymbol Q, an, so folgt 


Qe {a} i= Q2 fa” B, (fat +i, + a {a” B,(fa)} “ty *>* 
+ Q? {a?™ Bi (fa)} . tn 


und, wenn wir durch die von Null verschiedene Zahl N, = Q? {a”} 
auf beiden Seiten dividiren, entsteht eine Gleichung von der Gestalt 


i=d,i, at. Jy iy a ‘>? + Junta, 


wo unserem vorhin bewiesenen Satze zufolge die Ausdriicke 
1 ; . »? 
J,= W “4 {a”* B, (fa) t (s—==1, 2, ..., m) 
P 


Invarianten der vorgelegten Grundformen /“), /@),..., / sind. 
Unterwerfen wir diese Invarianten J,, J,,..., J, der niimlichen 
Behandlung, wie vorhin die Invariante i, so folgt, dass auch diese 
Juvarianten durch lineare Combination aus 7, é,, -» t, erhalten 
werden kénnen, wobei die als Coefficienten in der linearen Combination 
auftretenden Functionen wiederum Invarianten sind. Da sich aber bei 
jedesmaliger Wiederholung dieses Verfahrens die Gewichte der dar- 
zustellenden Invarianten vermindern, so bricht das Verfahren ab, und 
wir erhalten schliesslich eine gauze und rationale Darstellung der In- 


variante i mit Hiilfe der m Invarianten i,, i,,...,%,. Damit ist der 
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erstrebte Beweis fiir ternére Grundformen mit einer Verinderlichen- 
reihe erbracht. 

Aber es geschah lediglich im Interesse einer ktirzeren Dar- 
stellung, wenn wir uns im Vorhergehenden auf diesen Fall beschrinkten 
und wir sehen nachtriglich leicht ein, dass unsere Schliisse sich ohne 
Weiteres auf den Fall von Grundformen mit  Veriinderlichen iiber- 
tragen lassen. An Stelle des vorhin benutzten Differentiationsprocesses 
tritt dann der allgemeine Differentiationsprocess 


an 


@= 5+ ee, (TF, €or 8 8 


a ~ OG Ogg: 0012 OGny! 


WO Gi;) Gyo)++ +) Ann die n* Coefficienten der linearen Substitution der 
n Veriinderlichen bedeuten. 

Enthalten ferner die Grundformen mehrere Veriinderlichenreihen, 
welche simmtlich der niimlichen linearen Transformation unterliegen, 
so bleibt das obige Verfahren ebenfalls genau das gleiche und selbst 
in dem Falle, wo mehrere Veriinderlichenreihen in den Grundformen 
auftreten, welche theilweise verschiedenen linearen Transformationen 
unterworfen sind, bedarf es nur eines kurzen Hinweises, in welcher 
Art die obige Schlussweise zu verallgemeinern ist. 

Es sei ein System von Grundformen /', /®, ..., f mit einer 
terniiren Veriinderlichenreihe x,, x,, 2, und mit einer biniiren Veriinder- 
lichenreihe &,, §, vorgelegt, welche gleichzeitig und zwar mittelst der 
Formeln 


Ly = Ay Yy + Ay 2Yo + A343) Gy, Ayo As | 
Ly = Uy YF Ay 42 + Gog Ys, @=| Ay, Ay, Ay | 
Ls = Ay Vy 1 Ag2Yo + 33 Y3) | Ag, Ayo Ags 
B= 1 HF My Me, aussi 

So = HM + MyM, Faq Meg 


zu transformiren sind. Nach Ausfiihrung dieser 'l'ransformation gehen 
die Formen /, /,...,/ iiber in die Formen /@), /@,..., /, 
deren Coefficienten sowohl die Substitutionscoefficienten a,,, a. ,.-+, ss 
als auch die Substitutionscoefficienten @,,, @,., G1, @. enthalten. 
Unter einer Invariante in Bezug auf diese Transformationen verstehen 
wir dann einen in den Coefficienten jeder einzelnen Grundform homogenen 
Ausdruck, welcher sich nur um Potenzen der Substitutionsdeteryminanten 
a und @ iindert, wenn wir in demselben fiir die Coefficienten der 
Grundformen /"), f@,..., / die entsprechenden Coefficienten der 
transformirten Grundformen /), /®,..., /@, einsetzen, Unserem oben 


aa 
bewiesenen Satze entspricht dann im vorliegenden Falle der folgende 
Satz: 
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Es sei F(fa«) irgend eine ganze Function der Coefficienten der 
transformirten Formen /\'), f®,...,/, welche in den Coefficienten 
jeder einzelnen Form homogen ist. Multipliciren wir diese Function 
F(faa) mit at?a*, wo q und x beliebige nicht negative ganze Zahlen 
sind und wenden wir dann auf das Product a?a* F’(f,,) jeden der 
beiden Processe 


Q a3 a3 By) a 
ames 64440 G22 0As3 : 0.441 0 Ag3 OAs9 0 420 gs Ody, 0 yy 0 hg) Olly 
a3 a 
7 0 G43 0 Ug Ogg 00, 30Ag20 Ay, 
und 
a a2 
Q,.= ———— =—- ——— 
0 04) 0 etx Og Oa 


so oft an, bis sich ein von den Substitutionscoefficienten a,,, @,.,+-++)433) 
11> G94 Oy, My, freier Ausdruck ergiebt, so ist der entstehende Aus- 
druck eine Invariante der Grundformen f), f@),...,/ in dem ver- 
langten Sinne. F 

Der Beweis dieses Satzes entspricht vollkommen dem vorhin fiir 
Formen mit einer ternaéren Verinderlichenreihe ausfiihrlich dargelegten 
Beweise und ebenso erkennt man ohne Schwierigkeit, dass auch um- 
gekehrt jede Invariante erhalten werden kann, indem man auf eine 
geeignet gewihlte Function der Coefficienten der transformirten Formen 
die Differentiationsprocesse Q, und Q, in der durch den obigen Satz 
vorgeschriebenen Weise anwendet. 

Um nun die Endlichkeit des vollen Systems der in Rede stehenden 
Invarianten darzuthun, nehmen wir wiederum an, es seien die m In- 
varianten 7,,%,..., %m derart ausgewihlt, dass jede andere Invariante 
é in der Gestalt 

t= Aji, + Agi, + +++ + Antn 
ausgedriickt werden kann, wo A,, A,,..., Am ganze homogene Func- 
tionen der Coefficienten der Grundformen sind. Aus dieser Relation 


erhalten wir auf dem niimlichen Wege wie vorhin eine Relation von 
der Gestalt 

im Bi, + By i, + mer + Brim 
wo die Functionen B,, B,, ..., B,, in den Coefticienten jeder einzelnen 
Grundform homogen sind, Setzen wir in dieser Gleichung an Stelle der 
Coefficienten der Grundformen /", /),...,f die entsprechenden Coeffi- 
cienten der transformirten Grundformen f/f"), f°), ..., f\ ein, so folgt 


a? ai = a” a™ B, (faa) ay + ae ¢ + a? o*™ B,( faa) time 


Die Anwendung des Differentiationsprocesses Q?Q7 und die Division 
durch die von Null verschiedene Zahl 


Q? Q% {a? a"} = N,Na 
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fiihrt schliesslich zu einer Gleichung von der Gestalt 

t= di, + dt, +--+ +Inim, 
wo J,, J, ..-, Jm Invarianten der Grundformen in dem verlangten 
Sinne sind. Diese Formel fiihrt nach wiederholter Anwendung zu einer 


ganzen rationalen Darstellung der Invariante ¢ mit Hiilfe der m In- 
varianten 4, , %,. + +) tm 

Auch in dem eben behandelten Falle sehen wir nachtriglich leicht 
ein, dass die angewandte Schlussweise sich ohne Weiteres auf den 
Fall iibertragen liisst, wo die gegebenen Grundformen beliebig viele, 
den niimlichen oder verschiedenen Transformationen unterliegende 
Veriinderlichenreihen enthiilt. Wir sprechen daher den allgemeinen 
Satz aus: 

Theorem V. Ist ein System von Grundformen mit beliebig vielen 
Veriinderlichenrcihen gegeben, welche in vorgeschricbener Weise den 
némlichen oder verschiedenen linearen Transformationen unterliegen, so 
giebt es fiir dasselbe stets eine endliche Zahl von ganzen und rationalen 
Invarianten, durch welche sich jede andere ganze und rationale Invariante 
in ganzer und rationaler Weise ausdriicken lisst. 

Was die sogenannten Covarianten und Combinanten von Formen- 
systemen bestrifft, so fallen diese Bildungen simmtlich als specielle 
Fille unter den oben behandelten Begriff der Invariante. Fiir diese 
invarianten Bildungen folgt also ebenfalls aus Theorem V die End- 
lichkeit der vollen Systeme. Das Gleiche gilt von den sogenannten 
Contravarianten und allen anderen invarianten Bildungen, bei welchen 
gewisse aus mehreren Reihen von Verinderlichen zusammengesetzte 
Determinanten ihrerseits als Veriinderliche eintreten*). Diese Bildungen 
kann man dadurch unter den oben zu Grunde gelegten Invarianten- 
begriff fassen, dass man geeignete Formen mit mehreren Verinder- 
lichenreihen zu den schon vorhandenen Grundformen hinzufiigt, Wenn 
dies geschehen ist, lassen sich die bisherigen Ueberlegungen unmittelbar 
iibertragen und es folgt daher insbesondere auch fiir alle solchen in- 
varianten Bildungen die Endlichkeit des vollen Systems. Als Beispiel 
fiir diesen Fall diene ein System von Grundformen, in welchen die 
6 Liniencoordinaten p;, die Veriinderlichen sind. 

Anders verhiilt es sich jedoch, sobald wir die Verallgemeinerung 
des Invariantenbegriffes in einer Richtung vornehmen, wie sie durch 
die Untersuchungen von F. Klein**) und 8. Lie***) bezeichnet ist. 


*) Vgl. E. Study, Ueber den Begriff der Invariante algebraischer Formen, 
Berichte der kgl, siichs, Ges. der Wiss. 1887, 8S. 142. 
**) Vel, die Programmschrift: ,,Vergleichende Betrachtungen tiber neuere 
geometrische Forschungen.“* Erlangen 1872. 
***) Vol. die Vorrede des Werkes: ,,Theorie der Transformationsgruppen.“ 
Leipzig 1888. 
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Bisher niimlich hatten wir die Invariante definirt als eine ganze 
homogene Function der Coefficienten der Grundformen, welche gegen- 
iiber allen linearen Transformationen der Veriinderlichen die In- 
varianteneigenschaft besitzt. Wir wihlen nunmebhr, jener allgemeineren 
Begriffsbildung folgend, eine bestimmte Untergruppe der allgemeinen 
Gruppe der linearen Transformationen aus und fragen nach denjenigen 
ganzen homogenen Functionen der Coefficienten der Grundformen, 
denen nur mit Riicksicht auf die Substitutionen der ausgewihlten 
Untergruppe die Invarianteneigenschaft zukommt. Obwohl unter diesen 
Invarianten offenbar alle Invarianten im friiheren Sinne enthalten sind, 
so folgt doch aus unseren bisherigen Siitzen iiber die Endlichkeit der 
vollen Invariantensysteme noch nicht, dass auch unter den Invarianten 
im erweiterten Sinne sich jederzeit eine endliche Anzahl auswihlen 
lisst, durch welche jede andere Invariante der nimlichen Art ganz 
und rational ausgedriickt werden kann. 

Die bisherigen Entwickelungen und Ergebnisse lassen sich auf 
die Theorie der Invarianten in dem erweiterten Sinne allemal dann 
unmittelbar iibertragen, wenn die Coefficienten der die Gruppe bestim- 
menden Substitutionen ganze und rationale Functionen einer gewissen 
Anzahl von Parametern sind derart, dass durch Zusammensetzung 
zweier beliebigen Substitutionen der Gruppe eine Substitution entsteht, 
deren Parameter bilineare Functionen der Parameter der beiden 
urspriinglich ausgewahlten Substitutionen sind und wenn es zugleich 
einen Differentiationsprocess giebt, welcher sich in entsprechender 
Weise zur Erzeugung der zur vorgelegten Gruppe gehdrigen Invarian- 
ten verwenden lisst, wie der Differentiationsprocess Q im Falle der 
zur allgemeinen linearen Gruppe gehdérigen Invarianten. Fiir solche 
Substitutionengruppen ergiebt sich stets durch unser Schlussverfahren 
die Endlichkeit des zur Gruppe gehérigen Invariantensystems. 

Um kurz zu zeigen, wie der Beweis in solchen Fallen zu fiihren 
ist, betrachten wir die Gruppe der terniiren orthogonalen Substitutionen 
d. h. die Gruppe aller derjenigen linearen Substitutionen von drei 
homogenen Verinderlichen, bei deren Ausfiihrung die Summe der Quadrate 
der Veriinderlichen ungeiindert bleibt. Die Transformationsformeln fiir 
diese Substitutionen sind bekanntlich 


y= (4,?+a,’—a;? —a,’)y, — 2 (ay ds + yy) Yo 
—_ 2 (a, 4,—4y 45) Ys, 
 4~= 2(a,a;—4,4a,)y, + (a,?—a,?—a;?+a4,*)y, 
pe 2 (a, a, + 4544) Ys, 
ty = 2 (4,4, + @,45)y, + 2 (A, dy — 4344) Y 


+ (a,?—a,’+a,? — a,")ys, 
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WO @,, @,, @,, a, die 4 homogenen Parameter der Substitutionengruppe 
bedeuten. Die Gruppeneigenschaft dieser Substitutionen bestiitigt sich 
leicht, wenn man in den eben angegebenen Formeln an Stelle der 
Parameter a,, @), 43, @, andere Gréssen eintriigt und die so erhaltene 
Substitution mit der urspriinglichen zusammensetzt. Was die zu dieser 
Substitutionengruppe gehérigen Invarianten betrifft, so gilt der folgende 
Satz: 

Wenn man ein System von terniiren Grundformen vermége der 
angegebenen Substitutionsformeln linear transformirt und auf eine 
beliebige homogene Function der Coefficienten der transformirten 
Grundformen das Differentiationssymbol 


a ad a o 
Q = Gaz + da,” + Gas? + dag 


so oft anwendet, bis sich ein von den Parametern a,, @,, a3, a, freier 
Ausdruck ergiebt, so besitzt dieser Ausdruck die Invarianteneigenschaft 
gegeniiber der durch jene Formeln definirten Substitutionengruppe. 
Das gleiche gilt, wenn jene homogene Function der transformirten 
Coefficienten noch zuvor mit einer beliebigen ganzen Potenz des Aus- 
druckes a,? + a,? + a,? + a,? multiplicirt wird. 

Die Anwendung dieses Satzes erméglicht den gesuchten Beweis 
der Endlichkeit des vollen Invariantensystems, wie man leicht erkennt, 
wenn man die Entwickelungen des friiheren Beweises auf den vor- 
liegenden Fall iibertriigt. 

Ein anderes Beispiel liefert diejenige Gruppe, welche-die folgenden 
quaterniiren Substitutionen enthiilt 


a =a y,+3a,’a, Y. + 3a, a," Y¥,+4,° %, 
Ly = A, As Yy + (ay? a, +24, A.43) Yo + (2a, a,.4,+ 4,7 a5) y, + Ay? a, Y,, 
Uy = A, 45? Y, + (24, a3 4, + Gy 45”) Yo + (A, Ay? +20, 43 44) Yy + Ay Gy? yy, 
ty=a;> y, + 3a,?a, Y. + 3a;a,° Ys +a,° %.- 
Deuten wir die Veriinderlichen als homogene Coordinaten der Punkte 
des Raumes, so stellen diese Formeln mit den veriinderlichen Para- 
metern @,, @), @3, @, alle linearen Transformationen des Raumes dar, 
bei welchen eine gewisse Raumcurve dritter Ordnung ungeiindert bleibt, 
Durch die entsprechenden Betrachtungen wie vorhin folgt auch fiir 
diesen Fall die Endlichkeit des vollen Invariantensystems. 

Nachdem fiir ein vorgelegtes System von Grundformen die In- 
varianten simmtlich aufgestellt worden sind, entsteht die weitere rage 
nach der gegenseitigen Abhiingigkeit der Invarianten dieses endlichen 
Systems. Fiir eine derartige Untersuchung dienen wiederum die 
Theoreme I und III als Grundlage. Wenn wir niamlich in den dort 
auftretenden Formen eine der » homogenen Veriinderlichen der Kinheit 
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gleich setzen, so erkennen wir unmittelbar, dass jene beiden Theoreme 
auch fiir nicht homogene Functionen giiltig sind und es ist somit 
insbesondere die Anwendung derselben auf die zwischen den Invarianten 
bestehenden Relationen gestattet. Verstehen wir nun in iiblicher Aus- 
drucksweise unter einer irreduciblen Syzygie eine solche Relation 
zwischen den Invarianten des Grundformensystems, deren linke Seite 
nicht durch lineare Combination von Syzygien niederer Grade erhalten 
werden kann, so folgt aus Theorem | der Satz: 

Ein endliches System von Invarianten besitzt nur eine endliche 
Zahl von irreduciblen Syzygien. 

Als Beispiel diene das volle Invariantensystem von 3 biniiren 
quadratischen Grundformen, welches bekanntlich aus 7 Invarianten 
und 6 Covarianten besteht. Es lisst sich zeigen, dass es fiir dieses 
Invariantensystem 14 irreducible Syzygien giebt, aus denen jede andere 
Syzygie durch lineare Combination erhalten werden kann. 

Die Aufstellung des vollen Systems der irreduciblen Syzygien ist 
aber nur der erste Schritt auf dem Wege, welcher gemiiss den oben 
in den Abschnitten I, IIIf und IV allgemein entwickelten Principien zur 
vollen Erkenntniss der gegenseitigen Abhiingigkeit der Invarianten 
ftihrt. Denn zwischen den Syzygien ihrerseits bestehen gleichfalls im 
Allgemeinen lineare Relationen, sogenannte Syzygien zweiter Art, 
deren Coefficienten Invarianten sind und welche wiederum selber durch 
lineare Relationen, sogenannte Syzygien dritter Art, verbunden sind. 
Was die Fortsetzung des hiedurch eingeleiteten Verfahrens anbetrifft, 
so muss dasselbe nach einer endlichen Zahl von Wiederholungen noth- 
wendig abbrechen, wie unser Theorem III lehrt, wenn man dasselbe in 
der vorhin angedeuteten Weise auf nicht homogene Functionen iibertriigt. 
Wir gewinnen somit den Satz; 

Die Systeme der irreduciblen Sysygien erster Art, zweiter Art u s. f. 
bilden eine Kette abgeleiteter Gleichungssysteme. Diese Syzygienkette 
bricht im Endlichen ab und zwar gicbt es keinenfalls Syzygien von 
hiherer als der m-+ 1%" Art, wenn m die Zahl der Invarianten des 
vollen Systems bezeichnet. 

Zur vollstiindigen Untersuchung eines Invariantensystems bedarf 
es in jedem besonderen Falle der Aufstellung der ganzen Kette von 
Syzygien. Nach den Erérterungen des Abschnittes 1V sind wir dann in 
der Lage, die linear unabhingigen Invarianten von vorgeschriebenen 
Graden anzugeben, und zwar ausgedriickt als ganze rationale Func- 
tionen der Invarianten des vollen Systems. 


Kénigsberg in Pr. den 15. Februar 1890. 








Ueber die Polarfiguren der ebenen Curven dritter Ordnung. 
Von 


Franz Lonvon in Breslau. 


Einleitung. 


Die vorliegenden Untersuchungen beschiiftigen sich mit dem 
Problem der Darstellung einer cubischen terniiren Form als Summe 
von Cuben linearer Formen, sowie mit der gleichzeitigen Darste!lung 
mehrerer cubischer ternirer Formen als Summe derselben Cuben 
linearer Formen; es wird darin gezeigt, auf welche Weise und in 
welcher Anzahl sich die linearen Formen bestimmen lassen, aus deren 
Cuben die terniire cubische Form linear zusammengesetzt wird, und 
es wird ferner die kleinste Anzahl linearer Formen bestimmt, aus 
deren Cuben mehrere cubische terniire Formen gleichzeitig zusammen- 
gesetzt werden kénnen. Obwohl jedoch die hier aufgeworfene Frage 
eine rein algebraische ist, so tragen doch die folgenden Untersuchungen 
einen vorwiegend geometrischen Charakter. Soll niimlich eine cubische 
terniire Form 

{(aax) -> Aint, (t,k,l—1, 2, 3), 


: (i, hy) 
wobei 


iki = Aitk = Ait = Anti = Nik = Uri, 
aus den Cuben von p linearen Formen 
0; (%) = 1%, + ai2%, + ajs%, (6 = 1,2,..., p) 
linear zusammengesetzt werden, so dass also p Constanten 
k; (@==1, 2, ..., p) 
so bestimmbar sind, dass: 


P 
faan) = Dt kias(a)? 
1 
wird, so werden die p Geraden, deren Gleichungen 
a(z)=O (¢(=1... p) 


sind, ein p-Seit bilden, welches in bestimmter Lagenbeziehung zu der 
durch die Gleichung /(axx) = 0 dargestellten ebenen Curve dritter 
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Ordnung C® steht. Man pflegt ein solches p-Seit in Analogie mit 
der bei den Kegelschnitten iiblichen Bezeichnung ein Polar-p-Seit 
der Curve dritter Ordnung C* zu nennen*), und unsere Aufgabe, die 
eubischen terniren Formen als Summe von Cuben linearer Formen 
darzustellen, lautet also geometrisch interpretirt: Die Polarfiguren 
einer oder mehrerer Curven dritter Ordnung aufzufinden und zu con- 
struiren. Es sollen daber im Folgenden die Eigenschaften der Polar- 
p-Seite einer oder mehrerer Curven dritter Ordnung einer eingehenden 
Untersuchung unterworfen werden, sowie die Constructionen dieser 
Polarfiguren ausgefiihrt werden. Die Polarfigur von kleinster Seiten- 
anzah] ist bei einer Curve dritter Ordnung C*® das Polarvierseit. Wir 
werden jedoch erkennen, dass dasselbe eigentlich noch den Polarfiguren 
der Kegelschnitte zuzurechnen ist, so dass wir nicht weiter auf das- 
selbe einzugehen haben werden. Es werden daher zuniichst die Polar- 
fiinfseite untersucht und Constructionen derselben angegeben. Hieran 
schliesst sich die Betrachtung der gemeinsamen Polarfiinfseite zweier 
C3, wobei sich herausstellt, dass, obwohl nach der Abziihlung eine 
endliche Anzahl gemeinsamer Polarfiinfseite existiren miissten, doch 
zwei alleemeine C* kein gemeinschaftliches Polarfiinfseit besitzen, 
sondern dass dazu nothwendig aber auch hinreichend das Verschwinden 
einer simultanen Invariante ist. In einem zweiten Abschnitte werden 
die Polarsechsseite einer eingehenden Behandlung unterworfen, sodann 
wird gezeigt, dass zwei C* gemeinsame Polarsechsseite in vierfacher 
Mannigfaltigkeit besitzen. Hieran schliesst sich die Untersuchung der 
gemeinsamen Polarsechsseite eines Curvennetzes dritter Ordnung, welche 
das bemerkenswerthe Resultat liefert, dass jedes allgemeine Curvennetz 
dritter Ordnung genau 2 Polarsechsseite besitzt, deren Construction 
ausgefiihrt wird. Zum Schlusse werden die Polarfiguren von grésserer 
Seitenanzahl behandelt, jedoch schien hier, um hiufige Wiederholungen 
zu vermeiden, eine gréssere Kiirze der Darstellung am Platze zu sein. 
Eine unmittelbar sich anschliessende Arbeit verwendet die erlangten 
Principien zu einer Anzahl iiusserst einfacher Constructionen des 
neunten Schnittpunkts zweier Curven dritter Ordnung, welche einen 
Beitrag fiir die Fruchtbarkeit jener Untersuchungen bieten mégen. — 

Die angewandte Methode ist zum grossen Theil der Theorie con- 
jugirter und apolarer Curven entlehnt, wie sie vorwiegend von den 
Herren Rosanes**) und Reye***) ausgebildet ist. Eine Zusammen- 
stellung der aus dieser Theorie erforderlichen Hiilfssiitze ist der Unter- 


*) ef. Johnson, Quaterly Journal Febr. 1887; ferner O. Schlesinger: 
Math. Ann. Bd, 30, p. 454. 
**) cf. Rosanes: Ueber ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen. 
Cr. Journ. Bd. 76. 
***) cf, Reye: Cr. Journ, Bd. 72, 77, 78, 79, 82. 
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suchung vorangeschickt worden. — Die geometrische Beziehung des 
* Conjugirtseins und der Apolaritiit fiir Curven dritter Ordnung in ihrem 
Zusammenhang mit den Polarfiguren der C* ist neuerdings von Herrn 
O. Schlesinger in zwei Abhandlungen*) untersucht worden. Die 
vielfachen Beriihrungspunkte mit diesen Arbeiten werden es _recht- 
fertigen, dass verschiedene sich daselbst vorfindende Definitionen und 
Resultate hier nochmals aufgefiihrt sind. Auch bin ich Herrn Schle- 


singer fiir verschiedene briefliche Mittheilungen zu lebhaftem Danke 
verpflichtet. 


$1. 


Zusammenstellung der aus der Theorie conjugirter und apolarer Curven 
erforderlichen Hiilfssitze. 


1. Kine Curve dritter Ordnung C* mit der Gleichung 


{(a222z) = a Axi LiL, 2, =—O (i, k,l, — 1, 2, 3) 


i,k, t 


nennen wir zu einer Curve dritter Classe K?: 


p(uun) = my GU =O (i,k, l = 1, 2, 3) 


i,kyt 


conjugirt, wenn die simultane bilineare Invariante 


f(y) = za Aiki Cikt 


a,k,t 
verschwindet**), 


2. Aile K*, welche zu p C°(p < 10) conjugirt sind, bilden eine 


(9 — p)-fache lineare Mannigfaltigkeit; aus "(10 — p) linear unab- 
hiingigen derselben lassen sich alle iibrigen linear und homogen. zu- 
sammensetzen, so dass alle zu p C*® conjugirten K* eine (10 — p)- 
gliedrige Gruppe bilden**). 

3. Jeder auf C* liegende Punkt «& stellt als degenerirte K*: 

U(a)® = (u, a, + Uy ety + Uy a5)* = O 

aufgefasst eine zu C* conjugirte K* dar, da Me Ax, 0; 0,0, =O. Ferner 
bilden alle zu C* conjugirten Dreiecke «, B, y in 3 Punkte degenerirte, 
zu C* conjugirte K*: u(a@) u(B) u(y). — 

4. Die Polargerade einer Curve zweiter Classe in Bezug auf eine 


Curve dritter Ordnung. Eine Curve dritter Classe K*, welche in 
eine Curve zweiter Classe: K? mit der Gleichung: 





*) cf. Schlesinger: Math, Ann. Bd. 30, 31. 
**) ef, Rosanes l. c. 


Mathematische Annalen. XXXVI. 35 











538 F. Lonpon. 


(ur) = >) enum = 0 (i,k = 1, 2,3) 


i,k 


und einen Punkt @ zerfillt, also die Gleichung: 
3 


p(un) u(a) = > 06; , Oy Uz Uz, Uy = O 
i,k, t=1 
besitzt, ist dann und nur dann zu einer C?: 


f—_ > jx Lj Ly X= O 
> Aint Oj, Oe, = O 


ist, d.h. wenn die K*?: g(uu) =O conjugirt ist der C?: 


> Ajey Oy Xj Ly = [ (HLL) = O 


d. h. der conischen Polaren von « in Bezug auf f; oder wenn der 
Punkt @ auf der Geraden: 
Za Ain Gp Ly, = O 
i,k, 
liegt. Diese Gerade heisst nach Herrn Reye*) die Polargerade der 
K*:»=0 in Bezug auf die C*:f—0. Die Polargerade einer 
K?: mp =0 in Bezug auf eine C*: f = 0 enthilt demnach alle Punkte 
«, welche mit m zusammen eine zu f conjugirte K* bilden. Zu jeder 
K? gehért im Allgemeinen nur eine Polargerade, andererseits gehért 
zu jeder Geraden a eine viergliedrige Gruppe von K? derart, dass a 
Polargerade aller K? jener Gruppe ist. Diese viergliedrige Gruppe 
ist die zu dem Polarkegelschnittbiischel von a conjugirte viergliedrige 
Gruppe von Curven zweiter Classe. Denn jede K? dieser Gruppe ist 
conjugirt zu dem Polarkegelschnitte eines jeden Punktes von a, bildet 
also mit jedem dieser Punkte je eine zu f conjugirte K*, so dass nach 
dem Vorigen a Polargerade unserer K? ist. Man gelangt folgender- 
massen zu der Polargeraden einer gegebenen K?: Die zu K* con- 
jugirte 5-gliedrige Gruppe von Curven zweiter Ordnung hat mit dem 
Polarkegelschnittnetz der C* im Allgemeinen einen Biischel gemein; 
dieser Biischel ist Polarkegelschnittbiischel einer bestimmten Geraden 
a und diese Gerade a ist die gesuchte Polargerade von K*, da K? 
dem Polarkegelschnittbiischel von a conjugirt ist. — 
5. Die Polargerade: 


> Aiki &ix L = O 
og = > Qiu = 0 


*) ef. Reye; Cr. Journ, Bd, 78. 


conjugirt, wenn: 


einer K?: 
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wird unbestimmt, wenn > Aix %;,%, identisch fiir jeden Werth vou 


,, %, %, verschwindet; dazu muss: 


> Ans Giz = O 


i,k 
sein fiir /=1,2,3, dann aber ist p conjugirt den 3 Polarkegel- 


schnitten : 
i= ae Ayn Xe Ly = OY 
i,k 
fiir J=1,2,3, also dem ganzen Polarennetze von f= 0. Anderer- 
seits wird die Polargerade einer jeden K*, welche der zu dem Polaren- 
netz von / conjugirten dreigliedrigen K*?- Gruppe angehort, unbestimmt, 
so dass wir erkennen, dass eine lineare zweifache Mannigfaltigkeit 
von K® existirt, welche keine bestimmte Polargerade in Bezug auf 
f =O besitzen. Wir nennen mit Herrn Reye*) eine K?, welche in 
Bezug auf die C’:f—0O keine bestimmte Polargerade besitzt, zu 
f= 0 ,apolar“, Jede C® besitzt daher ein Netz zu ihr apolarer 
Curven zweiter Classe. Jede zu f=0 apolare K*: mp = 0 bildet mit 
jedem beliebigen Punkte « der Ebene eine zerfallende K*: 
p(un) u(a) = 0, 

welche zu f= 0 conjugirt ist. Man kann also die zu f= 0 apolaren 
K* auch definiren als diejenigen K*, welche mit jedem Punkte der 
Ebene eine zu f= 0 conjugirte K* bilden, — 

6. Unter einem Polar-p-Seit einer C*: f= 0 verstehen wir**) 
p Geraden a;(i=1,2,..., p) mit den Gleichungen 

aj (®%) = a1 %, + aigt% + ai3%, =O (C= 1... p) 

von der Beschaffenheit, dass sich die linke Seite / der Curvengleichung 
linear und homogen aus den p Cuben a;(x)* zusammensetzen lisst; 


es miissen sich also p Constanten k,, k,,..., kp so bestimmen lassen, 
dass : 


p 
[(ax2) = > kya;(x)* 


wird. Diese Definition hat nur fiir p << 10 eine Bedeutung, da zwischen 
11 eubischen terniiren Formen stets eine lineare Identitit besteht, also 
sich aus beliebigen 10 Cuben linearer Formen jede cubische terniire 
Form / zusammensetzen liisst, also jedes Zehnseit Polarzehnseit von 
f=0 ist. 

7. Jede K*: m= 0, welche einem Polar-p-Seit einer C*:/ == 0 
eingeschrieben ist, ist zu f= 0 conjugirt**), Denn ist 


*) Reye: Cr. Journ, Bd. 78. 
**) cf. Schlesinger, Math. Ann. Bd. 30, p, 454 ff. 
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Pp 


f= Delkoag(x)> und —~(aga,ay) = 0, 
so ist nothwendig: 
p 
> Aix Cini = De kop (aged) = 0. — 
i,kyt 1 


Aber es gilt auch umgekehrt*): Jedes p-Seit, welchem (10 — p) 
linear unabhiingige zu C* conjugirte K* eingeschrieben sind, ist 
Polar-p-Seit von C*. Denn es sind die (p + 1) C*: 


f= 0, a(x)’ = 0 (¢ = 1 oof) 
siimmtlich zu den (10 — p) dem p-Seit eingeschriebenen K* conjugirt; 


alle zu (10 — p) linear unabhingigen K* conjugirten C* bilden aber 
eine p-gliedrige Gruppe, also ist: 


f—_ > I; a(x). — 


8. Zwischen den Cuben von 8 linearen Formen a,(x) (¢—=1,2,...,8) 
besteht dann und nur dann eine lineare Relation: 


> k; a;(a) = 0, 


wenn die 8 Geraden a; einen Kegelschnitt beriihren; denn 8 Tangenten 
a; einer K?: (uw) =0, sind stets so beschaffen, dass a;(x)* (¢=1, 2,...,8) 
conjugirt sind, zu dem 3 linear unabhingigen K°*: 
p(un) u(e)=0, p(un) w(B)=0, pwn) u(y) =O, 

wo a, B, y drei ganz willkiirliche Punkte der Ebene bedeuten. Die 
zu 3 K* conjugirten C* bilden aber nach (2) eine 7-gliedrige Gruppe, 
also besteht zwischen den 8 K*:a;(x)* dieser Gruppe eine lineare 
Identitit. Umgekehrt folgt auch unmittelbar, dass, falls jene Rela- 
tion besteht, die 8 Geraden denselben Kegelschnitt beriihren, wie man 
leicht durch Polarenbildung erkennt. — 

Zwischen 9 Cuben linearer Formen a;(x)* (i = 1,2,...,9) be- 
steht dann und nur dann eine lineare Identitiit, wenn die 9 Geraden 
a; die 9 gemeinsamen Tangenten zweier Curven dritter Classe sind. 
Denn fiir 9 gemeinsame Tangenten zweier K*, die mit a,... a, be- 
zeichnet sein mégen, ist: 


9 
> kale) = 0, 
1 


da die 9 C®:a,(z)> =0 (§=—1...9) conjugirt zu den beiden K* 





*) ef. Schlesinger: Math. Ann, Bd, 30, p. 454 ff 
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sind und demnach einer achtgliedrigen Gruppe angehdren. — Um- 
gekehrt bilden 9 Geraden a; (i = 1,2,..., 9), fiir welche 


9 
> kiai(ay = 0 
1 


ist, das gemeinsame Tangentensystem zweier K*; denn betrachten wir 
2K*, welche 8 Geraden a,,..., a, beriihren, so sind dieselben con- 
jugirt zu a,(«)',..., a,(x)’, folglich sind sie auch zu a,(x)* conjugirt, 
d. h. ay beriihrt ebenfalls beide K*. — Analog beweist man: Zwischen 
10 Cuben linearer Formen a;,(x)* (¢ = 1... 10) besteht dann und nur 
dann eine lineare Identitit, wenn die 10 Geraden a; (¢ = 1, 2,..., 10) 
eine K®* beriihren. — 


9. Hine allgemeine C* : f= P Gir Lj LX, =O d. h, eine solche, 
deren Coordinaten a;,,; Unbestimmte sind',. besitzt als Polar-p-Seite 
von niedrigster Seitenanzahl: Polarvierseite. Denn eine C*, welche 
sich aus weniger als 4 Cuben linearer Formen linear zusammensetzen 
lisst, ist von specieller Natur; es ist niimlich die C*® von der Gleichungs- 
form a(xz)* =O eine dreifach zihlende Gerade; eine C* von der 
Gleichungsform: k, a, (x)> + k,a,(x)> = 0 stellt drei Gerade durch 
einen Punkt dar, wihrend eine C® mit der Gleichung: 

k, a,(x)* + k,a,(a)® + ka; (x)? = 0 
eine iiquianharmonische C® ist, also fiir sie die Invariante S_ver- 
schwindet*). Andererseits ist jede terniire cubische Form aus 4 Cuben 
linearer Formen zusammensetzbar**), so dass eine allgemeine C*: 
Polar-4, 5,6, 7,8, 9-Seite besitzt. Die folgenden Untersuchungen 
stellen sich die Aufgabe, die Eigenschaften dieser Polarfiguren zu 
untersuchen und dieselben wirklich zu construiren. — 

10. Polarvierseite. Hin Vierseit a,a,a,a, wird nach (6) Polar- 
vierseit der C®: f = 0 sein, wenn 


f= > k,a;(a)’. 


i=1 
Wir wollen zeigen, dass die Polarvierseite der Curven dritter Ordnung 
eigentlich noch den Polarfiguren der Kegelschnitte zugehéren, indem 
wir den Satz beweisen: Jedes Polarvierseit einer Curve dritter Ord- 
nung C® ist Polarvierseit ihres Polarkegelschnittnetzes und jedes Polar- 
vierseit dieses Polarennetzes ist Polarvierseit der C*. Dieser Satz 
fiihrt die Polarvierseite einer C* auf die bekannten***) Polarvierseite 


*) ef. Clebsch-Lindemann: Vorlesungen tiber Geometrie p, 553, 554. 
**) cf, Rosanes |. c, p. 328. 
***) cf, Rosanes: Math. Ann. Bd. 6, sowie Reye: Geometric der Lage 
Ba. 1, p. 209 ff. 
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eines Kegelschnittnetzes zuriick. Der erste Theil unseres Satzes folgt 
unmittelbar durch Polarisirung, denn diese giebt: 


4 
flyaa) = >” keas(y) ac(a)? 
i=1 
d. h. a,a,a,a, ist Polarvierseit eines beliebigen Kegelschnittes des 
Polarennetzes, Ist andererseits a,a@,a,a, Polarvierseit des Polaren- 
netzes, so ist jedes Gegeneckenpaar z. B. a,,, a@,, ein Paar conjugirter 
Pole der Hesse’schen Curve von f, also eine zerfallende zu f apolare K?. 
Betrachten wir 2 dieser zu C* apolaren K?: 


(uata*) (wata')=0, (wa'a*) (wuatat) = 0, 
so sind die 6 K®: 


(wata*) (wa®at)u(@)=—O0, (wa'ta®) (ua®a') u(d) = 0, 

(wa'a*) (wara') u(B) =O, (wa'a*) (wa?a') u(e) = 0, 

(wa'a*) (waa) u(y) =0, (wa'a®) (wa?a') u(s) =O, 
wo «,B,y,9,¢,€ 6 ganz beliebige Punkte der Ebene bedeuten, 
6 zu f conjugirte linear unabhiingige K*; denn bestiinde zwischen 
ihnen eine lineare Identitiit, so giibe es zwei Punkte a, 6 derart, dass: 

k, (wa' a*) (wara*) u(c) = k,(wa'a®) (uaza*) u(B), 

dann aber miissten nothwendig drei der 4 Geraden a,, a,, dy, a, 
durch einen Punkt gehen. Es ist also das Vierseit a,, a,, a3, a, 
6 zu f conjugirten linear unabhiingigen K* umschrieben, also nach 
(7) Polarvierseit von f. Die Theorie der Polarvierseite gehért daher 
einer niedrigeren Stufe an und ist daher als bereits erledigt zu be- 
trachten. — Wir fiigen noch folgende Sitze tiber Polarvierseite hinzu: 
Die K?-Schaar, welche einem Polarvierseite von C* einschreibbar 
ist, ist zu C* apolar. Denn jede K? derselben bildet nach (7) mit 
jedem Punkte der Ebene eine zu C* conjugirte K*, und eine K?, 
welche mit jedem Punkte der Ebene eine zu C* conjugirte K®* bildet, 
ist nach (5) zu C* apolar. — Umgekehrt ist ebenso jedes einer Schaar 
zu C*® apolarer K? umschriebene Vierseit, Polarvierseit von f*), da 
es nach dem Obigen 6 independenten zu f conjugirten K* umschrieben 
ist. Zu jeder Schaar apolarer K? gehért also ein Polarvierseit von 
C%, und zu jedem Polarvierseit eine ihm eingeschriebene apolare K?- 
Schaar. Die Polarvierseite von C* sind also den Schaaren zu C* 
apolarer K? eindeutig zugeordnet, so dass wir erkennen, dass es eine 
zweifache Mannigfaltigkeit von Polarvierseiten einer C* giebt. Jede 
Gerade a, der Ebene ist eindeutig zu einem Polarvierseit von C* er- 
ginzbar, denn es existirt genau eine einzige Schaar des Netzes 


*) ef. Schlesinger: 1. c. p. 456, 
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apolarer K*, welche a, beriihrt, und deren drei weitere gemeinsame 
Tangenten a,, a,, a, die Gerade a, zu einem Polarvierseit von f er- 
giinzen. Damit ein Vierseit Polarvierseit einer gegebenen C® sei, 
miissen 6 independente, ihm eingeschriebene K* zu f conjugirt sein 
(nach 7), so dass das Vierseit 6 Bedingungen zu erfiillen hat; da man 
einem Vierseit im Ganzen 8 Bedingungen auferlegen kann, so lehrt 
auch die Abzihlung, dass eine zweifache Mannigfaltigkeit von Polar- 
vierseiten einer C* vorhanden sind. 


§ 2: 
Die Polarfiinfseite einer Curve dritter Ordnung. 
Kin Fiinfseit a mit den Seiten a,, a,, a,, @,, a, ist nach (§ 1, 6) 
ein Polarfiinfseit einer C*: f= 0, wenn sich 5 Constante hj: 
(i= 1, 2, 3, 4, 5), 


so bestimmen lassen, dass: 


{(exx) = > k,a;(x)°, 


i=1 


wobei 

a; (x) = 1 XY + Ajz Ly a 43%, = 0 
die Gleichung der Geraden a; bedeutet. Bezeichuen wir den Schnitt- 
punkt der Geraden a; und a (t+ hk, i, k=1, 2, 3, 4, 5) mit ay, 
nennen wir a, und a, ein Eckenpaar*), wenn 

ttk+tl+m; i, k,l, m=—1, 2,3, 4,5 
ist, also ajx, @im 4 Seiten des Fiinfseits a enthalten und sei die fiinfte 
iibrig bleibende Seite a, des Fiinfseits als die Gegenseite*) des Ecken- 
paares @;,, Gm bezeichnet, so dass i, k, 1, m, nm eine Permutation 
der 5 Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 bilden, dann ist die gemischte Polare 
eines jeden Eckenpaares z. B. von aj), a3, mit dessen Gegenseite a, 
identisch. Denn, wenn wir die gemischte Polare des Punktepaares 
y, @ in Bezug auf f(vvx) = 0 mit 

f(zyz) = a Gyre =O (i, ky l—1, 2, 3) 
i,k,t 

bezeichnen, so ist: 


F (4425 G34, %) = > ana, Gy); (Gy Oy er = Ke (Ay Ay Ay) (A 4, 4;,) a, (#) = 0. 
Es gilt also*): 
1. In jedem Polarfiinfseit einer C* hat jedes Eckenpaar die Gegen- 
seite zur gemischten Polaren, oder: Jedes Eckenpaar bildet mit irgend 


*) ef, Schlesinger, l. c. p, 456, 457. 
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einem Punkte der Gegenseite ein conjugirtes Dreieck der C*. Solche 
3 Punkte enthalten siimmtliche 5 Seiten des Fiinfseits und bilden daher 
eine dem Fiinfseit eingeschriebene zerfallende K*, welche (nach § 1, 7) 
zu C* conjugirt ist. Sind andererseits 5 independente derartige Punkt- 
tripel des Fiinfseits zu f conjugirt, so ist (nach § 1, 7) das Fiinfseit 
Polarfiinfseit von f. Dass in der That 5 derartige independente Punkt- 
tripel auffindbar sind, hat Herr Schlesinger*) gezeigt, so dass 
wir erkennen, dass genau 5 Bedingungen von einem Fiinfseit zu 
erfiillen sind, damit es Polarfiinfseit einer gegebenen C* sei; da die 
ganze Ebene eine 10-fache Mannigfaltigkeit von Fiinfseiten besitzt, 
so lehrt die Abzihlung: 


2. Jede Curve dritter Ordnung besitet eine 5-fache Mannigfaltigkeit 
von Polarfiinfseiten, ein Resultat, das wir durch die wirkliche Con- 
struction dieser Figuren noch direct bestitigen werden. — 

Bilden wir die conische Polare irgend eines Punktes y in Bezug 


auf die C?: . 
pa Benen 
i=1 


so ist dieselbe: 


5 
flyxa) = >) kiaily) a:(2)", 
i=1 
so dass das Fiinfseit a Polarfiinfseit dieser und somit aller conischen 
Polaren ist. Ist y im Besonderen irgend ein Punkt einer der Seiten 
des Fiinfseits z. B. von a,, so ist 


f(yxx) = >) keag(y) ag(2)?, 
e=2 


so dass wir erkennen, dass das Vierseit a,a,a,a; Polarvierseit der 
conischen Polaren aller Punkte von a, ist d. h. Polarvierseit des zu 
a, gehérigen Polarkegelschnittbiischels. Ist endlich y irgend eine 
Keke z. B. a,, des Fiinfseits a, so ist seine conische Polare: 


f(4y., &2) = za kg (day) A(x)", 
o=3 
d. h. das Dreiseit a,, a,, a, ist Polardreiseit der conischen Polaren 
der Ecke a,,. Nennen wir jedes Dreiseit eines Fiinfseits ,,complementiir“ 
zu derjenigen Ecke, welche die beiden iibrigen im Dreiseit nicht ent- 
haltenen Seiten des Fiinfseits enthilt; und ebenso jedes Vierseit des 
Fiinfseits complementiir zu der 5" Seite, dann gilt: 


*) Schlesinger: 1, c. p. 457. 
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3. Ein Polarfiinfseit einer C* ist gleichzeitig Polarfiinfseit des 
Polarennetzes von C*; jedes Vierseit eines Polarfiinfseits ist Polarvierseit 
des Polarkegelschnittbiischels der complementiiren Seite, jedes Dreiseit 
desselben ist Polardreiseit der conischen Polare der complementiren 
Ecke. — Aus dem ersten Theil dieses Satzes folgt unmittelbar: 


4. Die einem Polarfiinfseit von C® eingeschriebene K* ist zu C® 
apolar*); dies ergiebt sich auch direct aus dem Umstande, dass diese 
K? mit jedem Punkte der Ebene (nach § 1,7) eine zu C* conjugirte 
K®* bildet. — Da nach Satz (3) jedes Vierseit von a@ z. B. a,a,a,4, 
Polarvierseit des Polarkegelschnittbiischels der complementiiren Seite 
a, ist, so sind die 3 Gegeneckenpaare (ay, 54), (43, Gey)» (G41 G3) 
correspondirende Punktepaare derjenigen Steiner’schen Verwandt- 
schaft, welche durch das Polarkegelschnittbiischel vermittelt wird. 
Also gilt: 

5. Ist eine Seite a, und eine Ecke a, eines Polarfiinfseits von C*, 
gegeben, so ist dadurch die Ecke a,,, welche mit ay, zusammen das- 
jenige Eckenpaar bildet, von welchem a, Gegenseite ist, eindeutig be- 
stimmt als correspondirender Punkt von ay, in derjenigen Steiner’ schen 
Verwandtschaft, welche das Polarkegelschnittbiischel von a, vermittelt. — 
Ks gilt ferner: 

6. Ist ein Fiinfseit a einer zu C*® apolaren K?: p(uu) =0 und 
swei beliebigen zu C*® conjugirten K*: 0 = 0, Y = 0 wmschrieben, so 
ist das Fiinfseit Polarfiinfseit von C%. Denn das Fiinfseit ist dann 
folgenden 5 zu C* conjugirten K* umschrieben, wobei a, B, y drei 
beliebige Punkte der Ebene bedeuten: 


o=0, ¥=0, p(uu)u(a)—0, p(un) u(B)—0, p(uw) u(y) =O. 


Diese 5 K® sind linear independent, denn sonst wiiren 5 Grdssen 
k,,...,k, so bestimmbar, dass: 


p(w) {h,w(a) + k,u(B) + ky u(y)} = ky® + he; 
in der Curvenschaar dritter Classe (0, Y) existirt aber im Allgemeinen 
d.h. wenn ©, beliebige zu C* conjugirte K* sind, keine in eine 
K? und einen Punkt zerfallende K*, so dass die obige Identitaét nicht 
statthaben kann. Demnach sind unsere 5 dem Fiinfseit a eingeschriebenen 
K® independent und demnach (nach § 1, 7) das Fiinfseit Polarfiinfseit 
der C*. Im Besonderen gilt: 

7. Ist ein Fiinfseit a irgend einer zu C® apolaren K* umschrieben 
und hat ein Eckenpaar (a,.,@,,) seine Gegenseite a, zur gemischten 
Polaren in Bezug auf C*, so ist a Polarfiinfseit der C®. Denn dann 
ist a folgenden 5 zu C® conjugirten K* umschrieben: 


*) cf. Schlesinger: |. c, 457. 
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p(wu) wu(e), pl(uw) u(B), plu) u(y), (wa'a?) (warat) (waa), 
(waa?) (uara') (wa’a*), 
(wobei wieder a, 6, y vollig willkiirliche Punkte sind). Diese 5 K, 
sind linear unabhiingig, denn sonst wire: 
gp (wut) {hu (a) + kyu(B) + kywu(y)! 
= (wa'a*) (wara*) {k,(wa°a') + k,(wara*)} =C, 

d. h. m(wu) wire das Product zweier Linearfactoren, was wir allgemein 
nicht annehmen diirfen. — 

8. Ist eine Ecke z. B. a,, eines Polarfiinfseits gegeben, so ist 
nach (3) das complementire Dreiseit a,,, Polardreiseit der conischen 
Polare /(a,.%”%) =O in Bezug auf die C%. Wiahlen wir irgend ein 
Polardreiseit von f(a,,7x) willkiirlich, so wird dadurch iiber drei Un- 
bestimmtheiten disponirt; dadurch dass wir bereits eine Ecke a,, will- 
kiirlich annahmen, war bereits iiber eine zweifache Unbestimmtheit 
disponirt worden, so dass im Ganzen jetzt tiber 5 Willkiirlichkeiten 
bei unserem Fiinfseit disponirt ist. Wir werden zeigen, dass sich 
diese Stiicke durch ein eindeutig durch a,, gelegtes Geradenpaar zu 
einem Polarfiinfseit der C®:f— 0 ergiinzen lassen, so dass wir in 
der That erkennen, dass wir bei der Auffindung eines Polarfiinfseits 
eimer gegebenen C* genau iiber eine fiinffache Mannigfaltigkeit dispo- 
niren diirfen. Betrachten wir nimlich diejenige eindeutig bestimmte 
zu C% apolare K?, welche 2 Seiten des Dreiseits a,,, beriihrt, so be- 
riihrt diese auch die dritte Seite, denn diese K? ist conjugirt zu jeder 
C? des Polarennetzes, also auch zu f(a,.7%) = 0; beriihrt aber eine 
zu einer C? conjugirte K? zwei Seiten eines Polardreiseits von C?, so 
beriihrt sie auch die dritte. Die beiden von a,, an diese apolare K? 
moglichen Tangenten a,, a, ergiinzen nun eindeutig das Dreiseit a,,, 
zu einem Polarfiinfseit von C*. In der That ist a,,,,, Polarfiinfseit 
der C*:f =O, denn es ist einer zu f apolaren K? umschrieben und 
die Seite a, z. B. ist gemischte Polare des Gegeneckenpaares (@,., dy,), 
da a, als Seite eines Polardreiseits a,,, von /(a'*ax) = Polare von 
a,, in Bezug auf die conische Polare von a,, ist. Also gilt: Nimmt 
man einen Punkt a,, und ein Polardreiseit a,,, seiner conischen Polaren 
in Bezug auf eine C* willkiirlich an, so lisst sich ein Geradenpaar 
a,, d, durch a,, eindeutig so hinzufinden, dass a,a,a,a,a, Polarfiinf- 
seit der C® ist. — Wir erkennen also hier die Richtigkeit unseres 
durch Abzihlung gewonnenen Satzes (3), dass jede C® eine 5-fache 
Mannigfaltigkeit von Polarfiinfseiten besitzt, da wir erkennen, dass 
man noch iiber 5 Willkiirlichkeiten disponiren kann bei einem Fiinf- 
seit, das Polarfiinfseit einer gegebenen C* werden soll. — 

9. Jedes einer zu C* apolaren K* umschriebene Dreiseit a,a,a, 
liisst sich eindeutig zu einem Polarfiinfseit von C* ergdnzen. Es giebt 











Die Polarfiguren der ebenen C®. 547 


bekanntlich in jedem Kegelschnittnetze genau einen Kegelschnitt, 
welcher einen gegebenen Punkt und eine gegebene Gerade zu Pol und 
Polaren hat; also existirt auch im Polarkegelschnittnetz von C* eine 
C?, fiir welche a,, und a, Pol und Polare sind; ist a,, derjenige Punkt, 
dessen conische Polare unsere C? ist, so ergiinzen die beiden Tangenten 
von @,, an K, das Dreiseit a,,, zu einem Polarfiinfseit der C*. Denn 
das so entstehende Fiinfseit a ist einer zu C* apolaren K? umge- 
schrieben und es ist a, die gemischte Polare seines Gegeneckenpaares 
@4.@3,, also ist nach (7) @ Polarfiinfseit von C*, Der Punkt a,, ist 
auch als correspondirender Punkt von a,, in der durch das Polar- 
kegelschnittbiischel von a, vermittelten Steiner’schen Verwandtschaft 
nach (5) eindeutig bestimmt. Wir erkennen hieraus, dass man zwei 
Seiten eines Polarfiinfseits willkiirlich annehmen kann, denn dann 
giebt es eine einzige zu C* apolare K*, welche diese beiden Seiten 
beriihrt; nimmt man noch eine Tangente dieser K? willkiirlich an, so 
erkennt man, dass dann eindeutig ein Geradenpaar gefunden werden 
kann, welches jene drei Geraden zu einem Polarfiinfseit ergiinzt. Auch 
hier ist genau iiber 5 Willkirlichkeiten verfiigt worden, indem wir 
zwei Geraden willkiirlich annehmen und dann eine dritte auf einer 
bestimmten K? beliebig wihlten, — 

10. Halt man ein Geradenpaar (2. B. a,, a,) eines Polarfiinfseits 
einer C® fest, so ist das gu a,, complementire Dreieck a,,, einem be- 
stimmten Kegelschnitt C* einbeschricben. Denn es ist a,,, Polardreiseit 
der conischen Polaren von a,, und gleichzeitig der eindeutig bestimmten 
apolaren K*, welche a, und a, beriihrt, umgeschrieben. Alle Polar- 
dreiseite eines Kegelschnitts, welche einer bestimmten conjugirten K? 
umgeschrieben sind, sind aber einer ganz bestimmten C? eingeschrieben*) 
also sind alle Dreiseite, welche ein Geradenpaar a,a, zu einem Polar- 
fiinfseit ergiinzen, einer bestimmten allein von a,, a, abhiingigen C* 
eingeschrieben. Diese ist aber nichts anderes als der correspondirende 
Kegelschnitt der Geraden a, (oder a,) in derjenigen Steiner’schen Ver- 
wandtschaft, welche das Polarkegelschnittbiischel von a, (resp. a,) ver- 
mittelt. Denn es sind die Ecken ay,, a,,, ay, resp. die correspondirenden 
Punkte von dy,, G4, @, in der Steiner’schen Verwandtschaft von a,, 
also ist a,,, dem correspondirenden Kegelschnitt von a, eingeschrieben. 
Man nennt aber den zu einem Geradenpaar gehérigen Kegelschnitt, 
welcher correspondirender Kegelschnitt der einen Geraden in Bezug 
auf die Steiner’sche Verwandtschaft der andern ist, ,,die gemischte 
Polokonik des Geradenpaars“.**) Also gilt: Ist ein Geradenpaar ge- 

*) cf. Salmon-Fiedler; Kegelschnitte, 4. Aufl, p. 518. 


**) cf. Cremona: Curve piane 134; Durége: Curven dritter Ordnung 
p- 187—189. 











548 F. Lonvon. 


geben, so liegen alle Dreiseite, welche dasselbe zu einem Polarfiinfseit 
einer gegebenen C® ergdnzen, auf der gemischten Polokonik des Geraden- 
paars in Bezug auf die C’. — Nimmt man einen Punkt a,, dieser 
gemischten Polokonik von a,, a, willkiirlich an, so existirt ein be- 
stimmter Punkt auf a, :a,,, welcher correspondirender Punkt von az, 
in der zu a, gehdrigen Steiner’schen Verwandtschaft ist. Zieht man 
von a;, die beiden Tangenten a,, a, und von a,, die eine noch iibrige 
Tangente a, an die a,, a, beriihrende apolare K?, so ist a,a,a,4,4; 
ein Polarfiinfseit von C* nach (7), denn dieses Fiinfseit ist einer apo- 
laren K* umgeschrieben und es ist a, gemischte Polare von a,,, a,;. — 

11. Die 10 Seiten zweier Polarfiinfseite (a) und (b) derselben C* 
beriihren eine Curve dritter Classe. Denn es ist: 


5 5 
f= > k,a;(x)® = > Lb; (x)’, 
i=1 i=1 
also ist fiir 1; = — hg4,: 
10 
¢ kyae(x)> = 0, 
1 
also beriihren {nach § 1, 8) die 10 Geraden a;, b; (¢ = 1, 2,3, 4, 5) 
ein und dieselbe Curve dritter Classe. — Sind a, a, a5, ds; Gs 4; My My 
ewet Polarfiinfseite derselben C*: f = 0, welche eine Seite a, gemein 
haben, so bilden die 9 Geraden das gemeinsame Tangentensystem zweier 
Curven dritter Classe. Denn aus: 


9 


f= > Keay(2)® = >! har(2) 


folgt fir: %,—l,—=k,, k= k; (im1...4), =— ky (k=—6,7,8,9) 
9 
De Fete(x)® = 0, 
1 
d. h. a,,...,a@ sind die 9 gemeinsamen Tangenten zweier K* nach 
§ 1,8. — Analog folgt: 

Sind 4,4,4,4,4,, 4,4,4,a,a, zwei Polarfiinfseite derselben C*, 
welche ein Seitenpaar gemeinsam haben, so beriihren die 8 Geraden 
@,-...@, denselben Kegelschnitt. — Ferner: 

Sind a, @,4,4,, @,4,4,a, zwei Polarvierseite derselben Curve 
dritter Ordnung f, so beriihren ihre 8 Seiten denselben Kegelschnitt, 
wiihrend thre 12 Ecken auf einer C*, der Hesse’schen Curve, von f 
liegen. — Es gilt aber auch: Wenn die 8 Seiten zweier Vierseite 
einen Kegelschnitt beriihren, so liegen die 12 Ecken derselben auf einer 


——— 
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Curve dritter Ordnung. Denn seien a,0,a,4,, a@;a,4,a, die Seiten 
der beiden Vierseite, so besteht nach § 1,8 die lineare Relation: 


8 
Sracer—o 
1 


{(axx) = > k,a;(x) = — > kya; (x)* 


d. h. @,@,4,4,, @,4,4,a, sind Polarvierseite derselben C3: f= 0, ihre 


Kcken liegen daher auf einer Curve dritter Ordnung, der Hesse’schen 
Curve von f=0, — 


also ist: 


Die 9 Geraden, welche die Seiten eines Polarvierseits wnd eines 
Polarfiinfseits derselben C*:f = 0 bilden, bilden das gemeinsame 
Tangentensystem zweier Curven dritter Classe. Nach (§ 1, 8), denn 
zwischen den Cuben der 9 linearen Formen, welche, gleich Nall 
gesetzt, die Gleichungen unserer 9 Geraden darstellen, besteht eine 
lineare Identitit. 

Aus dem letzten Satze ergeben sich héchst einfache Constructionen 
der 9'°" gemeinsamen Tangente zweier K* — also, mittels des Princips 
der Dualitiit, auch des 9'°" Schnittpunkts zweier C? —, welche in einem 
unmittelbar sich anschliessenden Aufsatze ausgetiihrt werden sollen. 


12. Gemeinsame Polarfiinfseite zweier Curven dritter Ordnung. 
Damit ein Fiinfseit a,.,,, Polarfiinfseit einer gegebenen Curve dritter 
Ordnung sei, waren von demselben: nach 2 p. 544 fiinf Bedingungen 
zu erfiillen, so dass die Abziihlung ergiebt, dass genau 10 Bedingungen 
zu erfiillen sind, damit ein Fiinfseit @ gemeinsames Polarfiinfseit 
zweier Curven dritter Ordnung C* und C’* mit den resp. Gleichungen 
f=0, f =O sei. Da in der Ebene eine genau zehnfache Mannig- 
faltigkeit von Fiinfseiten existirt, man also im Allgemeinen einem 
Fiinfseit 10 Bedingungen auferlegen kann, so lisst hier die Abziihlung 
erwarten, dass es eine endliche Anzahl gemeinsamer Polarfiinfseite 
zweier Curven dritter Ordaung geben wird. Es tritt jedoch auch hier 
einer der in der Geometrie so hiiufigen Fille ein, dass das von der 
Abziihlung vorausgesagte Resultat sich nicht bestiitigt. In unserem 
Falle wird es sich niimlich herausstellen, dass, obwohl das Problem 
als ein vollstiindig bestimmtes erscheint, zwei Curven dritter Ordnung 
im Allgemeinen kein gemeinsames Polarfiinfseit besitzen, sondern dass 
dazu nothwendig, aber auch hinreichend das Verschwinden einer ge- 
wissen simultanen Invariante ist. Verschwindet diese Invariante, so 
existirt eine einfache Mannigfaltigkeit der gewiinschten Polarfiinfseite. — 

Damit G,.5,, gemeinsames Polarfiinfseit von f—0, f =O sei, 
muss nach 4. p. 545 die K*, welche a,, aj, a,, @,, a, beriihrt, zu 
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f =0 und f’ = 0 apolar sein 
zwei K?-Netzen angehdren. 
gemeinen kein gemeinsames Ele 
einer Invariante nothwendig. 
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. Es miisste also diese K? 


gleichzeitig 

Zwei K?-Netze haben aber im All- 
ment, sondern dazu ist das Verschwinden 
Damit nimlich eine K?: 





gp (uu) = > Op m =O (i,k = 1, 2, 3) 
i,k 
zu: 
{= > Aint Lj Ly X= O 
i, kyl 

und 

KY. : ‘ 

/ - > CQ; py Hy Lp XM, = O (¢, ky t—< 1, 2, 3) 


i,ke 


apolar sei, ist nothwendig und hinreichend (nach § 1, 5): 


> Aint = O, > A420, = O, > Ajix3 &i 4. = O 
isk ea pe (i,k—=1,2,3 
+ ’ , , = ae 
Gxt, = O, Gix2Gin = O, Ajx3 &j, = O 
i,k i,k i,k 


Damit aber 6 Grossen a, (¢,k =1,2,3, oj, — ay; existiren, 
welche diese 6 Gleichungen befriedigen, 
reichend, dass die Invariante: 


ist nothwendig und _hin- 


| @iny nnn 331 Fa51 Fay Gy 04 | 
| M42 Ano Agg9 Aogn §=Agy9 Uy 09 
G13 Gory ga3 Go33 Agi3 Ayn | 
P= | ’ , , , , , 
| Qi = Gaq1 331 gn git i 
, , ’ , , , 
| Gig Gea2 § Ay32 «=egg )S Agig = Age 
| ’ , , , , , 
| (113 4223 Q333. «4233 |S gig) 23 | 


verschwindet. Ist diese Determinante Null, so sind die Griéssen «;, 
im Allgemeinen eindeutig bestimmbar, und es giebt daher, wenn 
P=0, eine eimzige zu f= und f’ = 0 gemeinsame apolare K?. 
Damit also 2 Curven dritter Ordnung ein, gemeinsames Polarfiinfseit 
besitzen, ist das Verschwinden der simultanen Invariante P erforderlich. 
Also gilt: Zwei allgemeine Curven dritter Ordnung besitzen kein ge- 
meinsames Polarfiinfseit. — 

Wir zeigen nun, dass die Bedingung P = 0 fiir die Existenz 
eines gemeinsamen Polarfiinfseits zweier C* auch ausreicht, und dass 
sogar fiir zwei C%, fiir welche PO ist, eine einfache Mannigfaltigkeit 
gemeinsamer Polarfiinfseite existirt. Damit ist auch gleichzeitig eine 
geometrische Interpretation fiir das Verschwinden der Invariante P 
erlangt. Ist also P = 0, so erkennen wir, dass dann eine einzige zu 
f=0, f’ =0 gemeinsame apolare K? existirt, dieser muss ein eventuell 


a ————y —_— 


——— 
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existirendes gemeinsames Polarfiinfseit von f—0O und /’ =O um- 
geschrieben sein. Wiahlen wir nun eine Tangente a, dieser K? be- 
liebig, so werden die Gegeneckenpaare (@)544;, @4@355 @;@34) des- 
jenigen Vierseits, welches a, zu dem gesuchten Polarfiinfseit ergiinzt, 
correspondirende Punktepaare sein derjenigen beiden Steiner’schen Ver- 
wandtschaften (nach 5, p. 545), welche vermittelt werden durch die 
beiden zu a, in Bezug auf f—0O und /’ = 0 zugehdrigen Polarkegel- 
schnittbiischel; sie werden also in Bezug auf 4 Kegelschnitte con- 
jugirte Punktepaare sein. Vier Kegelschnitte besitzen aber genau 3 
Paare gemeinsamer conjugirter Punkte, welche die Gegeneckenpaare 
eines Vierseits sind, nimlich des einzigen den 4 Kegelschnitten ge- 
meinsamen Polarvierseits. Jenes Vierseit wird a, zu dem gesuchten 
gemeinsamen Polarfiinfseit von f—0O, f’ = 0 ergiinzen. Denn zieht 
man von einem Gegeneckenpaare desselben z, B. von d,3, a4, die 4 
Tangenten a;, @,, @,, @, an unsere zu f =O, f’ =O apolare K?, so 
wird das so entstehende Fliinfseit a,a,a,a,a, ein gemeinsames Polar- 
fiinfseit von f=0, /’ =O sein. Denn da a,,, a,, ein in Bezug auf 
die beiden Polarkegelschnittbiischel von a, conjugirtes Punktepaar 
ist, so ist a, sowohl in Bezug auf f = 0, als auf f —0 die gemischte 
Polare von d.3, @,;; ferner ist das Fiinfseit a der zu f—0O und 
{’ = 0 apolaren K* umgeschrieben, folglich ist (nach 7, p. 545) unser 
Fiinfseit Polarfiinfseit von f—0O und auch von f’=0O. Es sind 
folglich auch a,,a;, und a,,a,, correspondirende Punktepaare der 
beiden zu a, gehdrigen Steiner’schen Verwandtschaften; wir sahen, es 
giebt solcher Paare im Ganzen iiberhaupt nur drei, welche die Gegen- 
eckenpaare des den beiden zu a, gehdrigen Polarkegelschnittbiischeln 
gemeinsamen Polarvierseits bilden, folglich ist das gefundene Vierseit 
@y3,, nothwendig dieses gemeinsame Polarvierseit der beiden zu a, ge- 
hérigen Polarkegelschnittbiischel. Dieses gemeinsame Polarvierseit er- 
giinzt also eindeutig die Gerade a, zu einem gemeinsamen Polarfiinf- 
seit von f= 0 und f’ = 0. Dass dieses Polarvierseit unserer zu f= 0, 
{f’ =0 apolaren K? umgeschrieben ist, geht daraus hervor, dass es 
der K?-Schaar umgeschrieben ist, welche zu den beiden Polarkegel- 
schnittbiischeln von a, conjugirt ist; dieser Schaar gehdrt aber noth- 
wendig unsere apolare K* an, denn diese ist conjugirt zu allen Polar- 
kegelschnitten von f= und /’ =O, mithin ist das gemeinsame 
Polarvierseit der apolaren K? umgeschrieben. Wir sind also zu 
folgenden Resultaten gelangt: 

Ist die simultane Invariante P zweier C?:f=0, f’ =0 gleich 
Null, so existirt eine einfache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Polarfiinf- 
seite von f=0, f =O, welche siimmtlich der in diesem Falle vor- 
handenen gleichzeitig zu f =O und f° =0 apolaren K? wmgeschrieben 
sind. Zu jeder Tangente dieser K* gehirt ein eindeutig bestimmbares 
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Vierseit, welches jene Tangente zu einem gemeinsamen Polarfiinfseit 
von f= 0, f =O erginet. Dieses Vierseit ist das gemeinsame Polar- 
vierseit der beiden zu jener Tangente gehirigen Polarkegelschnittbiischel. 
Daraus ergiebt sich: ' 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz ge- 
meinsamer Polarfiinfseite zweier Curven dritter Ordnung ist das Ver- 
schwinden der simultanen Invariante P. — 

Aus dem eben bewiesenen geht hervor, dass es unmdglich ist 
einen beliebigen Punkt der Ebene als Ecke eines gemeinsamen Polar- 
fiinfseits zweier C* mit P =O zu wiihlen. Denn da ein solches stets 
der zu f=0, f =O apolaren K? umgeschrieben ist, so wiren bei 
beliebiger Annahme einer Ecke die beiden von dieser an K? gezogenen 
Tangenten sicher Seiten des gesuchten Polarfiinfseits. Nach unserer 
Construction liegen aber auf jeder Tangente von K? genau 4 Punkte, 
welche Ecken des einzigen méglichen Polarfiinfseits sind, welches jene 
Tangente zur Seite hat, so dass sicher nicht jeder beliebige Punkt 
dieser Tangente, sondern eben nur jene 4 ganz bestimmten Punkte, 
Ecken eines gemeinsamen Polarfiinfseits sein kénnen. Daraus folgt, dass 
ein Punkt, um Ecke eines gemeinsamen Polarfiinfseits sein zu kénnen, 
eine specielle Lage haben muss, dass also jene einfache Mannigfaltigkeit 
von Ecken gemeinsamer Polarfiinfseite auf einer bestimmten Curve 
liegen muss. Diese Curve wird von der vierten Ordnung sein, denn 
auf jeder Tangente der apolaren K? liegen genau 4 Punkte dieser 
Curve. Lisst man eine Gerade w alle Tangenten dieser K? durch- 
laufen, so werden bei jeder Lage von uw stets 4 Punkte auf w fixirt 
werden, die Ecken unserer gemeinsamen Polarfiinfseite, die so die 
obige C* beschreiben. Daraus ergiebt sich: 

Die einfache Mannigfaltigkeit der gemeinsamen Polarfiinfseite zweier 
C* mit P = 0 ist einer K*® wmgeschrieben und gleichzeitig einer Curve 
vierter Ordnung eingeschrieben. 

§ 3. 


Die Polarsechsseite einer Curve dritter Ordnung. 


Sind a; (a) = 41%, -f Aj2 Lo oo A3%, = 0 (2 =F 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
die Gleichungen der 6 Geraden a;(i=1,...,6), so wird das von 


diesen 6 Geraden gebildete Sechsseit @ ein Polarsechsseit der C*: 


{(ax2) = > Aint LUM = 0 
(i,k, t= 1, 2,3) 
sein, wenn sich 6 Groéssen hk; (i = 1, ..., 6) so auffinden lassen, dass: 


6 
f(ex2) = > k,a(a2) 





p 
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wird. Wir wollen jede Seite (z. B. a,) zu demjenigen Fiinfseit (a,,,;¢) 
des Sechsseits ,,complementir‘ nennen, welches jene Seite zu ‘dem 
Sechsseit a ergiinzt; ebenso jede Ecke (z. B. a,.) complementiir zu 
demjenigen Vierseit (a5,,,), welches von den 4 jene Ecke nicht ent- 
haltenden Seiten gebildet wird. Schliesslich sollen 3 Ecken a;%, @im, Gno 
ein ,,Eckentripel“ heissen, wenn von den 6 Indices i, k, 1, m, n, 0 
keine zwei einander gleich sind (z. B. a,,@.,4;,). Nun gilt: 

1) Ist a ein Polarsechsseit der C*:f = 0, so bildet jedes Ecken- 
tripel ein conjugirtes Dreieck von f = 0. Denn jedes Eckentripel lisst 
sich als eine in 3 Punkte ausgeartete, dem Sechsseit a eingeschriebene 
K* auffassen, welche nach § 1,7 zu f conjugirt ist, so dass nach 
§ 1,3 das Eckentripel ein zu f conjugirtes Dreieck bildet. 

2) Sind demnach nach (1) alle 15 Eckentripel eines Polarsechs- 
seits von C* conjugirte Dreiecke der C*, so geniigt es jedoch schon, 
wenn 4 unabhingige Eckentripel in Bezug auf die C* conjugirt sind, 
um fiir die tibrigen das Gleiche zu folgern. Denn die 6 unabhingigen 
C*: a;() (¢ = 1, 2,..., 6) bilden eine 6-gliedrige Gruppe, die simmt- 
lichen ihnen conjugirten K* bilden also nach (§ 1,3) eine 4-gliedrige 
Gruppe, dieser gehdren die simmtlichen Eckentripel, als zerfallende 
K* aufgefasst an, so dass, sobald 4 linear unabhiingige Ecken- 
tripel in Bezug auf eine C* conjugirt sind, auch die iibrigen conjugirt 
sind; es ergiebt sich demnach: Sémmtliche Eckentripel eines Sechsseits 
bilden conjugirte Dreiecke einer C*, sobald 4 linear unabhingige dies 
thun. Dieser Satz bildet das Analogon zu dem bekannten Satze von 
Hesse, dass in einem Vierseit, in welchem 2 Paar Gegenecken in 
Bezug auf einen Kegelschnitt conjugirt sind, auch das dritte Gegen- 
eckenpaar conjugirt ist. 

Dass es bei einem Sechsseit, bei welchem nie 3 Seiten durch 
einen Punkt gehen, wirklich stets 4 unabhiingige Eckentripel giebt, 
beweisen wir, indem wir 4 solche wirklich angeben. Betrachten wir 
niimlich z. B. die 4 Eckentripel: (G1, G34, G56), (G12) 359 G4q)y (13> Foy Use) 
(443 @ 5) 44g), SO miissten im Falle ihrer linearen Abhiingigkeit /,, k,, 
k,, k, sich so bestimmen lassen, dass: 

ky (Way a.) (Wa, ay) (Wa; a5) + ky (wa, ay) (was a;) (Wa, ag) 

+ ks(wa, as) (waga,) (wa, a) + hy (Wa, as) (wa, as) (Wa,a,) = 0 
wird fiir jeden Werth von u,, wu, u,. Setzen wir fir u,, u, u, die 
Coordinaten der Geraden, welche a,, und a,, verbindet, so miissen 
entweder: Gyo) sg, G3 OF Ayo, Azy, Ao, Oder Gyo, Azg, Gy, in gerader 
Linie liegen, Der erste Fall kann nicht eintreten, da die Verbindungs- 
linie von a,, mit a,,, d. i. die Gerade a,, die Ecke a,, nicht ent- 
halten kann, da sonst gegen die Voraussetzung die 3 Seiten a,, a;, a, 
des Sechsseits durch einen Punkt gingen. Analoges gilt fiir die beiden 

Mathematische Annalen, XXXVI, 36 
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andern Méglichkeiten, also muss k, = 0 sein, dann ist aber auch 
k, =k, =k, =0 d.h. die 4 Eckentripel sind linear unabhingig. Jede 
C%, welche diese 4 Eckentripel zu conjugirten Dreiecken hat, hat auch 
alle iibrigen zu conjugirten Dreiecken. Dass nicht immer 4 Ecken- 
tripel des Sechsseits linear unabhingig sind, erkennen wir daraus, 
dass z. B. zwischen 3 Eckentripeln, welche gebildet werden von den 
3 Gegeneckenpaaren eines Vierseits des Sechsseits und der comple- 
mentiiren Ecke des Vierseits, also z. B. (G49, G34, s6)) (G13) Goq, Oo)» 
(G44, G3, Gg), Offenbar eine lineare Identitait besteht. — 

3) Ein gegebenes Sechsseit a ist Polarsechsseit einer gegebenen 
Curve dritter Ordnung f =0, wenn 4 unabhiingige Eckentripel con- 
jugirte Dreiecke der Curve sind. Denn diese 4 Eckentripel liefern 4 
linear unabhiingige, nach § 1,3 zu f conjugirte, dem Sechsseit ein- 
geschriebene K*, (welche in 3 Punkte ausgeartet sind), mithin ist 
nach § 1,7 das Sechsseit Polarsechsseit von / = 0. 

4) Damit ein Sechsseit Polarsechsseit einer C* sei, muss dasselbe 
4 Bedingungen erfiillen, da 4 independente Eckentripel desselben — 
und solcher giebt es nach (2) stets — conjugirte Dreiecke der C® sein 
miissen, Da die Ebene im Ganzen eine 12-fache Mannigfaltigkeit von 
Sechsseiten besitzt, so lehrt demnach die Abzahlung, dass jede C* 
eine genau achtfache Mannigfaltigkeit von Polarsechsseiten besitzt, ein 
Resultat, das wir unten durch directe Construction derselben be- 
stiitigen werden. 

5) In analoger Weise, wie beim Polarfiinfseit, folgt durch Polaren- 
bildung: Jedes Vierseit eines Polarsechsseits ist Polarvierseit der co- 
nischen Polaren der complementiiren Ecke. Jedes Fiinfseit eines Polar- 
sechsseits ist Polarfiinfseit des Polarkegelschnittbiischels der complemen- 
tiiren Seite, d. h. die diesem Fiinfseit eingeschriebene K?* ist jenem 
Polarenbiischel conjugirt. — 

6) Die Abzihlung lehrte, dass eine gegebene C* eine achtfache 
Mannigfaltigkeit von Polarsechsseiten besitzt, wir werden daher an 
ein Sechsseit, welches Polarsechsseit einer gegebenen C* werden soll, 
noch acht weitere Forderungen stellen diirfen. Nehmen wir z. B. ein 
Vierseit a,, @,, a@;, a, des Sechsseits beliebig gegeben an, so ist genau 
iiber eine achtfache Mannigfaltigkeit disponirt, und wir suchen nun 
ein Geradenpaar, welches dieses Vierseit zu einem Polarsechsseit der 
C® ergiinzt. Wir werden erkennen, dass dieses Geradenpaar nur auf 
eine Weise gefunden werden kann, dass sich also ein gegebenes Vier- 
seit eindeutig zu einem Polarsechsseit von C* erginzen lisst. Zuniichst 
ist der Schnittpunkt a,, (nach 1, § 3) des gesuchten Geradenpaares 
a, @, derjenige “unkt, in welchem die gemischten Polaren der 3 
Gegeneckenpaare des Vierseits sich schneiden. In der That schneiden 
sich die 3 gemischten Polaren der 3 Gegeneckenpaare eines Vierseits 
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stets in einem Punkte, da der Schnittpunkt von zweien derselben nach 
dem Hesse’schen Satze auch mit dem dritten Paare ein conjugirtes 
Dreieck bildet, also auf der gemischten Polaren desselben liegt. Zu 
jedem Vierseit gehért daher stets ein ganz bestimmter Punkt, der 
Schnittpunkt der gemischten Polaren der 3 Gegeneckenpaare. Im All- 
gemeinen wird dieser Punkt auf keiner der 4 Seiten des Vierseits 
liegen, sondern es wird, damit dies eintrete, das Vierseit eine be- 
sondere Lage besitzen, da eine bestimmte Bedingung dazu erfiillt sein 
muss. Wir wollen von vornherein unser Vierseit so gewiihlt denken, 
dass der obige Schnittpunkt der 3 gemischten Polaren der 3 Gegen- 
eckenpaare in keine der Seiten des Vierseits fillt; sonst nimlich wiirden 
wir kein eigentliches Sechsseit erhalten, in welchem keine drei Seiten 
durch einen Punkt gehen. — Betrachten wir nun die Ecke a,,, so ist 
ihr complementiires Vierseit a,,,, (nach 5) a. v. 8.) Polarvierseit der 
conischen Polare von a,,, welche uns bekannt ist. Von diesem Vier- 
seit @s4,, ist uns gegeben das Seitenpaar a,, a, und die Gegenecke a,,. 
Nun gilt aber: Alle Geradenpaare a;, a, durch a;,, welche ein ge- 
gebenes Geradenpaar a,, qa, zu einem Polarvierseit eines gegebenen Kegel- 
schnitts ergiinzen, bilden die Geradenpaare einer Involution. (Der 
Beweis dieses Hiilfssatzes folgt am Schlusse dieser Deduction.) Das 
gesuchte Geradenpaar a;, a, gehdrt also einer gegebenen Involution 
durch a,, an; denn es ist uns diese Involution vollstiindig bekannt, 
da wir beliebig viele Geradenpaare derselben construiren kénnen. — 
Betrachten wir nun das Vierseit a,,,,, so ist dasselbe Polarvierseit der 
uns bekannten conischen Polaren von a,,; von diesem sind uns eben- 
falls 2 Seiten a,, a, und die Gegenecke a;, ihres Schnittpunktes be- 
kannt, Es bilden demnach alle Geradenpaare durch a;,, welche a, 
za einem Polarvierseit der conischen Polaren von a,, ergiinzen, die 
Strahlenpaare einer bekannten zweiten Involution durch a,,. Es sind 
daher die gesuchten Geraden a,, a, auch ein Strahlenpaar dieser zweiten 
bekannten Involution. Das gesuchte Geradenpaar ist also diesen beiden 
bekannten Involutionen gemeinsam. 2 concentrische Strahleninvolu- 
tionen besitzen aber bekanntlich genau ein gemeinsames Strahlenpaar. 
Dasselbe sei mit a;, a, bezeichnet, es ergiinzt in der That das ge- 
gebene Vierseit zum Polarsechsseit von C,*. Denn in dem so ent- 
stehenden Sechsseite, sind die 4 Eckentripel: 


(Gyo Gy4> G56)> (Gyr) M35 %y6)> (G13, Gras %56)> (Ai3> M25» Me) 
conjugirte Dreiecke der C*; diese 4 Tripel sind aber linear unabhiingig, 
wie wir bereits p. 553 bewiesen haben. Folglich ist nach 3, p. 554 
das erhaltene Sechsseit Polarsechsseit der C*, damit ist bewiesen: 
Jedes Vierseit lisst sich durch ein eindeutig bestimmtes Geradenpaar 
zu einem Polarsechsseit einer gegebenen C* erginzen. Hiermit ist auch 

36* 
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direct die in 4. p. 554 durch Abziihlung gefundene Thatsache bestiitigt, 
dass eine C* eine genau 8-fache Mannigfaltigkeit von Polarsechsseiten 
besitzt. — 

Es bleibt noch iibrig den bei unserer Construction benutzten Hiilfs- 
satz nachzuweisen, dass jedes Geradenpaar a,a,, welches ein ge- 
gebenes Geradenpaar a,a, zu einem Polarvierseit eines gegebenen 
Kegelschnitts ergiinzt, und dessen Schnittpunkt a,, ein ganz bestimmter 
ZU @;, conjugirter Punkt ist, einer bestimmten Involution angehdrt. 
Denn sind a,, a, und a,,a,° zwei Geradenpaare durch den zu a,, in 
Bezug auf den Kegelschnitt F'(2x) = 0 conjugirten Punkt a,,, welche 
mit a,,a@, zusammen je ein Polarvierseit von F' = 0 bilden, so ist: 


F (ax) = k, a, (x)? + ka, (a)* + kh, a, (a)’ + k, a, (a)? 

= I, a, (x)? + l,a,(%) + lay (x)? + lay (x), 
also: 
(1) (k, — 4) a(x)? + (k, — |b) a, (x)? 

= l, a; (x)? + la, (x)? — kya, (a)? — kya, (x)*; 
durch Polarisation folgt: 

(ky, — 1) ay(%) a,(y) + (ky — ly) ag (x) ay (y) 
= |, ay (@) ay (y) + Lay (x) ay (y) — kyay (a) as(y) — ky ay (x) ay (y). 


Ay, Ay Ay; 
a i < 31 %32 S33 
Fiir y,, Y¥, ¥, setzen wir die Subdeterminanten von ; 








By, Uy U4 
das sind die Coordinaten des auf a,, a,, a,,, 4, liegenden Punktes ay,,, 
dann wird: 


(k, — 1) (a, a,a,) a, (2) + (kh, — 1) (a, a,4,) a,(2) = 0, 
ah (ky —1,) (a,a,a,) =0, (& —1,) (a, aa) = 9, 
(a,4,4,) +9, (a,a,a,) +0, 
k,=1, k=l. 


und da 

so folgt: 
Also wird (1) zu: 
(2) ky a(x)? + k,a,(x)? = la,’ (x)? + la, (x), 


und dies gilt fiir jedes weitere Strahlenpaar a,”, a," durch a,,, welches 
a,,@, zu einem Polarvierseit von F’ = 0 ergiinzt, also ist: 


kya; (x)? + k, a, (2)? =1, ay (“)?+ 1, a, (x)? = m, a," (2)? 4+ m, a,” (7) =--- 
d.h. (a3, 4), (as ,@,'), (a,",@,"),.-. sind Strahlenpaare einer Involution. — 


7) Sind zwei Vierseite eines Sechsseits, welche 3 Seiten gemeinsam 
haben, Polarvierseite der conischen Polaren ihrer rsp. Gegenecken in 
Bezug auf eine C*, so ist das Sechsseit Polarsechsseit der C*. Der 
Beweis folgt aus der vorausgehenden Construction. — 
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8) Betrachten wir die einem Fiinfseit eines Polarsechsseits von 
f =0 eingeschriebene K?, so bildet dieselbe mit jedem Punkte der 
complementiiren Seite des Fiinfseits eine K*, welche dem Polarsechs- 
seit eingeschrieben ist, und daher (nach §1, 7) zu f=—O conjugirt 
ist. Die einem Finfseit eines Polarsechsseits einer C* eingeschriebene 
K? bildet daher mit allen Punkten der complementiiren Seite des 
Fiinfseits eine zu C* conjugirte K*; also ist (nach § 1, 4) diese com- 
plementiire Seite die Polargerade der dem zugehérigen Fiinfseit ein- 
geschriebenen K*. Dasselbe Resultat ergiebt sich auch aus dem Um- 
stand, dass das Fiinfseit (nach 5, p. 554) Polarfiinfseit des Polarkegel- 
schnittbiischels der complementiren Seite ist, also ist die dem Fiinfseit 
eingeschriebene K* dem Biischel conjugirt, demnach ist nach (§ 1, 4) 
die complementiire Seite die Polargerade von K*. Also gilt: 


In jedem Polarsechsseit ist jede Seite die Polargerade der dem 
complementiiren Fiinfseit eingeschriebenen K*. Diese K? soll in der 
Folge die zu jener Seite ,,complementire K?*“ heissen. — 

Hieraus resultirt eine sehr tibersichtliche Construction eines Polar- 
sechsseits a von C*, von welchem vier Seiten a,,@,,a,,a@, gegeben 
sind. Da niamlich a, die Polargerade der dem complementiiren Fiinf- 
seit @,3%,4,a, eingeschriebenen K? ist, so ist diese K* der dem 
Polarkegelschnittbiischel von a, conjugirten viergliedrigen K*- Gruppe 
angehérig; und da sie 3 bekannte Gerade a,, a,, a, beriihrt, so ist 
diese K* eindeutig bestimmt; das gesuchte Geradenpaar liegt also auf 
einer bekannten K*. Andererseits ist ebenso die dem Fiinfseit a, a, a, a, a, 
eingeschriebene K? bekannt, denn diese gehért der dem Polarkegel- 
schnittbiischel von a, conjugirten 4-gliedrigen K?-Gruppe an und 
bertihrt die 3 bekannten Geraden a,, a,, a,; auch auf dieser bekannten 
K? miissen a;, a, liegen, es sind daher a,, a, diejenigen beiden ge- 
meinsamen Tangenten der beiden bekannten K*, welche von a,, a, 
verschieden sind. Man erkennt also auch hier, dass sich zu jedem 
Vierseit eindeutig ein Geradenpaar bestimmen lisst, welches das Vier- 
seit zu einem Polarsechsseit einer gegebenen C® erginzt. Dass in der 
That das entstandene Sechsseit Polarsechsseit der gegebenen C® ist, 
ergiebt sich aus dem folgenden Satze: 

9) Sind in einem beliebigen Sechsseit zwei Geraden (2. B. a,, a2) 
die Polargeraden der den rsp. complementiren Fiinfseiten eingeschriebenen 
K? in Bezug auf eine gegebene C*, so ist auch fiir die 4 tibrigen Geraden 
dasselbe der Fall, und das Sechsseit ist Polarsechsseit der Curve III. Ord- 
nung. Denn in diesem Falle sind, wenn a', B' und a, B* zwei be- 
liebige Punktepaare auf rsp. a,, a, bedeuten, die 4 speciellen K*: 


p(uu) u(at), p(uu) u(Bt), Y(wu)u(a?), y(we) u(6*), 
wo o(uu) = 0, (uu) =O die Gleichungen der den zu rsp. a,, a, 
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complementiren Fiinfseiten eingeschriebenen K*? bedeuten, dem Sechs- 
seit eingeschrieben. Diese 4K* sind aber linear unabhiingig, denn 
wiire: 

k, p(uu) u(a') + kp (uu) u(B') + ky (uu) w(a?) + k, p(w) w(B?) = 0, 
so wire: 

p (wu) {k,u(a') + k,u(B)) = p(wu){— k,u(a*) — k,u(B?)}, 
also miisste p(uw) = (wu) sein d.h. die 6 Seiten a;(i—1... 6) 
wiren einer K* umgeschrieben, was wir bei einem allgemeinen Sechs- 
seit nicht voraussetzen diirfen. Also ist nothwendig 

k, =k, =k, =k, =0 
die 4 K® sind linear unabhingig; dieselben sind aber dem Sechsseit 


eingeschrieben, also ist nach § 1, 7 das Sechsseit ein Polarsechsseit 
der C3, — 


10) Unsere in (8) gegebene Construction desjenigen Geraden- 
paares, welches ein gegebenes Vierseit zu einem Polarsechsseit von 
C® ergiinzt, wird also nur dann versagen, wenn die beiden von uns 
benutzten K?: p=0, »y=O, welche rsp. a,, a,, a, und a,, a3, a 
beriihrten, identisch werden; dann aber muss diese K? durch a,,q,, a3, a, 
gehen und zu C* apolar sein, da sie den beiden viergliedrigen K?- 
Gruppen, welche den Polarkegelschnittbiischeln von a, und a, conjugirt 
sind, gleichzeitig angehért, und alle diesen beiden Gruppen gemein- 
samen K? zu C* apolar sind. Wiihlen wir also unser Vierseit a,,a,, 5, a, 
so, dass keine der ihm eingeschriebenen K? zu C* apolar ist — was 
also bei einem allgemeinen Vierseit stets der Fall ist —, so wird die 
von uns angegebene Construction stets ausfiihrbar sein. — 

Ist hingegen das Vierseit a,a,a,a, so gewihlt, dass es einer zu 
C® apolaren K? umgeschrieben ist, so ist jedes Polarsechsseit, zu 
welchem sich dasselbe ergiinzen lisst, dieser K? umgeschrieben*), und 


*) Denn ergiinzt z. B. a,,a, dieses Vierseit zu einem Polarsechsseit von 


f=0, so dass 
6 
f= > 4,2), 
1 
so ist, da m= 0 apolar zu f (nach § 1, 5): 
key p (Gy 44) Oy, + hyp (GgGg) dy, + hg p (gas) ay, + hyp (yay) Oy, + kp (A545) as, 
ke p (Gg) ag, = 0, (I = 1, 2,3) 
und da a, @:, 43, a@, die K®: m=O beriihren, so ist: 


. @ (yy) = P(Gg4q) = — (gas) = P(ayay) = 0, 
also ist: 


Kes @s4 p (45 4s) + hg ey P (Aga) = 0, Ks Aso Mp (A545) + kg tiee p (Ag 45) = 0, 
Ki, Qs3 (A545) ++ Kg tes p (Aga,) = 0, 


und da Gq: Gs t As, F Agy t Acq t Mpg, SO ist nothwendig: g(a,a,) = 0, p(aga_) = 9, 
dh, das Sechsseit ist der K*?: m=O umgeschrieben. 
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es existirt in diesem Falle eine einfache Mannigfaltigkeit von Geraden- 
paaren a;,a,, welche das Vierseit zu einem Polarsechsseit von C? 
erginzen. Nimmt man nimlich noch eine weitere Tangente a, unserer 
K? willkiirlich an, so schneidet die gemischte Polare eines Gegenecken- 
paares z. B. von a), a3, des Vierseits die Gerade a, in einem Punkte 
a;,, dessen zweite an K* gezogene Tangente a, die Geraden a,, a,, 
3, @,, 4, zu einem Polarsechsseit von C* ergiinzt. Denn dem so ent- 
standenen Sechsseit a sind folgende vier zu C* conjugirte K®* ein- 
geschrieben, (a, 8, y bedeuten 3 willkiirliche Punkte, gp =O ist die 
Gleichung unserer apolaren K7*): 


p(we) ula), p(we) w(B), plum) u(y), (wa, ay) (was a4) (wa; a); 
diese 4K®* sind offenbar linear unabhingig, wenn p nicht das Product 
zweier Linearfactoren ist, was wir stets vermeiden kénnen, also ist 
(nach § 1, 7) das Sechsseit a Polarsechsseit der C*. Wir sind somit 
zu dem von Herrn F. Meyer bewiesenen Satze gelangt*): Fiinf be- 
liebige Tangenten einer zu C* apolaren K®* lassen sich ecindeutig zu 
einem Polarsechsseit von C* ergdéneen. — Herr F. Meyer giebt a. a. O. 
auch eine weitere Ausfiihrung der auf Polarsechsseite , die einer apolaren 
K? umgeschrieben sind, beziiglichen Siitze. 


§ 4. 
Die gemeinsamen Polarsechsseite zweier Curven dritter Ordnung. 


Seien gegeben zwei Curven dritter Ordnung C* und C’ mit den 
Gleichungen 


f= > ania: mm = 0, f=_— > Aint Lj yt, = 0, 


i,k,t i,kyt 
(i,k, l= 1, 2, 3), 


es soll untersucht werden, ob Sechsseite a,a,a,@,@,a, existiren, welche 
gleichzeitig Polarsechsseite von f= 0 und / = 0 sind, so dass also: 


f= > k,a;(«)°, f = >" kj a; (x). 


Damit ein Sechsseit a Polarsechsseit einer gegebenen C* sei, musste 
dasselbe 4 Bedingungen erfiillen; damit es gemeinsames Polarsechsseit 
zweier C3 werde, sind demnach 8 Bedingungen zu erfiillen néthig, 
wodurch aus der 12-fachen Mannigfaltigkeit von Sechsseiten, die in 
der Ebene vorhanden sind, eine vierfache Mannigfaltigkeit heraus- 
gehoben wird. Nimmt man daher 2 Seiten a,, a, des Sechsseits will- 
kiirlich an, so ist dadurch iiber eine vierfache Mannigfaltigkeit ver- 


*) cf. F. Meyer: Apolaritit und rationale Curven, Tiibingen 1883, p, 227. 
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fiigt, und die Abzahlung giebt uns demnach an, dass zu diesem Geraden- 
paare in endlicher Anzahl Vierseite gefunden werden kénnen, welche 
a,;, 4 zu einem gemeinsamen Polarsechsseit von C* und C’* er- 
giinzen. Wir werden zeigen, dass uns die Abzihlung in der That 
richtig gewiesen hat, und dass sich ein gegebenes Geradenpaar a, , a, 
sogar eindeutig zu einem gemeinsamen Polarsechsseit von C* und C’* 
ergiinzen lisst. Damit a, und a, Seiten eines gemeinsamen Polar- 
sechsseits von C* und C’® seien, miissen a, und a, die Polargeraden 
der den rsp. complementiren Fiinfseiten a,,,,, und @,,,,, eingeschriebenen 
K? in Bezug auf C* und C’® sein. Zu jeder Geraden a existirt aber 
eine K*-Schaar, deren Elemente die Gerade a zur Polargeraden haben 
gleichzeitig in Bezug auf C*® und auf C’*. Denn in Bezug auf C® 
ist die Gerade a Polargerade aller K? einer bestimmten viergliedrigen 
K*-Gruppe (nach § 1, 4), in Bezug auf C’® ist das“niimliche der Fall; 
zwei viergliedrige K*-Gruppen haben aber im Allgemeinen eine- 
2-gliedrige K*-Gruppe, eine K?-Schaar, gemeinsam, so dass die K? 
dieser Schaar sowohl in Bezug auf C*, wie auf C’* die Gerade a zur 
Polargeraden haben. Zu jeder Geraden a existirt demnach eine be- 
stimmte K*-Schaar, deren K* die Gerade a in Beaug auf C* und C’® 
als Polargerade haben. Zu allen zweifach unendlich vielen Geraden 
der Ebene gehért daher eine zweifache Mannigfaltigkeit von K?- 
Schaaren, welche demnach eine dreifache Mannigfaltigkeit von K? 
enthiilt. Jede K? dieser dreifachen Mannigfaltigkeit besitzt in Bezug 
auf die beiden Curven C* und C’® dieselbe Polargerade. — 

Betrachten wir nun das zu a, complementiire Fiinfseit a,,,,, des 
gesuchten gemeinsamen Polarsechsseits a, so hat die diesem ein- 
geschriebene K? die Gerade a, zur Polargeraden in Bezug auf C* 
und C’, gehért also der K*-Schaar an, welche alle K? enthiilt, die 
in Bezug auf f=—0, wie f’ =O die Gerade a, zur Polargeraden 
haben. Diese K? beriihrt nun aber die gegebene Gerade a,, und da 
in einer zweigliedrigen K?-Gruppe genau eine einzige K? existirt, 
welche eine gegebene Gerade a, beriihrt, so ist damit die dem Fiinf- 
seit @y5;,4 eingeschriebene K? eindeutig bestimmt. In genau derselben 
Weise kénnen wir die dem Fiinfseit a,,,,, eimgeschriebene K? ein- 
deutig bestimmen; die 4 gemeinsamen Tangenten a,, a, a,, a, dieser 
beiden eindeutig bestimmten K? ergiinzen das gegebene Geradenpaar 
a,, 4 eindeutig zu einem Sechsseit a, welches Polarsechsseit von C°, 
wie von C’® ist. Denn das Sechsseit besitzt zwei Seiten a, und a, 
welche Polargeraden in Bezug auf C*, wie C’* der complementiiren K? 
sind, also ist (nach § 3, 9) a Polarsechsseit von C* und C’*. Damit 
haben wir bewiesen: 

Ein beliebiges Geradenpaar liisst sich auf nur eine Weise zu einem 
Polarsechsseit zweier beliebiger Curven dritter Ordnung erginzen. Da, 
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wie wir gezeigt, 2 beliebige cubische ternire Formen sich nicht gleich- 
zeitig aus denselben fiinf Cuben linearer Formen linear und homogen 
zusammensetzen lassen, so gilt: Zwei beliebige cubische terniire Formen 
sind als Summe von denselben 6 Cuben linearer Formen darstellbar, 
dagegen ist es im Allgemeinen unmdglich zwei beliebige cubische ternire 
‘ormen durch weniger als 6 Cuben linearer Formen gleichzeitig homogen 

und linear zusammenzusetzen, zwei der Cuben sind beliebig annehmbar, 
die 4 weiteren sind sodann ecindeutig bestimmt. — 

Zwei Curven dritter Ordnung besitzen demnach eine vierfuche Mannig- 
faltigkeit gemeinsamer Polarsechsseite. — Es gilt schliesslich noch: 

Die 11 Seiten zweier gemeinsamer Polarsechsseite zweier Curven 
dritter Crdnung C* und C’*, welche eine Seite gemeinsam haben, be- 
riihren eine Curve dritter Classe. Denn bezeichnen wir dieselben mit 
a; (1,2,..., 11), so bestehen 2 Identitiiten von der Form: 


11 il 
>! k,a(a) = 0, >" a(x) = 0; 
1 1 


eliminiren wir aus diesen zunichst a,,, sodann a,,, so folgt, dass die 
durch a, ...d@ 9 bestimmte K* (nach § 1, 8) auch a,) und a,, beriihrt. — 


§ 5. 
Der Ort derjenigen Geraden, welche Polargeraden derselben K* in 
Bezug auf drei Curven.dritter Ordnung sind. 


Es soll weiterhin untersucht werden, ob drei Curven dritter Ord- 
nung und daher das ganze von diesen gebildete Netz gemeinsame 
Polarsechsseite besitzen, Dazu ist nothwendig, dass jede Seite eines 
solchen Sechsseits Polargerade der complementiiren K* in Bezug aut 
die drei C* ist, also, wie wir uns ausdriicken wollen, Polargerade der 
complementiiren K? in Bezug auf das C*-Netz. Es ist demnach zuvor 
zu untersuchen, welche Geraden der Ebene Polargeraden einer K? in 
Bezug auf ein C*-Netz sind, und ob iiberhaupt soleche Geraden 
existiren. Sei also das von drei Curven dritter Ordnung gebildete 


Netz (C*, C’*, C”*) gegeben und seien die rsp. Gleichungen von 
"Wy v3 WS. 
O°, G'*, GO": 


{[(wxx) -»> Aine Li Ly Ly = O, f (wax) => 4 Lj Hy Ly = O, 
i,k,t i,kyt 
f' (was) =>) dix aitea—=0, (i,k, l= 1,2, 3). 
i,k,t 
Zu jeder K?: 
p(uu) = = CnUmy =O (i,k = 1, 2,3) 


i,k 
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gehért in Bezug auf f= 0, f’ = 0, f” = 0 je eine Polargerade, diese 
3 Geraden haben die Gleichungen: 


aie si = (0), 


ike 

Sains ein i =, 

i,kyt 

Daina tin ty = 0 (4, k, t = 1, 2, 3). 
i,k, 


Wir erkannten, dass alle K*, welchen in Bezug auf zwei C*: f = 0, 
f = 0, ein und dieselbe Gerade uw zur Polargeraden haben, eine zwei- 
gliedrige K*-Gruppe bilden; soll diese Gerade uw auch noch in Bezug 
auf eine Curve dritter Ordnung f” =O Polargerade einer K? jener 
zweigliedrigen K*-Gruppe sein, so muss diese K? gleichzeitig jener zwei- 
gliedrigen K?-Gruppe und derjenigen viergliedrigen K?-Gruppe angehoren, 
welche alle -K? enthiilt, die « in Bezug auf f” =O zur Polargeraden 
haben. Eine zweigliedrige und eine viergliedrige K?-Gruppe haben aber 
im Allgemeinen keine K? gemeinsam, so dass wir erkennen, dass eine 
beliebige Gerade w nicht Polargerade einer K? in Bezug auf ein Curven- 
netz dritter Ordnung sein kaun, sondern dass dazu eine specielle Lage 
der Geraden w erforderlich ist. Alle diese Geraden w werden daher 
eine gewisse Curve umhiillen. Damit nun eine Gerade u Polargerade 
einer K?: (uw) =>) @;,Ui U4, = 0 in Bezug auf die 3 Curven dritter 
i,k=1,2,3 

Ordnung: f=0, f’=0, f”’=0 sei, haben wir folgende 9 Gleichungen 
zu erfiillen (@, 6, t sind Proportionalitiatsfactoren) : 


’ ” 
ou, = yan ie, ou, = Main wn, — = Wiki Cik y 
ik i,k 


i, i,k 
(1) Ou, = > dneKin, CU, = > Ainedn, TU, = > Cik2 ix 5 
isk i,k ik 
Qu, = > Aix, GU. = > AinzGin, TU. = > Chins Clik y 
i,k isk ijk 
(k= 1,2,3) (ig = ORs 3 QnA" Aan: ik, == Citk = ++) 


Wir haben hier 9 lineare homogene Gleichungen fiir die 9 Gréssen: 
Q, G, T; aixn(t, k= 1, 2,3); Qik = Ahi. 


Damit diese 9 Gleichungen mit einander vereinbar sind, ist noth- 
wendig und hinreichend das Verschwinden von: 
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| u O O ayn Geer A331 Gear A311 Gia 
u O O aiiz Gee Gss2 Arse siz Arse 
iu; O O dys A225 A333 Ges3 Asis ivy 


f) 9) , , ’ , ’ , 
Uy Q111 G21 ~A331 A231 A311 Aye 


, , , ’ ’ , 
O uw, O Giz G22 Asse gs2 A312 Atze | = A(u, u,w). 
, , , , , , 
O wus O iss 223 M333 ess A313 iss 
” 7” ” ” ” U 
QO O Uy Gin Gor Gyg1 G31 A311 Giz 
0 ” 


0 ” ” ” ” ” 
Uy Giz A222 Asse Azs2 gig Aiz2 | 





” ” ” ” ” w «(«t 
O O Us  Gi13 A223 A333 A233 Asis Ais | 


Die Geraden u, welche Polargeraden einer K? in Bezug auf ein 
C%-Netz sind, erfiillen somit eine Curve dritter Classe (K*), deren 
Gleichung A(wwu) =O ist. Zu jeder Geraden wu dieser K*: A =O 
gehért eine aus den Gleichungen (1) eindeutig bestimmbare K?: 


gp (vv) =>’ RV; V, = O, 
i,k 


welche in Bezug auf das C*-Netz die Gerade « zur Polargeraden hat. 
Es ist daher den einfach unendlich vielen Geraden A(uuu) =O je 
eine K* zugeordnet, von welcher sie Polargerade in Bezug auf das 
Netz ist, und es bilden daher alle diese K? eine einfache Mannig- 
faltigkeit, ein K*-System erster Stufe. Es giebt somit eine einfache 
Mannigfaltigkeit von K*, welche in Bezug auf ein C*-Netz dieselbe 
Polargerade haben und es sind die K? dieses Systems eindeutig bezogen, 
auf die Geraden wu von A(www) = 0; wir wollen in der Folge dieses 
K?-System als das System J bezeichnen. 

Wir erhalten die 6 Coordinaten a, (i, k= 1, 2,3; a = a) der 
zu einer Geraden u von A = 0 gehérigen K?: 


p(vv) = auvins = 0 
i,k=1,2,3 
durch Auflésung des alsdann auflésbaren Gleichungssystems (1) nach 
a, als diejenigen Subdeterminanten 8'* Ordnung von A(wuw), welche 
zu den 6 letzten Elementen irgend einer Horizontalreihe von A gehéren; 
welche Horizontalreihe wir wiihlen, ist gleichgiiltig, da fiir die von 
uns betrachteten Werthe von w, fiir welche A = 0 ist, die entsprechen- 
den Subdeterminanten der einzelnen Zeilen proportional werden. Es 


ist demnach: 
oA , oA ” é 


sats a . ee See Ton 1 9 $ 
es a os = px(uuu) fir 11, 2,3, 


(wobei t,, t/, t;’ Proportionalititsfactoren bedeuten). 
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Die Gréssen a, = px(wuu) sind demnach von der Dimension 3 und 
wir erhalten so zu jeder Geraden u von A = 0 eindeutig eine K? mit 
der Gleichung: 
(vv) = > pu(uun)oive = 
i,k=1,2,3 

deren Polargerade in Bezug auf das C*-Netz genau u ist. Nur in dem 
Falle, welcher, wie wir sofort sehen werden, in der That eintritt, 
dass alle Subdeterminanten der 6 letzten Elemente einer Horizontal- 
reihe fiir eine bestimmte Gerade « von A = 0 gleichzeitig verschwinden, 
werden alle ma(wuu) =O und daher die Gleichung der zugehérigen 
K? unbestimmt; in diesem Falle hat man aber statt der Subdeterminanten 
der betrachteten Zeile diejenigen irgend einer anderen Zeile zu be- 
nutzen, da diese fiir dasselbe Werthsystem von w nicht siimmtlich 
verschwinden kénnen, weil sonst die siimmtlichen Subdeterminanten 
8'e Ordnung von A fiir ein bestimmtes Werthsystem von u verschwin- 
den wiirden, was bei einem Curvennetz im Allgemeinen nicht eintritt, 
wie man sich an der Betrachtung specieller Fille iiberzeugen kann. 

Wir werden daher séets zu jeder Geraden « von A= 0 eine ganz 
bestimmte K? erhalten, von welcher sie Polargerade des Netzes ist. 

Die Gleichung der zu u gehérigen K? des Systems XY erhilt man, 
wenn wir in A irgend eine Horizontalreihe durch die Elemente: 
0, 0, O, 0,7, Vo”, Ug”, Vp Vy, VgVy, V,V_ ersetzen. Wir erhalten so 9 Formen 
dieser Curvengleichung, je nachdem wir die eine oder die andere der 
9 Zeilen von A durch die obigen Elemente ersetzen; wir kénnen auch, 
um keine der 9 Reihen von A zu bevorzugen, eine lineare Verbindung 
dieser 9 Gleichungsformen unserer K* wihlen, und gelangen so unter 
gleichmiissiger Benutzung der einzelnen Zeilen zu folgender sym- 
metrischen Form der Gleichung der zu uw gehérigen K? des Systems: 


0 0 0 O- o,? v,? ¥v,? v,0, 59, 0,0,| 


| 
| 
Uy QO O dy Gear 331 231 A311 Aya | 








A, 
| Ay tty O CO dire Ge22 A332 A232 Asig ise 
A, Us O O 13 G23 A333 de33 Ag13 Ais 
; (A, O wm O ain aon a3: Gos. 3 cian | 
(3) a A, 0 Uy O itz G22 A332 G2s2 A512 ive | 
| Ae 0 Us 0 aus 23 A333 A333 A313 Ai2s | 
| A, Q O Uy aii isa ass1 asi asi Qia1 
4g O O ‘ Giiz Gzzz Asse ese Aziz Ai 22 
Ay 0 0 Giis 393 A333 A233 Asis iss 


= > aire - in = p(wuu, vv). 


ik=1,2,3 ik=1,2,3 
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Die Gréssen 4,, 4,,..., 49 sind Unbestimmte; ist 0, — 0 fiir i+ k, 
0; = 1, so erhalten wir fiir 4; = 0, (k = 1,2,...,9) die obigen 9 
Gleichungsformen, die den einzelnen Horizontalreihen von A ent- 
sprechen. 

Lassen wir hierin « alle Werthsysteme durchlaufen, wofiir A=0 
ist, so erhalten wir alle K? des Systems und es ist mithin (3) in Ver- 
bindung mit (2) die Gleichung des K?-Systems X, welches alle K? ent- 
hilt, welche in Bezug auf das Netz dieselbe Polargerade besitzen. 

Es ist nun von Wichtigkeit zu erkennen, wieviel K? unseres K?- 
Systems 2 eine gegebene Gerade a beriihren; diese Anzahl werden 
wir — in Uebereinstimmung mit Herrn Reye*) — als die Ordnung 
des K?-Systems bezeichnen diirfen. 

Die Gleichung einer K? unseres Systems war (nach (3): 


> vu (www) vv, = 0, 
,k=1,2,3 
wo die wu der Gleichung A = 0 geniigen mussten; damit eine K? dieses 
Systems die Gerade a beriihre, muss: 


> Pit (uuu)aa, = 0 
i,k 


sein fiir Werthe von u, welche die Gleichung A(wuu) = 0 befriedigen. 
Die Anzahl der Werthe u, welche den beiden Gleichungen: 


> Pin wee) aa =0, A(uuu) =0 
i,k 


gleichzeitig geniigen, wird uns die gewiinschte Anzahl liefern; die 
beiden Gleichungen fiir u,, w., uw, sind nun aber beide vom dritten 
Grade, so dass 9 Werthsysteme von u,, u., u, existiren, welche beiden 
Gleichungen gemeinsam sind. Von diesen 9 Werthsystemen sind jedoch 
auszuscheiden alle etwa auftretenden Werthsysteme w,, w,, %, von der 
Art, dass fiir sie gleichzeitig A(wwu) und die simmtlichen 6 Gréssen 
ix (uuu) verschwinden. Jedes derartige Werthsystem nimlich wird, 
da es von der speciellen Annahme der Geraden a villig unabhingig 
ist, als unbrauchbar auszuschliessen sein. 

Wir haben nun zu untersuchen, ob Werthsysteme w existiren, 
welche die 7 Gleichungen: 


A(uuu) = 0, pa(uuu) =O (i,k = 1, 2,3; px = gx) 
gleichzeitig befriedigen, wir finden, dass in der That 3 derartige 


Werthsysteme w vorhanden sind. Bezeichnen wir niimlich in (3) die 
Subdeterminanten der ersten Zeile der Reihe nach mit A(wuu), o(wu), 


*) ef. Reye: Crelles Journ, Bd. 82. 
N 
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G(uu), T(WU); On = Pa(uun) (i,k —1, 2,3), und ersetzen wir in 
(3) der Reihe nach die erste Zeile durch die 9 iibrigen, so erhalten 
wir folgende 9 in u,, u,, u, identischen Gleichungen: 


(4) 


A, A(uwun) + u, 0 (un) + yan Pax (uuu) = 0, 





i,k=1,2,3 

A, A(uun) + u, 9 (we) + au Pix (UUM) = 0, 
i,k=1,2,3 

Ay A(wur) + 0 (wU) + >)aus par (wen) = 0, 
4,k=1,2,3 

A,A(uuu) + u, 6(uu) + >)aies Pix (UU) = 0, 
tk= 1,2,3 

A, A(uun) + u,6 (wu) + yan Pix (uuu) = 0, 
i,k=1,2,3 

AyA(wun) + u,6 (ue) + airs Pix (uuu) = O, 
i,k=1,2,3 

A,A(uun) + w, t(me) + Nain Pix (uun) = 0, 
ik=1,2,3 

A,A(uun) + uw, t (ue) + aia Pix (uuu) =O, 
ik=1,2,3 

A,A(uun) + uw, t (we) + aits pa (wou) = 0, 
i,k=1,2,3 


Berechnen wir aus 7 dieser 9 Identitiiten die 7 Gréssen A(wuwu), 
pux(uuu) und setzen die gefundenen Werthe in die beiden iibrigen 
Identitiiten ein, so erhalten wir zwei lineare Gleichungen fiir @(ww), 
o(uu), t(uw), deren Coefficienten lineare Functionen von u,, U, Us 
sein werden. Eliminiren wir A und gx z. B. aus den 8 ersten Glei- 
chungen in der angegebenen Weise, so erhalten wir als Resultante: 





U,Q(uu) A, Girt Goer A331 Geg1 Agu iz: | 


U,Q(WU) Ay Giz Gex2 Mss2 Gaze Aziz Give | 
Us @ (u w) As iis eas Ags3 Mess A313 A123 | 
, , ’ , , ’ | 
Uy, 6 (uu) A, Qi Ao A331 Ae31 A311 Ain | 0 
, , , , , | - 
U,G(wu) A; ire Goe2 332 Gos A312 Gise 
, , , , , , 
UG(wu) Ay Gis Geos Mg33 Ga33 gig A193 | 
wr ” LZ ” ” ” | 
U,t(uu) A, Gin Goer 3s. Ges. G3 Ain 


” 


” ” 7 ” Lad 
Ut (wu) A, Aire Gee A332 Azse Asi2 Aizs 


Kine analoge Gleichung werden wir erhalten, wenn wir die ersten 
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sieben und die 9° Gleichung benutzen, nur die letzte Zeile der dann 
erhaltenen Gleichung wird sich von der vorigen unterscheiden. So 
erhalten wir zwei Gleichungen von der Form: 


{0 (u) 9 (uu) + b, (uyo(un) +c, (u)e(uu) = 0, 
ai,(u) (we) + b, (uw)o(wn) + ¢,(t)e (we) = 0. 


Darin bedeuten die linearen Functionen a,(u), a@,(u), b,(u), b,(u), 
c,(u), ¢,(w) gewisse Subdeterminanten 8'* Ordnung der Determinante 


(3). Demnach sind e(ww), o(ww), t(wu) proportional den Subdeter- 
minanten der Matrix: 


| a, (u) dD, (mu)  e, (2) # 
| ay (u) by(u) ey (w) | 


Drei quadratische Formen @(ww), G(ww), t(ww), welche den Sub- 
determinanten einer solchen Matrix proportional sind, haben stets 3 
und nur 3 gemeinsame Nullstellen. Mithin erkennt man, dass es 3 
Werthsysteme von u,, U, Us giebt, fiir welche e(ww), o(wu), c(ww) 
gleichzeitig verschwinden, Fiir diese 3 Werthsysteme von u,, U., ts 
verschwinden aber auch offenbar A(u wu)=0 und pu (wun) (i,k—=1,2, 3), 
denn setzen wir in die Gleichungen (4) fiir u,, u,, w, eines dieser 
Werthsysteme ein, so erhalten wir aus (4) fiir die 7 Gréssen A und 
gx 9 Gleichungen; entweder miissen nun alle Subdeterminanten 7' 
Ordnung von (3) verschwinden, das ist aber unméglich*), oder — und 
dieser Fall tritt also ein — es miissen fiir die genannten Werthsysteme 
A=0, ox =O sein. Somit erkennen wir, dass es stets 3 Werth- 
systeme u,, %,, us, giebt, fiir welche die 7 cubischen terniiren Formen 
A(wuu) und px(uuu) (t,4—=1,2,3) gleichzeitig verschwinden. Mehr 
als 3 Gerade dieser Art kénnen aber nicht existiren, da fiir jede 
weitere solche Gerade — wegen (4) — auch g=0, o=0, r=—0 
wird, wir aber erkannten, dass diese 3 Formen nur 3 gemeinsame 
Nullstellen besassen. Es ergiebt sich demnach, dass wir von den 9 


*) Denn z, B. die Subdeterminante : 
| 4: Sn >> ° im | 
| Ag Myo > * oe | 
| 
Ae Qy13 °° 4199 
Ay Oy + on 
ist, da die 4, ... 4, Unbestimmie sind, nur dann = 0, wenn alle Coefficienten 


von 44, 49, ..-, 4, verschwinden: der Coefficient von 4, ist offenbar nicht Null, 
da sonst f und f’ gemeinsame Polarfiinfseite (nach § 2, 12) besiissen. — 
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gemeinsamen Nullstellen von > pu (uuu) asa, =O und A(uuu) = 0 


diese 3 Werthsysteme von u,, #,, %, in Abzug bringen miissen, wenn 
wir die Anzahl derjenigen K? unseres Systems 2 erhalten wollen, 
welche die gegebene Gerade a beriihren. Wir finden also, dass genau 6 
K?* unseres K?-Systems erster Stufe eine gegebene Gerade a beriihren, 
dass also unser K*-System von der sechsten Ordnung ist. Wir sind 
somit zu folgenden Resultaten gelangt: 

Alle K*, welche in Beeug auf alle C* eines Curvennetzes dritter 
Ordnung dieselbe Polargerade haben, bilden cin K?-System 1” Stufe 
6‘ Ordnung, so dass jede Gerade u der Ebene von 6 K? des Systems 
beriihrt wird. 

Diejenigen Geraden u, welche die Polargeraden der K* des obigen 
K?-Systems in Bezug auf das C%-Netz sind, wmhiillen eine Curve 
dritter Classe A(uuu) = 0. 


Die symbolische Darstellung der Curve A(wuu) = 0. 


Der Zielpunkt unserer Untersuchung ist die Aufsuchung der 
eventuell in einem C*-Netze vorhandenen Polarsechsseite. Wir sahen, 
dass jede Seite eines solchen Polargerade der complementiiren K? in 
Bezug auf das ganze C*-Netz war, und da wir im vorigen Abschnitt 
erkannten, dass alle Geraden, welche Polargeraden fiir das ganze 
Netz sind, die Curve A= 0 umbhiillen, so wird nothwendig ein Polar- 
sechsseit des Netzes, falls ein solches iiberhaupt existirt, der Curve 
A =O umgeschrieben sein. Es ist daher fiir die Existenz der Polar- 
sechsseite des Netzes jedenfalls erforderlich (nach § 1, 7), dass die 
K*: A=0O, zu den 3 gegebenen C*, welche das Netz constituiren, 
conjugirt ist. Um zu zeigen, dass diese Bedingung in der That erfiillt 
ist, wenden wir uns zu der symbolischen Darstellung der Gleichung 
unserer K*: A=O. Sind f(xxx)=—0, f’ (eax) =—0, f’(axx) = 0 
die 3 unser Netz constituirenden C*, so werden wir auch folgender- 
massen zu unserer K*: A =O gelangen koénnen. Eine Gerade (yz), 
welche die Punkte y und gz enthilt, wird der K*: A —O dann und 
nur dann angehéren kénnen, wenn ihre drei Polarkegelschnittbiischel : 


of(yzx) + of(sxxz)=0, ef (yxx) + of (exx) =0, 
of” (yxx) + of” (exx) = 0 


derselben fiinfgliedrigen Gruppe angehéren; denn nur dann wird 
eine K? existiren, welche diesen 3 Biischeln conjugirt ist, und welche 
daher die Gerade (yz) zur Polargeraden hat. Damit diese 5 Biischel 
derselben fiinfgliedrigen Gruppe angehéren, ist’ nothwendig und hin- 
reichend, dass folgende Determinante verschwindet : 
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fuly) fee(y) fos(y) fes(y) f(y) fie(y) 
f(s) fae(2) fas(2) fas(#) fr(2) fis(2) 
fly) fze(y) fis(y) fes(y) far(y) fis(y) 
fiu(e) fre(2) fes(2) fas(2) far(#) fie(2) 
fily) fee(y) fos(y) fes(w)  far(y) fis) 
i fir(e) fate) fas(e) fas(e) fale) fia(2) | 


fu (y) -(3 ofa) 


0x; 0x, 2>y 








dabei ist: 


die Gréssen /x.(y) sind die Coordinaten der conischen Polaren: 


f(y nx) = >"faly) xian = 0 
(i,k=1,2,3) 
von y in Bezug auf f—0. 

Diese Determinante gleich Null gesetzt liefert also ebenfalls die 
‘Gleichung unserer K*, wofern darin u,:u,:u, den Determinanten 
der Matrix |" 4 % 
&, 8, & 
bolischer Form: 


proportional gesetzt wird. Sei nun in sym- 








f(c#rz) =a =D —c3, f' (xxx) — a,’ —b,) = ¢,', 
f" (wax) = a3 = by = 6%); 


dann wird die symbolische Form der Gleichung unserer K*: A = 0, 
welche die Geraden enthilt, welche Polargeraden des Netzes sind: 


fly M, A, Gy Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay Uy Ay Ay Gy Ay Ay Ay 
b, b, b, b, by b,- b, by bg b, bd, by D, by b, b, b, Db, 


| 
| 
| 

, ’ , , , , , , , , ’ , , , , , , ’ 
| ay G, A Gy Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay My A, Ay A, Ay 
| 








= () 
(be bby be by by bE by by bb bs Eb bY bE by by | 
” ” “” ” ” ” ” ” ” ” ” ” ” ” ” ” ” ” 
dy Gy,” Ay Ge" Ay” Ay A,"A," dy" Ay" A," Ay"Ag a, Ay Ay Ay 
| ad Fa AM A | 
oder: 
a? a G7 Gy Gy GG, & G, 
2 . oe 
D> by? bs? by by bg by, 
ino one ite” &? &* ae ae ae 
yb, dy b¢ a,b, . : =0. 


* b,* 6"? b,’ b,’ b,’ b,’ b, b, 

a” 2 a,” 2 ay" 2 a,” a,” a," a" a,"a," 
"no “9 ” 2 ” ” ” ” ” ” 

b”? by”? b"? BL", bby" by” b, 


Mathematische Annalen, XXXVI. 37 
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Vertauschen wir die gleichwerthigen Symbole a und 6 und addiren 
die beiden so entstehenden Gleichungen, und verfahren nachher analog 
mit a’ und b’, und a” und 6”, so wird unsere Gleichung zu: 


(abu) (a b'u) (a’b"u) A =0, 
wo A die in der letzten Gleichung auftretende Determinante bedeutet. 
Nun ist noch A umzuformen. Dies geschieht mittels der folgenden 


Identitat, bei welcher die a, b,... nicht nothwendig Symbole zu be- 
deuten brauchen: 


A =(aba") (ab'a’)(aa'b’)(bb'b") — (aa'a’)(bb a”)(abb") (a’b’b") 
= (a'b’'a) (ab a)(a'a’b)(U'b"b) — (aa a)(0'b" a) (a'b'b) (a b"b) 
= (a"b’ a’) (aba’) (a"ab’)(b’ bb) — (a aa’) (b" ba’) (a"b'b’) (abd) . 

Die Ausdriicke rechts driicken simmtlich, ebenso wie die Determinante 

4, durch ihr Verschwinden aus, dass die 6 Punkte a, b, a’, b’, a’, b” 

auf einem und demselben Kegelschnitt sich befinden; sie stimmen 


simmtlich in der Dimension und auch z. B. im Diagonalglied iiberein, 
sind also identische Gréssen. Demnach wird unsere Gleichung: 


(abu) (abu) (abu) {(aba’)(a' b' a")(aa’b’)(bb'b") 
— (aa’a")(bb'a")(abb")(a’b'b")} = 0. 
Vertauschen wir die beiden gleichwerthigen Symbole a” und b”, so 


geht das erste Glied der linken Seite in das zweite iiber, so dass wir 
zu folgender symbolischer Gleichung unserer K*: A(uwu)=O gelangen: 


(abu)(a’ b'u)(a” b’ u) (aba) (a ba") (aa'b")(bv'b") = 0, 

und analog: 

(a’ b'u)(a" b’ u)(abu)(a'b' a)(a" b" a) (a’ a" b)(b'b"b) = 0, 

(a” bu) (abu)(a'b'u)(a" b’ a’) (aba’) (a ab’) (b" bb’) = 0, 
d. i. die gesuchte symbolische Darstellung der K*: A= 0. 

An dieser Darstellung tritt in der That in Evidenz, dass diese 
K* mu den 3 C*: f=0, f’ =0, f” =O conjugirt ist; dazu ist niim- 
lich nothwendig, dass, wenn man in die Gleichung der K®* statt der 
Variabeln « ein Symbol z. B. der Form f” (axa) = c;° setzt, der ent- 


stehende Ausdruck identisch verschwindet. In der That wird dann 
erhalten: 


(abe’) (a’ bc’) (a’b" c’) (aba’) (a’b'a’) (aa’b’) (b'b"), 
und durch Vertauschung der gleichwerthigen Symbole a” und c’ wird 
dies zu: 
(aba’) (a’'b’ a’) (e"b" a") (abe’) (a’'b'c”) (aa b”) (60'b") 
= — (abc’) (a’b'c’) (ab c’) (aba’) (a ba’) (aa’‘b’) (6b'b"), 
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geht also in seinen negativen Werth tiber, woraus das Verschwinden 
dieser Invariante, wie behauptet, einleuchtet. Analog folgt aus der 
zweiten und dritten Gleichung fir die K*: A —0, dass dieselbe auch 
zu f= 0 und f’ = 0 conjugirt ist. — 


§ 6. 
Die Polarsechsseite eines Curvennetzes dritter Ordnung. 


1) Wir stellen uns die Aufgabe zu untersuchen, ob es méglich 
ist, 6 Gerade a;(i = 1, 2,...,6) so aufzufinden, dass dieselben ein 
gemeinschaftliches Polarsechsseit dreier Curven dritter Ordnung: 


’ 
f= Sains aire. =), {<= Dine aictnsn =Q, 
rs —= Dai LX, 2, = O 


bilden und mithin auch ein solches des von /, f’, f” constituirten 
C°-Netzes. Im Falle der Méglichkeit ist die Anzahl dieser Polarsechs- 
seite aufzufinden, und ihre Construction zu leisten. 

Damit ein Sechsseit a; (1, 2,...,6) Polarsechsseit einer C®* sei, 
hat dasselbe, wie wir sahen, 4 Bedingungen zu erfiillen; damit 
a;(1, 2,....6) Polarsechsseit von 3 Curven dritter Ordnung sei, sind 
demnach 12 Bedingungen zu erfiillen néthig. Nun existirt in der 
Ebene eine genau 12-fache Mannigfaltigkeit von Sechsseiten, daher 
giebt die Abziihlung an, dass in einem C*-Netz eine endliche Anzahl 
von Polarsechsseiten vorhanden sind. Wir haben jedoch schon bei 
den gemeinsamen Polarfiinfseiten zweier C* erkannt, dass derartige 
von der Abziihlung gelieferte Resultate durchaus nicht immer exacter 
Natur sind, sondern dass sie nur als Wegweiser fiir eine strenge 
Untersuchung zu benutzen sind. Wir suchen also die Coordinaten: 

Qi1, Giz, Gs (2 = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
von 6 Geraden a;, so dass: 


f (axa) => hi a;(x)°, f'(axx) =a a;(x)*, f" (waa) => a;(a)*. 


Damit ein Sechsseit @ Polarsechsseit von f sei, war nothwendig, dass 
jede seiner Seiten a; Polargerade der complementiren K? in Bezug 
auf f sei. Damit also a Polarsechsseit des Netzes (f, f’, f”) sei, ist 
nothwendig, dass jede seiner Seiten Polargerade der complementiiren 
K* in Bezug auf das Netz (f, f, f’) sei. Wir haben aber p. 568 
gezeigt, dass alle Geraden «, welche Polargeraden einer K? in Bezug 
auf ein C*%-Netz sind, eine K*: A(wwu) =O umhiillen, so dass wir 
erkennen: 


37* 
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Besitzt ein Curvennetz dritter Ordnung (f, f', f’) ein Polarsechsseit, 
so muss dasselbe der A-Curve des Netzes wmgeschrieben sein, 

2) Die Correspondenz (6, 6) auf A=0. Zu jeder Geraden u 
der K*: A =O gehdrt eine K?, von welcher uw Polargerade in Bezug 
auf das Netz ist. Diese K? hat mit der K*: A=0O: 6 Geraden 
gemein, so dass zu jeder Geraden uw von A die 6 gemeinsamen Ge- 
raden von A = 0 und der zu u gehérigen polaren K? als entsprechend 
gesetzt werden kénnen. Es wird daher auf A = 0 eine Correspondenz 
constituirt, vermége deren jeder Geraden w von A =O die 6 gemein- 
samen Tangenten von A=0 und der zu u polaren K? entsprechen. 
Da wir andererseits aber gezeigt haben (p. 567), dass stets 6 K? des 
K?.Systems 2 existiren, welche eine gegebene Gerade wu von A = 0 
beriihren, so werden die 6 Polargeraden dieser 6 K? diejenigen Ge- 
raden von A =O sein, von welchen w entsprechende Gerade ist; es 
ergiebt sich also, dass « entsprechende Gerade von genau 6 Geraden 
von A=O ist. Wir erkennen also: In unserer Correspondenz auf 
A =0 entsprechen jeder Geraden u von A 6 andere Geraden auf A, 
und andererseits ist jede Gerade u von A von 6 anderen Geraden die 
entsprechende. 

Wir haben demnach — der iiblichen Bezeichnungsweise folgend*) — 
unsere Correspondenz als Correspondenz (6, 6) zu bezeichnen. Diese 
Correspondenz hat im Sinne von Herrn Brill**) die Werthigkeit 
», Null“, da keine der einer beliebigen Geraden u entsprechenden Ge- 
raden im Allgemeinen mit u zusammenfallt. Wir bezeichneten die 
Gleichung der zu u polaren K? mit: p(uwu, wv)=—0, wobei p(wuu, vv) 
die auf p. 566 ausgeschriebene Determinante bedeutet; dieselbe war in 
w vom dritten, in v vom zweiten Grade. Die Gleichung (uuu, vv) = 0 
ist nun als die Correspondenzgleichung unserer Correspondenz zu be- 
trachten, denn dieselbe vermittelt auf A= 0 die von uns betrachtete Corre- 
spondenz (6,6); jeder Geraden w—a entspricht die K*: p(aaa, vv)—0, 
deren 6 gemeinsame Tangenten b;(t—1,2,...,6) mit A =O die 6 zu 
@ correspondirenden Geraden sind. Umgekehrt entspricht jeder Ge- 


raden b von A=0O die K*: (uuu, bb) >) vis (wun) bb, = 0; die- 
i,k 


selbe hat mit der K*: A—0 9 Geraden gemein, von denen jedoch 3 
fiir jeden Werth von v = fest sind, da wir gesehen haben, dass 
alle pjz(wuu) = 0 (¢, K—1, 2, 3) drei gemeinsame Geraden auf A—0 
besitzen (cf. § 5). Die 6 mit b beweglichen gemeinsamen Tangenten 
von p(uuu,bb)=—O0 und A(wuu) =O sind es daher, welchen in 





*) ef. Brill: Math. Ann. Bd.6, 7, 31; vgl. auch Clebsch-Lindemann: Vor- 
lesungen tiber Geometrie Bd. 1, p. 441 ff. 
**) cf. Brill 1. c. 











Die Polarfiguren der ebenen C?, 573 


unserer Correspondenz die Gerade b entspricht, so dass wir es mit 
einer Correspondenz mit festen Punkten*) zu thun haben. Unsere 
Correspondenz ist daher eine solche, wo alle einer Geraden u von 
A =O entsprechenden Geraden die mit « beweglichen gemeinsamen 
Tangenten einer K? mit A= 0 sind, und wo im Allgemeinen keine 
derselben mit w zusammenfiallt. Die Geraden, von welchen w die ent- 
sprechende ist, bilden das bewegliche gemeinsame Tangentensystem 
einer K* mit A=0O, welche ausserdem auf A=O noch 3 feste 
Geraden beriihrt. — 


3) Soll a, Seite eines Polarsechsseits des Netzes (jf, f’, f”) sein, 
so miissen die 5 tibrigen Seiten: a,, a@,, @,,@;,@, die polare K? von 
a, beriihren, ausserdem aber nach 1 p. 571 miissen diese 5 Geraden 
die-K* A =O beriihren, so dass wir erkennen, dass a,, a3, @,, 4; 
zu den 6 in der Correspondenz (6, 6) der Geraden a, entsprechenden 
Geraden gehéren; es gilt daher: Besitzt ein Netz ein Polarsechsseit, 
so ist jedes Geradenpaar desselben ein entsprechendes Geradenpaar der 
Correspondenz (6,6) auf A = 0. 

4) Die bisherigen Bedingungen (1) und (3), welche ein Polar- 
sechsseit des Netzes zu erfiillen hat, waren nothwendig aber nicht hin- 
reichend. Zu einer hinreichenden Bedingung gelangen wir auf folgende 
Weise. Es muss nicht nur jedes Geradenpaar a;, a, des Sechsseits 
ein entsprechendes Paar der Correspondenz (6, 6) sein, d. h. es muss 
nicht nur a zu den 6 in (6, 6) der Geraden a; entsprechenden Ge- 
raden gehéren, sondern es miissen zwei Geraden z. B. a, und a, auf 
A = 0) existiren, derart dass die polare K* von a, die Gerade a, be- 
riihrt d. h. a, der Geraden a, entspricht, aber auch die polare K* von a, 
die Gerade a, beriihrt, d. h. auch umgekehrt a, zu den 6 der Geraden 
ay entsprechenden Geraden gehort. Ist das der Fall und sind ferner 
a, und a, von eimander verschieden, so lisst sich das Geradenpaar 
@,, G, auf eindeutige Weise zu einem Polarsechsseit des Netzes erginzen, 

In der That erginzen, wenn wir mit K,? die polare K? von a,, 
mit K,? die von a, bezeichnen, die 4 gemeinsamen Tangenten 4a,, a,, 
a;, @ von K,? und K,? das Geradenpaar a,, a, zu einem Polarsechs- 
seit des Netzes. Denn in dem so entstandenen Sechsseit a;(i=1,2,3,4,5,6) 
sind 2 Seiten a,, a, die Polargeraden der complementiiren K? in 
Bezug auf das Netz, da K,? nach seiner Construction a,, a, @, 45, % 
und K,? die Geraden a,, a3, a, @;,@, beriihrt. Da wir ferner a, 
und a, als von einander verschieden angenommen haben, so sind auch 
K,? und K,? von einander verschieden, so dass das entstandene Sechs- 
seit nicht einem Kegelschnitt umgeschrieben ist; es findet daher Satz 9 
§ 3 Anwendung, nach welchem jedes Sechsseit, dessen Seiten keinen 





*) ef, Clebsch-Lindemann: Bd. II, p. 678 ff. 
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Kegelschnitt beriihren, und in welchem 2 Seiten die Polargeraden 
der complementiren K? sind, ein Polarsechsseit ist. Hier sind 
a, und a, in Bezug auf das ganze Netz Polargeraden der com- 
plementiiren K?, also ist das Sechsseit auch Polarsechsseit des ganzen 
Netzes. — 

5) Die iterirte Correspondenz. Wir haben in (4) erkannt, dass 
jedes Geradenpaar a;,@,, welches die Kigenschaft hat, dass es erstens 
ein distinctes Geradenpaar ist, und zweitens a, der Geraden a; und 
a; der Geraden a, in der Correspondenz (6, 6) entspricht, so dass 
also: @(a;a;4:, @¢ax) = 0, und p(a,aq,a,, aja;) = 0 ist, auf eindeutige 
Weise zu einem Polarsechsseit von (f, f’, f’) erginzt werden kann. 
Wir wollen die fiir a;, a, gewiinschten Eigenschaften noch anders 
folgendermassen fassen. Jeder Geraden a entsprechen mittels der 
Correspondenz (6, 6) 6 Geraden 0; (¢ = 1, 2,...,6) jeder dieser 6 
Geraden b; (i = 1...6) entsprechen hinsichtlich (6, 6) je 6 weitere 
Geraden D.(k = 1,....,6), so dass allen 6 Geraden b; im Ganzen 
36 Geraden by (i, k = 1,2,...,6) entsprechen. Durch zweimalige 
Anwendung der Correspondenz (6, 6) werden daher zu jeder Geraden 
a 36 Geraden 0;.(i, k = 1,2,...,6) zugeordnet, so dass die zwei- 
malige Anwendung der Correspondenz (6, 6) eine neue Correspondenz 
giebt, welche wir die iterirte Correspondenz nennen und mit (36, 36) 
bezeichnen wollen. In der That gehéren nicht nur zu jeder Geraden 
a von A=O genau 36 entsprechende Geraden, welche die gemein- 
samen Tangenten von 6 K* mit A=O sind, also der bewegliche 
Durchschnitt einer (in 6 K? zerfallenden) K'*, sondern auch um- 
gekehrt existiren 36 Gerade ¢,.(i,k = 1,2, ..., 6), von welchen a 
die entsprechende ist; denn jede Gerade a@ entspricht in (6, 6) genau 
6 Geraden ¢; (i = 1,2,...,6) und jede dieser 6 Geraden z. B. ¢; ent- 
spricht ebenfalls in (6, 6) genau 6 weiteren Geraden ¢;; (i,k—=1,2,...,6); 
also existiren 36 Gerade ¢;, von der Art, dass sie simmtlich in (36, 36) 
die Gerade a als eine der 36 ihnen entsprechenden Geraden besitzen.. 
Diese 36 Geraden ¢, sind die beweglichen gemeinsamen Tangenten 
von 6 K* mit der Curve A= 0; jede dieser 6 K* hat, wie friiher 
(§ 5) gezeigt, 3 feste gemeinsame Tangenten mit A = 0, also 
genau 6 bewegliche gemeinsame Tangenten, so dass im ganzen 36 
bewegliche gemeinsame Tangenten ¢,,(i,/ = 1, ..., 6) resultiren, 
von welchen a entsprechende Gerade in (36, 36) ist. Die iterirte 
Correspondenz ist daher in der That eine Correspondenz (36, 36); 
jede der 36 Geraden, welche einer gegebenen Geraden entsprechen, 
sind im Allgemeinen von dieser verschieden und bilden dieselben den 
beweglichen Durchschnitt emer K'* mit A=0, ebenso wie die 36 
Geraden, welchen eine gegebene Gerade u von A=O entspricht, im 
Allgemeinen von u verschieden sind, und den beweglichen Durchschnitt 
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einer K'* mit A = 0 bilden, welche K'* noch 18 weitere feste Gerade 
mit A= 0 gemein hat. — 

6) Wir beweisen nun: Die Coincidenzen der Correspondenz (36, 36), 
welche nicht Coincidenzen der Correspondenz (6, 6) sind, liefern die ge- 
suchten Geradenpaare. Jede Coincidenz der urspriinglichen Corre- 
spondenz (6, 6) — d. i. jede Gerade, die mit einer der 6 ihr ent- 
sprechenden Geraden zusammenfiallt — ist auch Coincidenz der Corre- 
spondenz (36, 36); denn entspricht der Geraden a in (6,6) wieder die 
Gerade a, so gehdrt auch bei nochmaliger Anwendung von (6, 6) die 
Gerade a zu den correspondirenden Geraden, so dass wir erkennen, 
dass a auch von (36, 36) Coincidenz ist. Die Coincidenzen von (36,36) 
zerfallen also in solche, welche Coincidenzen von (6,6) sind und solche, 
welche dies nicht sind. Betrachten wir eine der letzteren a;, so ent- 
sprechen der Geraden a; in (6,6) 6 Geraden, von denen eine a, — 
von a; verschieden — so beschaffen ist, dass unter den 6 dieser in 
(6,6) entsprechenden Geraden sich eine befindet, welche mit a; identisch 
ist, da ja a; eine Coincidenz der iterirten Correspondenz sein soll. 
Wir erkennen daher, dass a;, a, ein Geradenpaar der Art ist, dass 
in (6,6) a, der Geraden a; entspricht, und ebenso a; der Geraden a,. 
Also gilt: Jede Coincidenz a; der iterirten Correspondenz (36, 36), die 
nicht Coincidenz der urspriinglichen Correspondenz (6, 6) ist, bildet mit 
derjenigen villig bestimmten Geraden a,, welche ihr in (6, 6) entspricht, 
und welcher threrseits in (6,6) die Gerade a; entspricht, ein Geraden- 
paar a;, ax, von der in 4. p.573 geforderten Beschaffenheit, welches 
eindeutig zu einem Polarsechsseit des Netzes erginet werden kann. Es 
ist daher nun unsere Aufgabe: Die Coincidenzen der iterirten Corre- 
spondenz (36, 36) aufzufinden, welche nicht Coincidenzen der urspriing- 
lichen Correspondenz (6, 6) sind. — 

Zuvor ist jedoch noch folgender Satz zu beweisen: 

7) Jede Coincidene der iterirten Correspondenz (36, 36), welche 
nicht Coincidenz der urspriinglichen Correspondenz (6,6) ist, ist fiinf- 
fach zw zdhlen, d. h. fallt von den 36 in (36, 36) einer Geraden w 
entsprechenden Geraden eine mit « zusammen, so fallen stets noch 
4 weitere mit uw zusammen; die K'*, welche auf A=O die 36 Geraden, 
welche der Geraden u entsprechen, ausschneidet, hat in einer Coincidenz- 
stelle eine fiinffache Gerade, indem 5 von den 6 K?, welche K" 
bilden, die Gerade w beriihren. In der That: Ist a, eine Coincidenz- 
stelle der iterirten Correspondenz, ohne eine solche der urspriinglichen 
zu sein, so existirt nach 6. eine Gerade a,, fiir welche 


(A, 4,4, G4) =O und —(a,a,a,, a,a,)=0, 


welche also mit a, ein Geradenpaar bildet, welches sich durch 4 weitere 
Geraden a3, @,, @,, @ zu einem Polarsechsseit des Netzes ergiinzen 
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lisst. Nun haben aber auch die Geradenpaare a, a, @,@,, 4,5, 4, 
des Polarsechsseits die Eigenschaft, dass nicht nur a@,, a, @;, a in 
(6, 6) der Geraden a, entsprechen, sondern auch umgekehrt a, zu den 
entsprechenden Geraden von a;, von a, von a,, von a, gehdrt, da jedes 
Geradenpaar eines Polarsechsseits nach 4) p. 573 diese Eigenschaft hat. 
Also enthalt jede der den rsp. Geraden a,,a,,4,, a, entsprechende 
K? die Gerade a,, so dass, wie behauptet wurde, von den 6K? der 
zu a, in (36, 36) gehdrigen K'* stets 5 niimlich die zu a,, dy, Gy, ds, A 
in (6, 6) gehérigen K? die Gerade a, enthalten, so dass wir in der 
That erkennen, dass, wenn eime von den 36 in (36, 36) einer Geraden 
a, entsprechenden Geraden mit a, zusammenfiallt, jedesmal noch 4 
weitere mit a, zusammenfallen miissen, so dass eine jede Coincidenz 
der iterirten Correspondenz, welche nicht eine solche der urspriing- 
lichen ist, fiinffach gezahlt werden muss. — 

8. Wir gehen nun darauf aus die Anzahlen der Coincidenzen fiir 
die Correspondenz (6, 6) und deren iterirte Correspondenz (36, 36) 
zu bestimmen. Wir machen diese Bestimmung mit Hilfe des Corre- 
spondenzprincips und wenden dazu folgende Formulirung desselben 
an, welche von Herrn Bobek*) herriihrt und welche genau den vor- 
liegenden Fall unserer Correspondenz auf A = 0 behandelt; dasselbe 
lautet: Entsprechen jedem Punkte x einer algebraischen Curve Ci vom 
Grade m und vom Geschlechte p (p = 0 inbegriffen) a Punkte y, die 
alle mit x verdnderlich sind, und von denen im Allgemeinen keiner mit 
x susammenfallt, so aber, dass diese a Punkte den beweglichen Schnitt 
einer algebraischen Curve X mit C}, bilden, so werden jedem Punkte y 
eine endliche Anzahl b von Punkten x entsprechen, deren zugehdrige 
Curven X durch y gehen, und es werden diese b Punkte x der variable 
Schnitt einer algebraischen Curve Y mit Ch sein, die mit y sich dndert 
und den Punkt y im Allgemeinen nicht enthiélt. Es sind auf Ch nur 
(a + b) Punkte «x (rsp. y) vorhanden, die auf den ihnen entsprechenden 
Curven X (rsp. Y) liegen, oder die Coincidenzpunkte der Correspondenz 
(a, b) sind. Wenden wir nun diesen Satz auf unsere Correspondenzen 
(6,6) und (36, 36) an, so erkennen wir zuniichst, dass siimmtliche 
Voraussetzungen des Satzes fiir beide Correspondenzen erfiillt sind. 
Mithin besitzt die Correspondenz (6,6), fiir welche a=6, b=6 
ist, 12 Coincidenzen, wihrend die iterirte Correspondenz, fiir welche 
a = 36, b = 36 ist, deren 72 besitzt. Unter diesen treten aber nach 
6. p.575 die 12 Coincidenzen von (6,6) auf, es ergiebt sich also: 
Es existiren genau 60 Coincidenzen der iterirten Correspondenz, welche 
nicht Coincidenzen der urspriinglichen Correspondenz sind. Nach Satz 7) 


*) cf. Bobek: Ueber das verallgemeinerte Correspondenzprincip. Sitzungs 
ber. der k. Academie der Wissenschaften in Wien; 1886. 
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p- 575 fallen jedoch stets 5 dieser Coincidenzen in ein und dieselbe 
Gerade, so dass wir erkennen, dass 12 distincle Geraden existiren, 
welche Coincidenzen von (36,36) sind, ohne solche von (6,6) zu sein, — 

Auf Grund dieser Thatsachen gelangen wir zu dem fiir unsere 
Untersuchung fundamentalen Schlussresultat: 


9) Jedes allgemeine Curvennetz dritter Ordnung besitet genau zwei 
Polarsechsseite. Sei niimlich a, eine der 12 nach (8) vorhandenen 
Geraden, welche Coincidenzen von (36, 36), aber nicht von (6, 6) sind, 
so existiren nach (7) unter den 6 ihr in (6, 6) entsprechenden Geraden 
stets 5 a,, d3, @,, @;, a, von der Art, dass die zu diesen rsp. polaren 
K?* simmtlich die Gerade a, enthalten. Diese 5 Geraden ergiinzen nach 
7) a, zu einem Polarsechsseit des Netzes, und sind daher ihrerseits 
zu den 12 Geraden gehérig, die Coincidenzen von (36, 36) lieferten. 
Jede der 6 tibrigen von diesen 12 Geraden z. B. a, wird durch die 
5 letzten Geraden zu einem zweiten Polarsechsseit des Netzes ergiinzt, 
da keine der friiheren 6 Geraden es zu einem solchen ergiinzen kann, 
indem dann zwei Polarsechsseite des Netzes entstiinden, welche Seiten 
gemeinsam haben und dies ist, wie leicht ersichtlich, unméglich. Wir 
erkennen somit, dass ein allgemeines Netz in der That genau zwei 
Polarsechsseite besitzt, wodurch dann die Frage nach den gemein- 
samen Polarsechsseiten von 3 C® erledigt ist. 


Herr O. Schlesinger hat mich auf folgende eigenthiimliche Be- 
ziehung der Polarsechsseite des Netzes zu den auf unserer Curve A=0 
liegenden gemeinsamen Polarsechsseiten der Biischel des Netzes in 
einer brieflichen Mittheilung aufmerksam gemacht. Nach einem von 
Herrn Schlesinger aufgestellten Satze*) existiren genau 3 Polarsechs- 
seite eines C%-Biischels, welche einer gegebenen dem Bischel con- 
jugirten K* umgeschrieben sind, Mithin besitzt jedes der doppelt 
unendlich vielen C*-Biischel des Netzes auf unserer K*: A =O genau 
3 Polarsechsseite. Andererseits ist jedes Polarsechsseit des Netzes auch 
Polarsechsseit eines jeden Biischels des Netzes, woraus, weil alle Polar- 
sechsseite des Netzes auf A = liegen, folgt, dass héchstens 3 Polar- 
sechsseite des Netzes existiren kénnen, was mit unseren Resultaten 
iibereinstimmt. Wir fanden, dass genau 2 Polarsechsseite des Netzes 
vorhanden sind; daraus folgt folgende merkwiirdige Gruppirung der 
auf A= 0 vorhandenen Polarsechsseite der C*-Biischel des Netzes. 

Es sind némlich fiir jedes der doppelt unendlich vielen Biischel des 
Netzes 2 der 3 auf A=O vorhandenen Polarsechsseite des Biischels 
(ndimlich die Polarsechsseite des Netzes) fest, das dritte Polarsechsseit 
des Biischels variirt von Biischel zw Biischel. — 


*) ef. Schlesinger: Ueber die Verwerthung der O-Functionen etc. Math. 
Ann. Bd. 31, § 3, 26, pag. 212. 
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10. Die Polarsechsseite des Netzes haben weiter keine specielle 
Lagenbeziehung, als dass sie einer Curve dritter Classe umgeschrieben 
sind. Wir zeigen dies dadurch, dass wir fiir irgend 2 Sechsseite S, 
und S,, welche einer K* umgeschrieben sind, nachweisen, dass ein 
eindeutig bestimmbares Netz existirt, von welchem sie Polarsechsseite 
sind, Es bilden nimlich die simmtlichen dem Sechsseit S, ein- 
geschriebenen K* eine 4-gliedrige K*-Gruppe, ebenso die dem Sechs- 
seit S, eingeschriebenen K*. Jeder dieser beiden K*-Gruppen steht 
je eine sechsgliedrige, conjugirte C*-Gruppe gegeniiber, welche rsp. 
S,,S, zum gemeinsamen Polarsechsseit haben. Diese beiden 6-gliedrigen 
C*%-Gruppen gehéren aber derselben 9-gliedrigen Gruppe an, da sie 
beide zu derjenigen K* conjugirt sind, welcher S, und S, nach unserer 
Voraussetzung umschrieben ist, also beide der dieser K* conjugirten 
9-gliedrigen C*-Gruppe angehéren. Zwei 6-gliedrige C%-Gruppen, 
die derselben 9-gliedrigen C*-Gruppe angehéren, haben aber genau 
ein C*-Netz gemeinsam, und dieses eindeutig bestimmte Netz hat 
also sowohl S,, wie S, zum Polarsechsseit. Hieraus ergiebt sich 
einmal, dass unsere A-Curve des Netzes keinerlei Singularitaten auf- 
weist, da, wie wir sehen, zu jeder beliebigen K* ein Netz gefunden 
werden kann, von dem sie A-Curve ist; zweitens erkennt man, dass die 
2 Polarsechsseite des Netzes keine weiteren speciellen Lagenbeziehungen 
zu besitzen brauchen, als dass sie einer K* umgeschrieben sind. — 
Gleichzeitig ist mit den vorstehenden Ausfiihrungen bewiesen, dass 
3 allgemeine cubische terndre Formen genau auf 2 verschiedene Arten 
sich aus denselben 6 Cuben linearer Formen linear und homogen zu- 
sammensetzen lassen. — 

Es ist nicht schwer bei dem folgenden speciellen C%-Netz sich 
von der Existenz der beiden Polarsechsseite zu iiberzeugen. Betrachten 
wir namlich das specielle Netz, welches gebildet wird aus 2C*: f=0O 
und f’ =0, welche ein gemeinsames Polarvierseit haben, und einer 
dritten beliebigen C*: f” = 0, so liisst sich ein Polarsechsseit dieses 
Netzes sofort angeben. Ergiinzt man nimlich das Polarvierseit von 
f =0, f’ = 0 durch ein eindeutig bestimmbares Geradenpaar zu einem 
Polarsechsseit von f/f’ = 0, so ist das so entstandene Sechsseit offenbar 
Polarsechsseit des Netzes, da jedes Polarvierseit einer C* durch ein 
beliebiges Geradenpaar zu einem Polarsechsseit der C* ergianzt wird. 
Das zweite noch existirende Sechsseit ist dann eindeutig bestimmt, 


und lasst sich bei etwas eingehenderem Studium ebenfalls leicht 
auffinden. — 
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§ 7. 
Die Polarsiebenseite einer Curve dritter Ordnung. 


Seien a,(v7) = 0 (¢=1,2,..., 7) die Gleichungen der 7 Seiten 
a; (t= 1,2,..., 7) des Siebenseits a, so wird dieses Polarsiebenseit 
der C*: f(xxxz) =O sein, wofern sich 7 Constanten K; (i = 1, ..., 7) 
so hinzufinden lassen, dass: 


f= > kai (x) 


wird. Wir wollen uns im Folgenden, da die Betrachtungen und 
Methoden den friiheren analog sind, auf kiirzere Andeutungen in der 
Beweisfiihrung beschrinken. Zu jeder Ecke a,, nennen wir comple- 
mentir das Fiinfseit a;,,,,, das von den 5 iibrigen, a,, nicht ent- 
haltenden Seiten gebildet wird; wir wollen die diesem Fiinfseit ein- 
geschriebene K? die zur Ecke a,, complementiire K? nennen; dann gilt: 

1. Ist a Polarsiebenseit von der C%: f =O, so bildet jede Ecke 
von a zusammen mit der complementiiren K? eine zu f = 0 conjugirte K* 
nach §1, 7. Daraus folgt nach §1, 4: Die den Fiinfseiten eines 
Polarsiebenseits eingeschriebenen K? sind den conischen Polaren der 
complementdren Ecken conjugirt. 


2. Bilden drei Ecken eines Siebenseits mit ihren rsp. complemen- 
tiiren K* drei linear wnabhiingige, zerfallende K* wnd sind diese 3 K* 
zu einer gegebenen C*: f =O conjugirt, so ist das Siebenseit Polar- 
siebenseit von f =O und auch die tibrigen Ecken bilden mit den com- 
plementiren K* zu f =O conjugirte K*. (Nach §1,7). Dass es in 
der That méglich ist, drei Ecken anzugeben, welche zusammen mit 
ihren rsp. complementiiren K? drei linear unabhiingige K* bilden, 
erkennt man z. B. an den drei folgenden Ecken: aj, 43, d.3- Denn 
nennen Wir 9, =—90, 9, —0, g.3—0 die Gleichungen der 3 zu 
diesen Ecken complementiiren K*, so gehdren diese 3 K? ein und 
demselben Biischel an, da sie die 4 Geraden 4,5, 6,7 beriihren, also 
ist: P23 = OP. + 6G,;. Die 3K, welche von diesen 3 Ecken und 
den rsp. complementiiren K* gebildet werden, haben somit die 
Gleichungen : 

(wa'a*) py, = 9, (ua'a®) p; = 9, 
(ua?a*) p23 = (wa? a*) (992 + F913) = 95 
wiren dieselben in linearer Abhiangigkeit, so wire: 


d k,(wa'a?) Py. + k,(wa'a®) gy3 + k,(ua*a®) p,; = 0, 
oder: 


ky (wa'a?) py. + ky (wa' a®) gy + ky (wa?a*) (epi. + 6943) = 0, 
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mithin : 

P12 (ik, (wa'a*) + ks 9 (wa? a*)) -f- P13 (ky (wa'a®) + ks 6 (wa? a’)) = 0, 
es wire dann aber 9, =; d. h. die 6 Geraden 2, 3, 4, 5, 6,7 
wiirden ein und denselben Kegelschnitt beriihren, was wir bei einem 
allgemeinen Siebenseit nicht voraussetzen diirfen. Mithin sind unsere 
3 K® linear unabhingig; sind dieselben zu einer gegebenen C*: f= 0 
conjugirt, so ist das Siebenseit Polarsiebenseit dieser C*, daraus er- 
giebt sich: 

Damit ein Siebenseit Polarsiebenseit einer gegebenen C* sei, sind 
3 Bedingungen zu erfiillen nothig. 


3. Construction der Polarsiebenseite einer C*: Nach dem letzten 
Satze lehrt uns die Abzibhlung, dass eine 11-fache Mannigfaltigkeit 
von Polarsiebenseiten einer gegebenen C® existirt, so dass wir noch 
iiber eine 11-fache Willkiirlichkeit verfiigen kénnen. Nehmen wir 
z. B. ein Fiinfseit eines Polarsiebenseits willkiirlich an, so ist dadurch 
iiber eine 10-fache Mannigfaltigkeit verfiigt und es wird sich demnach 
durch eine einfache Anzahl von Geradenpaaren das Fiinfseit zu einem 
Polarsiebenseit einer gegebenen C* ergiinzen lassen. Seien also die 
5 Geraden a,, a), a3, 4, 4, gegeben und ein Geradenpaar a,, a, 
gesucht, so dass a,,..., a, Polarsiebenseit der gegebenen C,: f = 0 
wird. Zuniichst wird die Ecke a,, mit der dem gegebenen Fiinfseit 
eingeschriebenen K? eine zu C* conjugirte K* bilden d. h. es wird 
nach §1,4 a,, auf der Polargeraden der dem Fiinfseit eingeschriebenen 
K? liegen. Wahlen wir auf dieser bekannten Geraden den Punkt 
a,, Willkiirlich, so ist iiber die eine noch disponible Willkiirlichkeit 
verfiigt. Nun bildet die zu a,, complementiire K*, welche a,, a,, a;, 
d,, a, beriihrt, mit a,, eine zu f = 0 conjugirte K*, d. h. es ist nach 
1) diese K* conjugirt zu der conischen Polaren von a,,; alle dieser 
conischen Polaren conjugirten K? bilden aber eine fiinfgliedrige K?- 
Gruppe, dieser gehért somit unsere K* an; dieselbe beriihrt ferner 
die 3 Geraden a,, a,, a;,, alle K? einer fiinfgliedrigen Gruppe, welche 
3 gegebene Geraden beriihren, bilden eine bestimmte zweigliedrige 
Gruppe, eine K*-Schaar; es gehért somit die zu a,, complementiire 
K? einer bekannten K?-Schaar an und es ist demnach das gesuchte 
Geradenpaar a,, a, unter den Tangentenpaaren enthalten, welche man 
von dem bekannten Punkte a,, an die K? dieser bekannten Schaar 
legen kann. Diese Tangentenpaare bilden aber die Strahlenpaare einer 
Strahleninvolution, so dass das Geradenpaar a,, a, einer bekannten 
Strahleninvolution angehért. Analog ergiebt sich, dass die complemen- 
tire K? von a,, einer zweiten bestimmten K?-Schaar angehdrt, so 
dass das Geradenpaar a,, a;, welches den Tangentenpaaren von dg; 
auch an die K? dieser Schaar angehdrt, Strahlenpaar einer zweiten 
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uns bekannten Involution ist.. Zwei Involutionen besitzen genau ein 
gemeinsames Paar, so dass sich eindeutig ein Geradenpaar hinzufiigen 
lisst, welches a,,..., a, zu einem Polarsiebenseit von f= 0 ergiinzt 
und dessen Schnittpunkt der auf der Polargeraden willkiirlich gewihlte 
Punkt a,, ist. Also gilt: 


Es giebt eine einfache Mannigfaltigkeit von Geradenpaaren, welche 
ein gegebenes Fiinfseit zu einem Polarsiebenseit von f =O ergiinet. 
Dass in der That das entstandene Siebenseit Polarsiebenseit der C* 
ist, ergiebt sich daraus, dass, wenn wir mit gp; (ww)==0 die Gleichung 
der zur Ecke a;, complementiiren K? bezeichnen, die 3 K°*: 


(wa®a’) pgz(uu) = 0, (wa'a®) p(uu) =O, (wala) mi .(uu) = 9, 
die dem Siebenseit eingeschrieben sind, zu f = 0 conjugirt sind. Die 


lineare Unabhiingigkeit dieser 3 K* beweist man analog, wie friiher 
bei den Polarsechsseiten. — 


4. Die Polarfigur: Bilden wir die Polargeraden der 21 K?, 
welche man den 21 Fiinfseiten eines Polarsiebenseits einschreiben kann, 
so gehen diese 21 Geraden durch die rsp. complementiiren Ecken des 
Siebenseits (nach 1)) und es ist daher diese aus 21 Geraden gebildete 
Figur dem Siebenseit umgeschrieben. Diese 21 Geraden bilden eine 
wohlbekannte Configuration, sie schneiden sich zu je dreien niimlich 
in einem Punkte, da je 3 der K? demselben Biischel angehéren und 
die Polargeraden dreier K?* desselben Biischels durch. einen Punkt 
gehen. Es giebt solcher Configurationspunkte genau 35, da jedem der 
35 Vierseite des Siebenseits ein solches Biischel entspricht. Diese 
35 Configurationspunkte liegen zu je 5 auf den 21 Geraden der Con- 
figuration; denn jede K? des Siebenseits gehort fiinf derartigen Biischeln 
an (z, B. die durch a,a,a,a,a4, gehende K? den 5 Biischeln, die den 
5 Vierseiten @, 4,444, @A,G,45, A, AgMyA,, A, A, M,d,, AyAgA,a, ein- 
geschrieben sind.) Daher befinden sich auf jeder Configurationsgeraden 
5 Configurationspunkte. Wir haben also eine Configuration von 21 
und 35 Punkten derart, dass durch jeden Punkt 3 Gerade gehen und 
auf jeder Geraden 5 Punkte liegen; wir haben also diese Configuration 
in der tiblichen Weise mit (35,, 21;) zu bezeichnen, wir wollen sie 
die Polarfigur des Siebenseits nennen. Man erhiilt diese Configuration 
durch Projection eines riiumlichen Siebenflachs auf die Ebene, sie 
gehort also zu der Classe der sogenannten polyedralen Configurationen*) 


*) cf. Jung: Rendiconti d. Reale Istituto Lomb. Ser. II, tom. XVIII; 
ferner Jan de Vries: Math. Ann. Bd. 34, p. 226 ff. Herr Vries nennt die 
dualen Figuren der hier betrachteten ,,polyedrale Configurationen‘‘, welche 
durch Schneiden eines riumlichen »-Ecks mit einer Ebene entstehen; doch 
diirfte die Uebertragung dieses Namens auch auf die dualen Figuren gerecht- 
fertigt erscheinen, 
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und wire als 2, zu bezeichnen. Also gilt: Die Polarfigur eines 
Polarsiebenseits einer C* bildet die polyedrale Configuration x, und ist 
dieselbe dem Polarsiebenseit wmgeschrieben, da ihre 21 Seiten die 21 
complementiren Ecken desselben enthalten. 

Jedes Polarsiebenseit bildet zusammen mit seiner Polarfigur 2, 
eine weitere Configuration derselben Art. Zu den 21 Geraden der 
Polarfigur treten noch die 7 Geraden des Siebenseits, so dass die aus 
beiden Gebilden zusammengesetzte Configuration 28 Geraden besitzt; 
ferner treten zu den 25 Punkten der Polarfigur 2, die 21 Kcken des 
Siebenseits, so dass die zusammengesetzte Configuration aus 28 Geraden 
und 56 Punkten besteht; auf jeder Geraden liegen 6 Punkte, durch 
jeden Punkt gehen 3 Gerade, so dass die auftretende Configuration 
mit (56,, 28,) zu bezeichnen ist; auch diese Configuration ist eine 
polyedrale, sie wird durch Projection eines Achtflachs auf die Ebene 
erhalten, und ist somit als 2, zu bezeichnen. Betrachten wir ein 
Sechsseit eines Polarsiebenseits, so ist dessen Polarfigur — d.i. die 
von den Polargeraden der den 6 Fiinfseiten des Sechsseits eingeschrie- 
benen K? gebildete Figur — wieder ein Sechsseit. Die Schnittpunkte 
entsprechender Geraden der beiden Sechsseite liegen auf einer Geraden 
d. h. die beiden Sechsseite befinden sich in linealer Lage. In der 
That, betrachten wir z. B. das Sechsseit a,a,a,a,4,4,, so gehen die 
Polargeraden der 6 K?, welche beriihren: 

AAA yAyligy AyAgMgA yA, AyAgAyAgAg, Ay Ay MyM, Ag, Ay Ay Ay As Ug, AyAgAA,,, 
rsp. durch: 


G67» A575 Ay, 37, Ao75 475 


demnach schneiden diese 6 Polargeraden die entsprechenden Seiten des 
Sechsseits in 6 Punkten, welche simmtlich auf der Geraden a, liegen. 
Die beiden Sechsseite befinden sich also in linealer Lage, die Gerade, 
welche die Schnittpunkte entsprechender Seiten enthilt, ist die Gerade 
a,, welche das Sechsseit zum Polarsiebenseit a ergiinzt. Jedes Sechs- 
seit liegt demnach mit seiner Polarfigur lineal. Wir kénnen alle diese 
Resultate folgendermassen zusammenfassen: Jedes Polarsiebenseit einer 
C® bildet mit seiner Polarfigur die polyedrale Configuration x,, welche 
durch Projection eines Achtflachs entsteht. Jedes Sechsseit eines Polar- 
siebenseits befindet sich mit seiner Polarfigur in linealer Lage d. h. die 
Schnittpunkte entsprechender Seiten liegen in einer Geraden, diese Gerade 
ist die letzte Seite des Polarsiebenseits. 

Es ist hier wohl der Ort auf die vollkommene Analogie der eben 
hergeleiteten Siitze iiber das Polarsiebenseit einer C* mit den Eigen- 
schaften eines Polarvierseits einer C? hinzuweisen. Fiir dieses nimlich 
gilt: Jedes Polarvierseit einer C* bildet mit seiner Polarfigur die 
polyedrale Configuration x,, welche durch Projection eines Fiinfflachs 
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entsteht. Jedes Dreiseit eines Polarvierseits befindet sich mit seiner 
Polarfigur in linealer Lage d.h. die Schnittpunkte entsprechender Seiten 
liegen auf ein und derselben Geraden, welche die letzte Seite des Polar- 
vierseits ist. — 

Von den gemeinsamen Polarsiebenseiten mehrerer Curven dritter 
Ordnung seien kurz nur noch folgende Resultate ohne Beweis angeftihrt : 


Zwei Curven dritter Ordnung besitzen eine 8-fache Mannigfaltigheit 
gemeinsamer Polarsiebenseite. 


Drei Curven dritter Ordnung besitzen eine 5-fache Mannigfaltigkeit 
gemeinsamer Polarsiebenseite. 


§ 8. 
Die Polarachtseite der Curven dritter Ordnung. 


Kin Achtseit a mit den Seiten a; ist nach § 1, 7 Polarachtseit 
einer C®: f=0, wenn 2 zu f= 0 conjugirte K* dem Achtseit ein- 
geschrieben sind. Wihlen wir also 2 beliebige zu f= 0 conjugirte 
K*: g=0, og =0 aus und seien a,,..., a, acht von ihren neun 
gemeinsamen T'angenten, so sind die 9 C3: f=0, a;(x)* (t=1,...,8) 
zm op=0, py =O conjugirt; alle zu mp = 0, o = 0 conjugirten C* 
gehéren aber einer zweigliedrigen C*-Gruppe an, also sind unsere 
9 Formen /, a;(x)® (¢ = 1, ..., 8) linear abhiingig, mithin: 


f= > Kay (2)? 


d. h. a ist Polarachtseit der C?: f—0. Wihlen wir ein Siebenseit 
beliebig a,,...,a@,, so giebt es genau ein Biischel von K*, welches 
zu f = 0 conjugirt ist und a,,..., a, beriihrt, jede der beiden 
weiteren gemeinsamen Tangenten des Biischels ergiinzt a,...a, zu 
je einem Polarachtseit von f—0, Also gilt: Jede C* besitzt eine 
14-fache Mannigfaltigkeit von Polarachtseiten; jedes Siebenseit lisst 


sich auf 2 Arten zu einem Polarachtseit von C* ergdnzen. Analog 
findet man: 


2 C® besitzen eine 12-fache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Polar- 


achtseite, jedes Sechsseit lisst sich auf (3) =3 Arten zu einem 
solehen ergiinzen; 


3 C® besitzen eine 10-fache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Polar- 


achtseite, jedes Fiinfseit lisst sich auf (3) =4 Arten zu einem 
solchen ergiinzen; 
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4 C® besitzen eine 8-fache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Polar- 


achtseite, jedes Vierseit lisst sich auf (2) = 5 Arten zu einem 
solchen ergiinzen; 


5 C® besitzen eine 6-fache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Polar- 


achtseite, jedes Dreiseit lisst sich auf (5) =6 Arten zu einem 
solchen erginzen; 


6 C® besitzen eine 4-fache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Polar- 


achtseite, jedes Geradenpaar liisst sich auf (6) =T7 Arten zu einem 
solehen ergiinzen ; 


7 C® besitzen eine 2-fache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Polar- 


achtseite, jede Gerade liisst sich auf (7) =8 Arten zu einem 
solchen ergiinzen. 


8 C® besitzen genau 9 gemeinsame Polarachtseite; denn diesen 8 C* 
ist eine zweigliedrige K*-Gruppe conjugirt, alle K* dieser Gruppe 
haben 9 gemeinsame Tangenten; je acht derselben bilden ein Polar- 
achtseit der 8 C3, — 


§ 9. 
Die Polarneunseite der Curven dritter Ordnung. 


Ein Neunseit a,,...,@ ist Polarneunseit einer C*, wenn die 
dem Neunseit eingeschriebene K* zu der C* conjugirt ist nach § 1, 7. 
Demnach bilden irgend welche 9 Tangenten irgend einer zu C* con- 
jugirten K* ein Polarneunseit von C*. Wahlen wir 8 Geraden will- 
kiirlich, so existirt genau eine K*, welche zu einer gegebenen C*: f/=0 
conjugirt ist und die 8 Geraden beriihrt, jede weitere Tangente dieser 
K® ergiinzt diese 8 Geraden zu einem Polarneunseit der C*, Es giebt 
daher eine 17-fache Mannigfaltigkeit von Polarneunseiten einer C°. 
Analog ergiebt sich, dass & Curven dritter Ordnung eine (18 —k)-fache 
Mannigfaltigkeit gemeinsamer Polarsechsseite besitzen fiir k—=1,2,...,9. 

Was die Polarfiguren mit grésserer Anzahl betrifft, so haben wir 
bereits § 1,6 gesehen, dass jedes Zehnseit Polarzehnseit jeder C® ist, 
also von hier an unsere Definition ihre Bedeutung verliert. 


Breslau, den 12. September 1889. 
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Lineare Constructionen des neunten Schnittpunkts zweier 
Curven dritter Ordnung. 


Von 


Franz Lonpon in Breslau. 


Alle Curven dritter Ordnung durch 8 gegebene Punkte gehen 
bekanntlich auch simmtlich durch einen bestimmten 9 Punkt, so - 
dass zu 8 Punkten der Ebene stets ein von ihnen abhingiger 9 
gehért, welcher zusammen mit jenen das vollstiindige Schnittpunkt- 
system eines C*-Biischels bildet. . Dieser 9° Punkt, durch die 8 ge- 
gebenen cindeutig bestimmt, muss daher allein mit Hilfe des Lineals 
construirbar sein und die Aufgabe, den 9'" gemeinsamen Schnittpunkt 
zweier und damit aller C* durch 8 gegebene Punkte linear zu con- 
struiren, ist schon verschiedentlich Gegenstand der Untersuchungen 
der Geometer gewesen. Jedoch scheinen die mir bekannten Lésungen 
dieser Aufgabe noch nicht denjenigen Grad der Kinfachheit und Ktirze 
zu besitzen, dessen das Problem fihig ist. Die vorangeschickte Arbeit 
iiber die Polarfiguren: der ebenen Curven dritter Ordnung*) giebt uns 
ein Mittel an die Hand dieses Problem in iiberraschend einfacher 
Weise zu lésen, und es mégen daher hier eine Anzahl lineare Con- 
structionen dieses 9’ Punktes, gestiitzt auf jene Theorie, folgen, die 
ihrerseits von der Verwendbarkeit der Polarfiguren fiir die Lésung © 
constructiver Probleme eine Vorstellung geben mégen. 

An Stelle der gewiinschten Construction des 9" Schnittpunkts 
zweier Curven dritter Ordnung soll jedoch das dual gegeniiberstehende 
Problem der linearen Construction der 9" gemeinsamen Tangente 
zweier Curven dritter Classe behandelt werden, da wir nur so die 
Siitze und Beziehungsweis: der vorangehenden Untersuchung direct 
benutzen kénnen, wahrend im anderen Falle erst eine duale Ueber- 


‘legung auf die Polarfiguren der Curven dritter Classe erforderlich 


wire. Die gewiinschten Constructionen des 9'" Punktes ergeben sich 


*) Im Folgenden ist von den Siitzen der vorangehenden Arbeit nur ein 
Theil von denjenigen vorausgesetzt, die sich auf die Polarfiguren einer einzigen 
C beziehen. Jene Arbeit werde fortan immer mit ,,P“ citirt. — 


Mathematische Annalen, XXXVI. 38 
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dann aus dem Princip der Dualitit und bediirfen weiter keiner Aus- 
einandersetzung. — 


Damit 9 Gerade a; mit den Gleichungen 
@j(%) = Ain %, + ai2%, + ai32,— 0 (¢—1,2,..., 9) 
das gemeinsame Tangentensystem zweier Curven dritter Classe bilden, 
ist nothwendig und hinreichend, dass zwischen den 9 Cuben a;(x)* 
eine lineare Identitit bestehe (cf. P. § 1, 8,), so dass sich also stets 
9 Constanten k,,..., ky, so auffinden lassen, dass: 


9 
>! kiai(a)? = 0. 
1 


Ist nun p eine ganze Zahl kleiner als 9, so lisst sich diese Identitiit 
schreiben : 


p 9 
(1) > ka; (x)? = —>! kya; (x) = {(ex2) 

1 pt+i1 
d. h. es existirt eine Curve dritter Ordnung mit der Gleichung /(a27x7) =0 
derart, dass a,,..., dp ein Polar-p-Seit; a@pii,..., a ein Polar- 
(9—p)-Seit bilden. Die Construction der neunten gemeinsamen Tan- 
gente a, zweier Curven dritter Classe, welche die acht gegebenen 
Geraden a,,;..., a; beriihren, kommt also auf die folgende Aufgabe 
zuriick: Zu 8 Geraden a,,..., ag eime Gerade a, so hinzuzufinden, 
dass dieselben die Geraden dp41,..., d, eu einem Polar-(9 —p)-Seit 
derjenigen C® ergiinzt, von welcher a,,.-., Gp ein Polar-p-Seit bilden. 
Die gesuchte Construction ist also reducirt auf eine Construction von 
Polarfiguren und damit die ganze Betrachtung auf eine Betrachtung 
von Polareigenschaften; es werden uns die 3 hier in Betracht kommen- 
den Fille fir p= 4, 3, 2 auf diesem Wege in der That zu dusserst 
einfachen Constructionen unseres Problems fiihren. — Gleichzeitig sei 
bemerkt, dass die hier skizzirte Methode der Ueberfiihrung constructiver 
Probleme auf Constructionen von Polarfiguren in allen denjenigen so 
iiberaus zahlreichen Fallen stattfinden kann, wo die Abhingigkeit der 
zu construirenden Gebilde von den gegebenen durch lineare Identititen 
zwischen den Potenzen linearer Formen ihren Ausdruck findet. Ich 
behalte mir vor, Resultate, die ich in dieser Richtung schon besitze 
resp. noch zu erlangen hoffe, in einiger Zeit zu verdffentlichen. — 


Erste Construction. 


Setzen wir in (1) p= 4, so erhalten wir fiir 9 gemeinsame Tan- 
genten zweier C* folgende Beziehung: 


haley ws — hate =~ f(es2) 
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d. h.: Bilden a,,..., @9 die 9 gemeinsamen Tangenien zweier C*, so 
existirt eine eindeutig bestimmte C3: f= 0, von welcher a, a, ds ay 
Polarvierseit, a,a,a,a,a, Polarfiinfseit ist. Sind also a,,..., a, ge- 
geben, so ist a, so zu finden, dass a, die Geraden a,, a, a7, a, 2U 
einem Polarfiinfseit einer C* ergiinzt, von welcher a, a, a; 4a, Polar- 
vierseit ist. Betrachten wir nun in Bezug auf diese C* die konische 
Polare Ps, von ag, so hat dieselbe (nach P. § 2, 3,) das Dreiseit 
a,a,a, zum Polardreiseit, und (nach P. § 1, 10) das Vierseit a, a,a, a, 
zum Polarvierseit, da a,a.a,a, als Polarvierseit unserer C* auch Polar- 
vierseit jedes Polarkegelschnitts derselben ist. Kennt man aber von 
einem Kegelschnitt ein Polardreiseit und ein Polarvierseit, so sind damit 
5 conjugirte Punktepaare desselben gegeben, und damit der Kegel- 
schnitt resp. sein Polarsystem vollstindig bestimmt, Herr Schréter 
hat gelehrt*), wie man allein mit Hilfe des Lineals zu jedem Punkte 
die Polare finden kann in Bezug auf ein Polarsystem, von welchem, 
wie hier, ein Polardreiseit und ein Polarvierseit bekannt ist. — Ganz 
analog ist das Polarsystem der conischen Polaren P,, des Punktes ay, 
bekannt. Denn dasselbe hat zuniichst a, a,a, zum Polardreiseit, da 
offenbar jedes Dreiseit eines Polarvierseits einer C* das gemeinsame 
Polardreiseit des Polarkegelschnittbiischels der vierten Seite ist; ferner 
ist a, 4, 4,4, Polarvierseit von P,,, denn dy, ist auf a, gelegen und 
(nach P. § 2, 3,) ist jedes Vierseit eines Polarfiinfseits Polarvier- 
seit der conischen Polaren eines jeden Punktes der fiinften Seite. 
Demnach kennt man auch von P,, ein Polardreiseit und ein Polar- 
vierseit, so dass das Polarsystem von P,, ebenfalls vollstindig be- 
kannt ist, und man daher in Bezug auf P,,, wie auf P,,, allein mit 
Hilfe des Lineals zu jedem Punkte die Polare, zu jeder Geraden den 
Pol construiren kann. Betrachten wir nun die gemischte Polare w von 
49) Ggg in Bezug auf unsere C*: f = 0, so ist dieselbe die Polare von 
4, in Bezug auf die conische Polare P,,; da a,) auf der bekannten Ge- 
raden a, sich befindet, so geht wu durch den bekannten Pol a, von a, in 
Bezug auf P,,. Andererseits ist aber auch w die Polare von ag, in Bezug 
auf die conische Polare P,,, also geht w, da a,, auf der bekannten Ge- 
raden a, gelegen ist, durch den linear construirbaren Pol «, von a, 
in Bezug auf P,,. Demnach ist die gemischte Polare wu des Punkte- 
paares @,), As bekannt als Verbindungslinie der beiden linear con- 
struirbaren Punkte «, und a. Nun ist a, der Pol der bekannten 
Geraden u in Bezug auf P,, und a,, der Pol von uw in Bezug auf P,y; 


*) Cf. Schréter: Construction des 8'e” Schnittpunkts 3° Flaichen IT. Ordnung. 
Cr. J. Bd. 99, p. 134ff. Die daselbst angegebene Construction des achten Schnitt- 
punkts ist auf ganz dhnlichen Principien basirt, wie die hier gegebenen, ebenso 
wie die dortige Construction mit ganz gleichen Mitteln, wie die unsrige, verfihrt. 


38* 
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die beiden Punkte a4, agg sind somit als die Pole der bekannten 
Geraden u in Bezug auf die beiden bekannten Polarsysteme von 
P.,, P,, linear bestimmbar, also auch ihre Verbindungslinie a,, das 
aber ist die gesuchte neunte Gerade. Wir gelangen also zu folgender 

Coustruction: Wir construiren in Bezug auf denjenigen ein- 
deutig bestimmten Kegelschnitt P,,, welcher das Dreiseit a,a,a, zum 
Polardreiseit und das Vierseit a,a,a,a, zum Polarvierseit hat, den Pol | 
a, von a, und in Bezug auf denjenigen eindeutig bestimmten Kegel- 
schnitt P,,, welcher das Dreiseit a,a,a, zum Polardreiseit und das 
Vierseit a,a,a,a, zum Polarvierseit hat, den Pol a, von a,. Nennen 
wir « die Verbindungslinie von a, und @,, so giebt die Verbindungs- 
linie a, der beiden Pole a,, az, von u in Bezug auf P,, und P,, die 
gesuchte Gerade. 

Beweis: Es existirt genau eine C*: f(axx) — 0, welche a, a, 4,4, 
zum Polarvierseit und a,, und P,, zu Pol und Polarkegelschnitt hat; 
denn diejenige C*, welche die Gleichung besitzt: 


O; (@gAgAq) (Ag4gQy) (444s) A, (X)® + Oy (Aggy) (AyA gM) (4,44) a, (x)* 
+ Qs (Aggy) (4, gy) (Aq gay) a (x)* 
+ 04 (GAG) (Gy44y) (Agag4y) a, (7) =O, 


{WO @,, Qo, Q3, @, die 4 Constanten bedeuten, mittels deren sich die 
Gleichung von P,, d. i. 


01%; (2)? + O24 (X)* + 545 (x)? + Q,4,(x)* = 0 
aus den Quadraten von a,(%), @,(%), a,(”), a,(2) linear zusammen- 
setzt}, ist eine soleche C%, und wie man sich leicht iiberzeugt, die 
einzige C* dieser Art. In Bezug auf diese C* ist u die gemischte 
Polare des Punktepaars @,), dg, denn es ist a, . nach Construction 
der Pol von uw in Bezug auf P,,; folglich ist ag der Pol von u in 
Bezug auf die conische Polare von a, 9; diese conische Polare hat 
ferner noch, da a,, auf a, gelegen ist, das Dreiseit a,da,a, des Polar- 
vierseits @,a,4,a, der C* zum Polardreiseit. Nun hat aber auch unser 
Kegelschnitt P,, nach Construction das Dreiseit a,a,a, zum Polar- 
dreiseit und a,, und w zu Pol und Polare. Es stimmen daher die 
conische Polare von a4) und P,, in 5 conjugirten Punktepaaren iiberein, 
folglich ist P,, die conische Polare von a,, in Bezug auf unsere C* 
und demnach hat diese conische Polare von a,, das Vierseit a, a,a, a. 
zum Polarvierseit, da P,, dieses Vierseit zum Polarvierseit besitzt. 
Es sind demnach die beiden K*: 
(wa>a®) (ua’a’) (ua®at) = 0, 
und , 
(wa°a’) (wa®a’) (ua at) = 0 


zu C® conjugirt und dem Fiinfseit «,a,a,a,a, eingeschrieben. Ferner 
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ist nach unserer Construction a, a,a, Polardreiseit der conischen Polare * 
Py Von dg,, so dass folgende 3 weiteren zu C* conjugirten K* dem 
Fiinfseit a,a,a,;a,a, eingeschrieben sind: 
(wa°a®) (wa’a*) (waka) = 0, (waba’) (wa®as) (wara®) = 0, 
(ua®a®) (waba’) (Waka®) = 0; 
Diese fiinf zur C3: f= 0 conjugirten dem Fiinfseit a,a,a,a,a, ein- 


geschriebenen K® sind offenbar linear unabhingig, denn sonst wirde 
eine Relation von folgender Form bestehen: 


(wa>a®) (wa? a’) (wat) + (wara’) (wa®a’) (wan) 
+ (waba®) (ua>a’) (uata) = 0, 


wo € und y zwei bestimmte Geraden durch den Punkt a,, bedeuten; 
eine solehe Relation miisste offenbar- zur Folge haben, dass 3 der ge- 
gebenen 8 Geradeu a,,..., a, durch einen Punkt gehen, was wir 
nicht voraussetzen diirfex. Demnach sind dem Fiinfseit a,a,a,a,a, 
5 linear unabhingige zu f= 0 conjugirte K* eingeschrieben, mithin 
ist (nach P. § 1, 7) das Fiinfseit Polarfiinfseit von f = 0; es war aber 
auch @,@,a,@, Polarvierseit von f=0, mithin bilden a,, a,,..., dy 
nach dem Satze auf p. 587 das vollstaindige System der 9 gemeinsamen 
Tangenten zweier K%, also ist ay die gesuchte neunte Gerade. 


Zweite Construction. 


Wir haben p. 587 gesehen, dass die 9 gemeinsamen Tangenten 
a,,.+-,@ zweier K* sich in 2 Gruppen zu 4 resp. 5 Geraden so 
theilen lassen, dass die 4 Geraden der ersten Gruppe ein Polarvierseit, 
die 5 Geraden der zweiten Gruppe ein Polarfiinfseit einer eindeutig 
bestimmten C* bilden. Es existirt demnach eine C*: f=U, von 
welcher z. B. a,a,a@,a, Polarvierseit, @,a,a,;a@,a Polarfiinfseit ist. 
Die conische Polare P,, von ayy hat (mach P. § 2, 3) das Dreiseit 
a,a,a, zum Polardreiseit und (nach P. § 1, 10) das Vierseit a, a,a,a, 
zum Polarvierseit, demnach ist — genau, wie p. 587, — das Polar- 
system von P,, vollstindig bestimmt und man kann, allein mit Hilfe 
des Lineals zu jedem Punkte die Polare in Bezug auf P,, finden. 
Genau ebenso ist uns das Polarsystem der konischen Polare P,, von 
G7, bekannt, da wir in a,a,a, ein Polardreiseit, in a,a,a,a, ein 
Polarvierseit derselben kennen. Betrachten wir nun die gemischte 
Polare % von 79, Mg, so enthalt dieselbe offenbar den Punkt a,,, da 
die aus den 3 Punkten a, @gg, @¢ bestehende K* dem Polarfiinfseit 
;%,4,4,a, eingeschrieben ist, also zu unserer C*: f= 0 conjugirt 
ist. Dann bilden namlich die 3 Punkte az), dgy, a;, ein conjugirtes 
Dreieck der C*: f=0 d. h. as, liegt auf der gemischten Polare u 
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VON iz, gg. Es enthilt demnach die Gerade a, die Pole aj, ayy 
von # in Bezug auf resp. Py, Py , so dass die Geraden a, und u 
conjugirte Geraden in Bezug auf P,, und P,, sind. Die Gerade a, 
hat mithin die Eigenschaft, dass die mit ihr in Bezug auf P,, und P,, 
conjugirte Gerade w den Punkt a,, enthalt. Nun umhiillen*) aber die- 
jenigen Geraden, welche zu den simmtlichen durch einen Punkt a,, 
gehenden Geraden in Bezug auf zwei Kegelschnitte P,, und P,, con- 
jugirt sind, einen bestimmten Kegelschnitt, die zum Punkte a;, in 
Bezug auf P,,, P,, correspondirende Curve zweiter Classe K?, Dieser 
Kegelschnitt K? wird auch die gesuchte Gerade a, beriihren, da die 
in Bezug auf P,, und Py, conjugirte Gerade u von a, durch a,, geht. 
Ferner werden auch die Geraden a,, a,, @;, a, ebenfalls diesen Kegel- 
schnitt beriihren, da, wie man sich leicht tiberzeugt, die 5 in Bezug 
auf P,, und P,, zu diesen Geraden conjugirten Geraden simmtlich 
den Punkt a;, enthalten. Es sind uns daher 4 Tangenten a,, a,, a;, as 
dieses Kegelschnitts bekannt; eine beliebige Anzahl weiterer Tangenten 
desselben erhilt man, wenn man zu einer beliebigen Geraden durch 
ds, die beiden Pole in Bezug auf P,, und P,, aufsucht, was auf 
linearem Wege méglich ist; die Verbindungslinie dieser beiden Pole 
giebt eine weitere Tangente. Dieser Kegelschnitt ist uns also voll- 
stiindig bekannt, und alle seine Tangenten sind allein mit Hilfe des 
Lineals construirbar, wenn uns 8 von den 9 gemeinsamen Tangenten 
zweier K* gegeben sind. Dieser Kegelschnitt ist offenbar der dem 
Polarfiinfseit a,a,a,a,a, eingeschriebene, zu der C*:f—0O apolare 
Kegelschnitt. Wir besitzen also in diesem uns bekannten Kegelschnitt 
einen ersten Ort fiir die gesuchte neunte Gerade ay. 

Nun theilen wir die 9 Geraden a,,..., @y wiederum in 2 Gruppen 
zu je 4 resp. 5 Geraden und zwar folgendermassen: a,, a,, @,, a, und 
ly, Gy Gz, As, Ag; es existirt dann eine zweite eindeutig bestimmte 
C3: f’=0, von welcher a,a,a,a, Polarvierseit, a,a,a,a,a, Polar- 
fiinfseit ist. Die dem Polarfiinfseit a,a,a,a,a, eingeschriebene K? 
werden wir genau ebenso bestimmen, wie bei der vorigen Betrachtung, 
sie beriihrt ebenfalls die gesuchte Gerade a,, und hat mit der vorigen 
K? die 3 bekannten Tangenten a,, a;, a, gemeinsam. Die gesuchte 
Gerade a, wird demnach als vierte gemeinsame Tangente zweier Kegel- 
schnitte, von welchen 3 gemeinsame Tangenten bekannt sind, sich 
auf linearem Wege**) bestimmen lassen. Wir gelangen also zu 
folgender zweiten linearen 

Construction: In Bezug auf denjenigen Kegelschnitt P,,, 
welcher «@,@,a,a@, zum Polarvierseit und a,a,a, zum Polardreiseit 





*) cf. Schréter: Theorie der Kegelschnitte p. 323. 
**) cf. Cremona: Curve piane Art. 64, 
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besitzt, sowie fiir denjenigen Kegelschnitt P,,, welcher a,a,a,@, zum 
Polarvierseit und a,a,a, zum Polardreiseit besitzt, suchen wir die 
beiden Pole einer beliebigen Geraden v, welche den: Punkt a;, enthilt. 
Die Verbindungslinie dieser beiden Pole heisse v’. Ebenso suchen wir | 
die Pole von v in Bezug auf folgende zwei Kegelschnitte: Erstens 
denjenigen Kegelschnitt, welcher a,a,a,a, zum Polarvierseit, a,a,a; 
zum Polardreiseit besitzt; zweitens denjenigen, welcher a,a,a,a, zum 
Polarvierseit, a,a,a, zum Polardreiseit besitzt. Die Verbindungslinie 
dieser beiden Pole heisse v’. Construiren wir die vierte gemeinsame 
Tangente*) a, der beiden Kegelschnitte, welche resp. a,a,a,a,v und 
4,%,4,4,0" beriihren, so ist diese die gesuchte neunte Gerade. — 


Dritte Construction. 


Setzen wir in der Gleichung (1) pag. 586: p = 3, so erhalten wir 
als nothwendige und hinreichende Relation fiir 9 gemeinsame Tan- 
genten a,,..., a, zweier K?; 


hia (x) == — Shiai (x8 = {(a@xa) 


d. h. 9 Geraden a,,..., @ sind dann und nur dann die 9 gemein- 
samen Tangenten zweier K*, wenn sich eine C*: f = 0 finden lisst, 
von welcher a, a, a, Polardreiseit ist, fiir welche also die Invariante S 
verschwindet, und welche a,a@,4,@,a,a) zum Polarsechsseit hat, Auch 
auf diesen Satz werden wir eine Construction der 9'" gemeinsamen 
Tangente uy griinden, welche sich im Princip von der ersten von uns 
gegebenen Construction wenig unterscheidet, in der Ausfiihrung aber 
einige Modificationen bietet. Wir suchen also eine Gerade a, so zu 
finden, dass dieselbe die Geraden a,, a;, a, @;,@, zu einem Polar- 
sechsseit einer C* ergiinzt, von welcher a,, a,, a; Polardreiseit ist. 
Die conische Polare P,, von agg in Bezug auf diese C*® hat (nach P. 
§ 3,5,) das Vierseit a, a, a, a, zum Polarvierseit und — wie jeder 
Polarkegelschnitt unserer C* — das Dreiseit a,a,a, zum Polar- 
dreiseit. Ebenso hat die conische Polare P,, von az, das Vierseit 
@,4,4,a4, zum Polarvierseit und das Dreiseit a,a,a, zum Polardreiseit. 
Es ist demnach das Polarsystem von P,,, wie von P,, vollkommen 
bekannt (cf. p. 587) und man kann auf linearem Wege zu jedem Punkte 
der Ebene sowohl in Bezug auf P,,, wie auf P,;, die Polare finden. 
Betrachten wir nun die gemischte Polare « des Punktepaares agy, a793 
dieselbe ist die Polare von a,, in Bezug auf P,,, und andererseits die 
Polare von a, in Bezug auf P,,. Nun liegt aber a, auf a,, also 


*) cf, Cremona: Curve piane Art, 64, 
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geht w durch den Pol a, von a, in Bezug auf P,,; ferner liegt agy 
auf a,, also geht « durch den Pol a, von a, in Bezug auf P,,; die 
beiden Punkte «, und «, sind linear construirbar, es ist demnach die 
gemischte Polare « bekaunt als Verbindungslinie von a, und «,. Nun 
ist a;, der Pol von u in Bezug auf P,,, agg der Pol von u in ‘Bezug 
auf P,,, also sind diese beiden Punkte resp. auf a, und a, gelegen 
und linear construirbar. Die Verbindungslinie beider a, ist die ge- 
suchte 9'° Gerade. Wir gelangen so zu folgender dritten linearen: 

Construction: Wir construiren in Bezug auf denjenigen Kegel- 
schnitt P,,, welcher a,a,a, zum Polardreiseit, a,a,a,a, zum Polar- 
vierseit besitzt, den Pol «, der gegebenen Geraden.a,, und in Bezug 
auf denjenigen Kegelschnitt P,,, welcher a,a,a, zum Polardreiseit und 
@,4;,4,a, zum Polarvierseit besitzt, den Pol a, von a,. Sodann con- 
struiren wir die beiden Pole a,,, a,, der Verbindungslinie « von a,, a, 
in Bezug auf P,, und P,,, die Verbindungslinie derselben a, ist die 
gesuchte neunte Gerade. — 

Beweis: Es existirt eine eindeutig bestimmte C*: f= 0, welche 
@,4,a, zum Polardreiseit und ag, und P,, zu Pol und Polarkegelschnitt 
hat. Die Gleichung derselben ist, wenn wir die Gleichung des Kegel- 
schnitts P,,, der a,a,a, zum Polardreiseit hat, mit: 

, 014 (@)* + Q24o(x)* + 054, (x)? = 0 
bezeichnen : 
f(@xxX) = O, (Az Mg Aq) (43 Ag My) A, (%)® + Oy (34g Gy) (4, Ag My) 4, (x)® 

+ 03 (4; Gg Mp) (4245 4g) as (%)® = 
In Bezug auf diese C*: f = 9 ist uw die gemischte Polare von ay, dg, 
denn es ist nach unserer Construction wu die Polare von a,. in Bezug 
auf die conische Polare P,, von a,,; folglich ist « auch die Polare 
von 'ds, in Bezug auf die conische Polare von a,,. Diese conische 
Polare von a;, gehért dem Kegelschnittnetze an, welches das Dreiseit 
a,4@,a, zum Polardreiseit hat, und hat ag, und « zu Pol und Polaren; 
es giebt aber nur einen einzigen Kegelschnitt, welcher a,a,a, zum 
Polardreiseit und a,, und « zu Pol und Polaren hat; nach unserer Con- 
struction ist aber P,, ein solcher Kegelschnitt, mithin ist P,, die 
conische Polare von a,,. Das Sechsseit a,a,a,4,4,4, ist also so be- 
schaffen, dass die conischen Polaren P,,, Py der Ecken ay, agg die 
complementiiren Vierseite a,a,a,a, und a,4,@,a, resp. zu Polarvier- 
seiten haben, mithin ist (mach P. § 3, 7) das Sechsseit a,a,a,a,4,a, 
Polarsechsseit der C*; f= 0. Von dieser C® ist aber a,a,a, Polar- 
dreiseit; die Y Seiten eines Polardreiseits und eines Polarsechsseits 
einer C* bilden aber die 9 gemeinsamen Tangenten zweier K*, folg- 
lich ist a, die gesuchte neunte Gerade. 
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Vierte Construction. 


Vorbemerkungen: Ist ein Geradenpaar a,, a, und ein Finfseit 
i; 4,4, 4, a, gegeben, so existirt ein im Allgemeinen eindeutig be- 
stimmtes Geradenpaar a, 6, welches mit a,a, harmonisch liegt, und 
ein conjugirtes Geradenpaar der dem Fiinfseit eingeschriebenen Curve 


zweiter Classe K?: (uw) =) ie wt = bildet. Dasselbe ist das 
zU @,, @_ und zu dem Tangentenpaare b,, b, von a,, an gy = 0 gleich- 
weitig harmonische Strahlenpaar a, b durch a,,. Wir wollen dieses 
Geradenpaar als das zu dem Geradenpaar a,, a, und dem Fiinfseit 
Gs Gy As 4, a, polare Geradenpaar bezeichnen. Die Gleichung dieses 
polaren Geradenpaares erhilt man folgendermassen. Es existiren 7 
Constanten k,,...,k, derart, dass die Identitit: 


7 
key (2)? $y dy (2)? = >? ha (2)? 


besteht. Der Kegelschnitt, dessen Gleichung:* 
F (ax) = k,a,(2) + k,a,(x)? =0, 
ist, ist offenbar ein Geradenpaar a, b, welches zu a,, a, harmonisch 
ist, so dass: 
F(x x) = a(x) b(a) = k,a, (a)? + kya, (x); 
folglich ist auch: : 


7 
a(x) b(«) = >! k, a(x); 


nun ist (dp dp) = ein Agi Agr = O fiir o = 3, 4, 5, 6, 7, also ist auch 


g(a, b) = un a:b, = 0 d. bh. das Geradenpaar a, b ist zu der dem 
Fiinfseit a,a,a,a,a, eingeschriebenen K*: gm =O conjugirt. 

Das polare Geradenpaar a, b ist Doppelstrahlenpaar einer Strahlen- 
involution durch a,,, welcher das Strahlenpaar a,, a, sowie das Tan- 
gentenpaar b,, b, von a,., au g = 0 angehdren. Von dieser Involution 
kennt man das Strahlenpaar a,, a,; kennt man ferner die 5 Tangenten 
G3, Ay, Gy, 4g, 4, der K*?: m’=0, so ist diese Involution linear con- 
struirbar d. h. es ist — allein mit Hilfe des Lineals — zu jedem Strahl 
der entsprechende zu finden méglich. In der That, legt man von den 
Punkten a,, und a, die beiden zweiten Tangenten b,, b, an gp = 0, 
so erhalten wir das der K*: mg = 0 umgeschriebene Vierseit a,b, a,b,. 
Die Verbindungslinien von a,, oiit den 3 Gegeneckenpaaren dieses 
Vierseits liefern 3 Strahlenpaare der gewiiuschten Involution, denn 
diejenige Involution, welcher diese 3 Strahlenpaare angehéren, enthilt 











594 Pr. Lonpon. 


bekanntlich*) auch das Tangentenpaar b,, b, aus a,,, so dass diese In- 
volution mit der gesuchten, welche durch a,, a,, und b,, b, bestimmt 
wurde, identisch ist, und, da hier 3 Strahlenpaare derselben gegeben 
sind, vollkommen linear construirbar wird. Fassen wir das gefundene 
zusammen, so gelangen wir zu folgendem 

Hilfssatz: Ist ein Geradenpaar a, ; a, und ein Fiinfseit a,a,a,a,ya, 
gegeben, so existirt ein eindeutig bestimmtes Geradenpaar a, b, welches 
mit a,, a, harmonisch wnd mit der dem Fiinfseit eingeschriebenen K?: 
y = 0 conjugirt ist. Dieses Geradenpaar nennen wir das su dem Ge- 
radenpaar a,a, und zum Fiinfseit a,, a, ds, ag, a, polare Geradenpaar. 
Seine Gleichung ist: 

a(x)b(x) = x, a, (x)? + k, a(x)? = kya3(x)* + k,a,(x)? + k, a5(x)? 
+ keag(x)’ + k,a,(z)? = 0. 

Diejenige Involution, von welcher a, b Doppelstrahlenpaar ist, liasst sich, 


wenn die 7 Geraden a, , d,, 43, Gy, G;, Gg, 4, gegeben sind, linear con- 
struiren. 


Setzen wir nun iv (1) pag. 586 fiir p den Werth 2, so werden 
wir zu folgender Construction der neunten Geraden a, gefiihrt. Es 
ergiebt sich fiir 9 gemeinsame Tangenten zweier K* die Relation: 


ky a (2)? + hya,(a) = — Th,a,(z)? = fleze), 
3 


d. h. es existirt eine C*: f= 0, welche in 3 Gerade durch a,, zerfallt 
(nach P. § 1,9), und welche a,;,...,a@, zum Polarsiebenseit hat. 
Betrachten wir in Bezug auf diese C* die conische Polare von dg, 
so besitzt dieselbe die Gleichung: 


7 
ky (@; Gg aq) a, (%)* + ky (ag Gg Gy) @,(%)* = — Si (aaa) a;(x)> = 0. 
3 


Ks ist demnach nach dem vorangeschickten Hilfssatz die conische Polare 
von ds, das polare Geradenpaar von a,a, und 4,4,4,a,a,, und wir 
kénnen daher nach dem oben bewieseneu Satze in derjenigen Involution, 
in welcher dieses polare Geradenpaar das Doppelstrahlenpaar ist, und die 
wir fortan ,,die-2u ds, gehirige Involution“ nennen wollen, zu jedem 
Strahl durch a,, den entsprechenden linear construiren. Genau analoges 
gilt fiir die conische Polare von aj, dieselbe ist das polare Geraden- 
paar von @,, a, und von dy, 4, 4,, a, @3- Sei nun u die gemischte 
Polare von ag und a; in Bezug auf unsere C*: f = 0, so ist einer- 
seits w die Polare von az, in Bezug auf die conische Polare von a,, 


*) cf. Reye: Geometrie der Lage Bd. I, p. 126. 
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d. h. sie ist der entsprechende Strahl von (a@,. a9) in der 2U dgg 
gehorigen Involution, deren Doppelstrahlenpaar also das polare Geraden- 
paar von a,a, und a,a,4,a,4, ist. Andererseits aber ist u die Polare 
von dy in Bezug auf die conische Polare von aj, d. h. es ist w der 
entsprechende Strahl des Strahls (a,,, dg) in der zu a,j, gehdrigen 
Involution. Die beiden Strahlen (a,,, agg) und (a@,), G9) sind demnach 
die entsprechenden Strahlen eines und desselben Strahles wu in Bezug 
auf die resp. zu @,) und agg gehdrigen Involutionen. Es bilden aber 
die Strahlenpaare, welche ein und derselben Geraden in unseren beiden 
Involutionen entsprechen, zwei projectivische concentrische Strahlen- 
biischel; diesen beiden projectiven Strahlenbiischeln gehéren die beiden 
Strahlen (a@,,, @sy) und (a,., @79) als entsprechende Strahlen an. Auf 
den beiden Geraden a, und a, werden durch diese beiden projectiven 
Strahlenbiischel zwei projective Punktreihen herausgeschnitten, von 
denen daher a,, und agg entsprechende Punkte sind. Der von diesen 
projectiven Punktreihen erzeugte Kegelschnitt enthilt demnach die 
Gerade a,, als Verbindungslinie entsprechender Punkte az), agg, als 
Tangente. Dieser Kegelschnitt ist uns vollstindig bekannt und linear 
construirbar; da uns die beiden auf a, und a, gelegenen, den Kegel- 
schnitt erzeugenden, projectiven Punktreihen bekannt sind. Man erhilt 
nimlich zu einem Punkt § auf a, den ihm auf a, in dieser Projectiviit 
entsprechenden Punkt 4, indem man zu ayo, & in der zu ayy gehorigen, 
uns bekannten Involution die entsprechende Gerade construirt, und zu 
dieser die entsprechende Gerade in der zu az, gehérigen Involution; 
diese letzte Gerade schneidet offenbar a, in dem zu § gehérigen Punkte 7. 
Demnach erkennen wir, dass wir zu jedem Punkt & auf a, den ent- 
sprechenden Punkt auf a, linear finden kénnen, so dass alle Tan- 
genten des durch diese Projectivitit erzeugten Kegelschnitts linear 
construirbar sind, Dieser Kegelschnitt beriihrt offenbar auch die Ge- , 
raden a,,4,, da, wie man sich leicht tiberzeugt, der dem Punkte a,, 
entsprechende Punkt auf a, der Punkt a,, ist, und der dem Punkte 
@_, entsprechende Punkt der Punkt a,,. Ferner beriihrt dieser Kegel- 
schnitt auch die Geraden a,,a,, als die Traiger der ihn erzeugenden, 
projectiven Punktreihen, so dass derselbe die 4 bekannten Geraden 
@;, Gy, Gz, a beriihrt und man weitere Tangenten desselben in be- 
liebiger Anzahl linear construiren kann. Dieser Kegelschnitt ist also 
ein erster Ort, auf welchem die gesuchte Gerade ay, liegt. 

Eine ganz analoge Betrachtung kann man nun an das Punktepaar 
@;9, 4g kniipfen. Dasselbe wird in gleicher Weise entsprechendes 
Punktepaar sein zweier auf a, und a, gelegenen, bekannten projectiven 
Punktreihen. Diese beiden projectiven Punktreihen werden uns einen 
zweiten bekannten Kegelschnitt erzeugen, welcher a,, a.) @, 4, beriihrt, 
und von dem man beliebig viele weitere Tangenten linear construiren 
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kann. Dieser Kegelschnitt wird demnach auch a, beriihren, und somit 
ist a, als die vierte gemeinsame Tangente dieser beiden Kegelschnitte, 
deren drei iibrigen gemeinsamen Tangenten die 3 bekannten Geraden 
@;» @, @, sind, linear construirbar. Wir gelangen also hier zu folgen- 
der vierten linearen 

Construction. Wir wahlen auf a, einen Punkt € beliebig und 
construiren zu dem Strahl a,,€ den entsprechenden Strahl w in der- 
jenigen (nach p. 594) bekannten Involution, deren Doppelstrahlenpaar 
das polare Geradenpaar von a,a, und a,4,@,a,a, ist. Zu uw con- 
struiren wir den entsprechenden Strahl v in derjenigen bekannten In- 
volution, deren Doppelstrahlenpaar das polare Geradenpaar von a, a, 
und d34,4;4,@, ist; dieser Strahl v schneide a; in 4, die Verbindungs- 
linie von € und y heisse A. Sodann construiren wir zu dem Strahl v 
den entsprechenden Strahl w in derjenigen bekannten Involution, deren 
Doppelstrahlenpaar das polare Geradenpaar von a,a,. und a; 4,4, 4,4, 
ist, und schliesslich zu w den entsprechenden Strahl in derjenigen 
Involution, von welcher das polare Geradenpaar von a, a, und a, a, a; a, dy 
Doppelstrahlenpaar ist; diese Gerade schneide a, in § Nennen wir 
noch B die Verbindungslinie von 7 und €, so ist die gesuchte Gerade 
a, die vierte gemeinsame Tangente der beiden Kegelschnitte, welche 
Fesp. @,, @, Gz, dg, A und @,, Gy, ay, a;, B beriihren. 

(Der Beweis wird analog, wie bei den friiheren Constructionen 
gefiihrt). Diese letzte Construction scheint bei der practischen Aus- 
fiihrung am raschesten zum Ziele zu fiihren, obwohl die Herleitung 
derselben complicirter als bei den iibrigen Constructionen erscheint. 


Breslau, den 13. October 1889. 
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Ueber zwei covariante Formen aus der Theorie der Abel’schen 
Integrale auf vollstandigen, singularitaétenfreien Schnittcurven — 
zweier Flachen. 


Von 


H. S. Warre in Cazanovia. 


Im Zusammenhang mit den Vorlesungen des Hrn. Prof. F. Klein 
im mathematisch- physikalischen Seminar der Universitit Gottingen 
wihrend der Zeit von Ostern 1888 bis Herbst 1889 sind die Fragen 
nach der Erweiterung schon bekannter Resultate entstanden, deren 
Beantwortung ich hier in gedringter Weise mittheilen méchte. Es 
handelt sich zuniichst um die Darstellung Abel’scher Integrale iiber- 
haupt auf einer besonderen Classe von Raumcurven, dann aber um den 
wirklichen Aufbau gewisser zwei ganzer algebraischer Covarianten, die 
durch bestimmte Eigenschaften definirt sind. Behufs zweckmiissiger 
Ausdrucksweise sowie einer Erliuterung des Zusammenhangs dieser 
speciellen Aufgaben mit der allgemeinen Theorie der Abel’schen Inte- 
grale verweise ich auf die in Bd. 36 dieser Annalen enthaltene Arbeit 
des Hrn. Klein: ,,Zur Theorie der Abel’schen Functionen.“ 

Hine Curve der in Betracht kommenden Classe ist eine jede Curve 
im R, ohne singuliiren Punkt, welche sich als der vollstiindige Durch- 
schnitt zweier algebraischen Fliichen darstellen lisst. Sie wird also 
durch zwei Gleichungen definirt: 


F'(2,, %, %3, %) = as' = 0, 
 f (@yy Wpy Vy %) = a = 0. 
Ich bezeichne jede solche (einfach tiberdeckt gedachte) Curve als eine 
Elementarcurve. Von ihr gilt vor allen Dingen der Satz: 
Jede Elementarcurve ist eine kanonische Curve; 
wobei die Bezeichnung: kanonisch die von Herrn Klein festgesetzte Be- 
deutung hat. Zum Beweise dieses Satzes geniigt die Angabe des folgen- 
den schon von Clebsch gebrauchten ,,zur Curve gehérigen Differentials“: 
da,. Sind U = u, = 0 und V = v, = 0 zwei beliebige Hilfsebenen, so 
erhalt da, die von den Gréssen uw, » ganz unabhiingige Darstellung: 





en Leas — Maes) (Meo — Maes) 


|UVFf\ m— 


~ (wvaw)-a%—?. 
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Von besonderer Wichtigkeit sind dann folgende zwei Eigenschaften der 
Elementarcurven, die man oft benutzt aber nur unvollstindig bewiesen hat: 
Das Differential eines jeden Integrales erster Gattung 
lisst sich in der Form 
dw; = Qi. do, 
darstellen ; d. h. 
dw, 
da, = Pil21 5 Sy 23, 2), 
wo g; eine ganze rationale Form (m, + m, — 4)" Grades 
der 2,, 2, 23, 2, ist. 
Jede auf der Curve eindeutige algebraische Function 
stellt sich durch den Quotienten zweier ganzen rationalen 
Formen der 2,, 2, 23, 2, dar: 


G(e,, 2, 23, 2) 

~~ yes @ (Bq, Say Bay 21) 
In der von Hrn. Klein benutzten Ausdrucksweise fasst man diese beiden 
Siitze so zusammen, dass man sagt: 

Auf der elementaren Curve des R, bilden die gewéhn- 
lichen homogenen Coordinaten 2,, 2, 2,, 2, ein volles 
Formensystem. 

Erst durch diesen Satz wird fiir den Aufbau der beiden Anfangs 
erwaihnten Covarianten eine bestimmte Grundlage gegeben. 

Der Versuch, das Integral dritter Gattung auf algebraischem Wege 
zu normiren, fiihrt auf die eine Form ¥. Die Differentialform dritter 
Gattung 


OPE, ¥ (2, €3 u, v) >< 
Ga,-d0, (,v,— uzv,)" + >} > Cin Pi(Z) > Px(2) 
‘ 1 


hat zuniichst p? willkiirliche Constanten, wo p des Geschlecht der Curve. 
Auf einer niedrigsten elementaren Curve, der ebenen Curve ohne 


Doppelpunkt : 
a; = b? a 0, 
&, = (0) 


hat nun Herr G. Pick (Math. Ann. Bd. XXIX: Zur Theorie der 
Abel’schen Functionen) eine Normalform W(z, €; uw, v) durch drei 
Bedingungen definirt. Er verlangt: dass ge 49 von den Hilfs- 
groéssen u, v unabhiingig sei; dass das zugehdrige Integral in den 
Unstetigkeitspunkten das logarithmische Residuum + 1 resp. — 1 auf- 
weise; endlich, dass Y eine auch in den Coefficienten der Grundcurve 
ganze Covariante derselben sein soll. Ganz entsprechende Bedingungen 
schreibe ich der zu bestimmenden Normalform ¥ auf der allgemeinen 
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a," = bs" = 0 : 

mpm — 0 } vor und fiige (vorbehalt- 
lich weiterer Untersuchungen) noch zwei Bedingungen hinzu. Die- 
selben lauten: Erstens soll Y durch Vertauschung von zg und € nicht 
geiindert werden ; zweitens soll ¥ in der von mir festzuhaltenden Schreib- 
weise keinen Bestandtheil besitzen, welcher den Factor (u,v¢ — uev,)? 
explicite enthilt. Ich gebe nun zum Vergleich sowohl a) die von 
Hrn. Pick fiir die elementare Curve der Ebene, als auch b) die von 
mir fiir die elementare Curve des R, entwickelte Normalform ¥ an: 


elementaren Curve des R,: 


a) m+ (2, €; u, v) = (uva)- (web) 2 D, a (az, be) — wee an D, (as b:), 
b) m,-m,-¥ (2,6; u, v) = (uvae) (wobB)-> D, (4%) b:)- a ae" Bz) 
Diy 
— (uvba) (wobB)- a,ag—"75- ~ (Gey be) - = 5 (es, Be) 


~ (we ty (az, be) - > (a: , Be) 





+ (wbB)?-a, az: a0 + Dy, (aes be) - —at — (etsy B2)- 
Hierbei wird in beiden Formeln die pen # stiataitats 
a, by | 
pe ta, im Le i= be alae -b, wt. oe ae 
“¢ 








das eine mal ternir, das andere Mal quaterniir zu verstehen. Die 
Formel b) lasst sich freilich erst durch lingere Processe in dieser Form 
ableiten; zweierlei Controle hat man aber fiir ihre Richtigkeit. Einer- 
seits reducirt sie sich bei a," = B;" —= 2, =O auf die von. Hrn. Pick 
gefundene Form a); andererseits ist es nicht schwer, die Identitiit: 
(2, &; u, v)-(usor— utv,)? = V (2, £5 w’, v’)- (uve — urv,)? 
vermége der Relationen: 
am = am = am == am = () 
als richtig zu erkennen, womit die gewollte Unabhingigkeit des Y 
von den Hilfsgréssen u,v dargethan wird, Des Weiteren leuchtet der 
invariante Charakter des Y aus seiner Bauart unmittelbar hervor. 
Die zweite von mir in Betracht gezogene covariante Form ist der 
Hauptfactor der von Hrn. Klein in seiner Abhandlung mit 
Alg. (a, y; t,t’,...,#) 
bezeichneten rationalen Form auf der elementaren Curve des R,. Indem 
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ich an die Entstehung dieser Form erinnere, schreibe ich zugleich eine 
besondere Darstellungsweise derselben durch Formen X,, X,,..., Xp 
vor. Der Kiirze halber beschriinke ich mich auf die Raumcurve vom 
Geschlecht p = 4: 

a,=0; a?=—Q0. 
Zi! ist irgend ein darauf beziigliches Integral zweiter Gattung, 9, (¢), 


@,(t), 3 (t), p,(é sind vier linear unabhingige Formen erster Gattung. 
Es ist dann: 


Zev Ze" 2% eR 2% | | Xe My fH 
Pil) MH) - ~~ - ® (e) be oF) ve) mie") 
| ; ‘iis ae. 





Ml a ee 


[: / (U, 0 — UA0,)(U, 04 — U4 v,) 
0 





und es ergiebt sich Folgendes: 
Jede der Formen X,,....; X, ist eine rationale ganze 
Covariante der Grundformen: a’, «2, vom Grade 1 in den 


resp. Coefficienten derselben. Zwischen den X besteht die 
Relation : 


X(t... #) = X(#... t); 


d. h., sie entstehen aus einander durch blosse Vertauschung 
der entprechenden #, ¢*. 


Demzufolge brauche ich nur die Form X, hinzuschreiben. Evidenter- 
-massen wechselt X, nothwendig sein Vorzeichen bei Vertauschung von 
zx und y. Ich theile X, daher in 7 Glieder: 


2.3 Xy—= Ay (a, y) + Ar(a, ¥) + Ag (a, 9) + Aya, 9) 

— A,(y, 2) — Ay(y, 7) — Ay(y, 2), 
wo A, an und fiir sich diese alternirende Kigenschaft besitzt, die andern 
A aber nicht. Es sei mir nun gestattet, statt (w.% — wz), (at) zu 
schreiben, u. s. w. Dann sind zuniichst A, und A, folgende Formen: 


A, (xy) =1-(wvaa)a?-«-(xy)-fif je) - fi] ye, 
1 1 


. 4 4 
A, (x,y) = 1- (uvaa) - (dea%-e,+a,?-e2)- (yt): Jif (wt') . [J (yt). 
° 1 1 
Verstehe ich nun unter D,, den polarisirenden Operator: 
; a 7] 7] 7] 
Diz = (4 gee + ty Ga, + 4 Ge, + 4 ia) 


so schreibt sich leicht A, bez. A, folgendermassen: 
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4 4 
A; (ay) = 5 + (wwae) (ax?e+ aeay-es) - (yt) eff (yt) Def] (et, 


4 4 
Ay(x y) = 35+ (wvaa)-a,?-as-(yt): Jef (yt)-Di. fc] (et). 
1 1 


Durch Angabe dieser Formen A, ... A, ist X, bekannt, also auch alle 
Formen X,...X,. Man sieht nun, dass sich die entsprechenden 
Formen X,...X, fiir eine beliebige elementare Curve des R, auf 
ganz dieselbe Weise entwickeln lassen. An Stelle der numerischen 
Coefficienten 2.3 resp. 1, 1, - + treten dann: 

1.2 1 1 

’ 1’ 1\? _Rictietes 
P+ Cty ) Ct’) 





m,.m, resp. 1, 


wo m,.m, den Grad, p das Geschlecht der Curve 


p= (m, +m, —4) + 1 
bedeuten. 

Die hier kurz skizzirten Untersuchungen, auf ,,elementare“ Curven 
eines beliebig ausgedehnten Raumes verallgemeinert, sind der Gegenstand 
einer ausfiihrlichen Dissertation, welche a. a. O. verdéffentlicht wer- 
den soll. 


Gottingen, den 8, Mirz 1890. 


Mathematische Annalen, XXXVI, 39 











Eine Berichtigung zum ersten Bande meiner Algebra der Logik. 


Von 
Ernst Scuriper in Karlsruhe. 


Als ich begann, mich mit dem auch geometrisch und combinatorisch 
interessanten Probleme zu beschiiftigen, welches Jevons gestellt, 
jedoch nur unvollstiindig gelést hatte, und welches die Typenzahl der 
Ausdriicke betrifft, die aus drei gegebenen Begriffen oder Classen a, b, ¢ 
mittelst der Partikeln ,,und“‘, ,,oder* und ,,nicht“ aufgebaut oder con- 
struirt werden kénnen, war es meinem Gedichtnisse véllig entschwun- 
den, dass auch Miss Ladd (nachmals Frau Franklin) eben dieses 
Problem besprochen hatte, und zwar am Schluss eines Aufsatzes ,,On 
the algebra of logic‘ — siehe ,,Studies in logic, by members of the 
Johns Hopkins University“, Boston, Little, Brown & Co., 1883, 203 
Seiten — den ich vordem nach andern Richtungen vielfiltig schon 
durchgearbeitet. So kam es, dass auf 8. 671 in Bd. 1 meiner ,,Vor- 
lesungen tiber die Algebra der Logik (Exakte Logik)“, Leipzig, Teubner 
1890, 717 Seiten, der Umstand wnerwédhnt geblieben ist, dass die 22 
Typen, in welche (anstatt der 15 von Jevons gegebenen) gedachte 
256 Ausdriicke, wie sich zeigte, zerfallen, 1. c. pag. 67 und 68 schon 
vollstiindig von Miss Ladd sich aufgestellt finden. Und zwar besteht 
sogar Uebereinstimmung auch in der Anordnung aller Typen, abgesehen 
von den drei zuletzt von der Verfasserin angefiihrten, die in der Reihen- 
folge 14, 12, 13 bei ihr erscheinen. Ebenso hatte sie p. 64 das niedrere, 
auf zwei Classen beziigliche Problem bereits gelést. 

Nach beendigter Untersuchung bin ich sicher, die Literatur doch 
verglichen zu haben. Hierbei fiel mein Blick auf den Fehler p. 67: 
» In three terms the number of types ... is twenty-six”, was mich ver- 
leitet hat, die weitere Darlegung unbeachtet zu lassen. 

Ich werde natiirlich in dem unter der Presse befindlichen Bd. 2 
meiner Vorlesungen das Unrecht thunlichst gut zu machen suchen. 
Da aber das Erscheinen des Bandes immerhin noch einige Monate an- 
stehen kann, beeile ich mich, inzwischen den Sachverhalt hier schon 
richtig zu stellen. 

So sehr ich stolz darauf sein diirfte, mit jener ausgezeichneten 
und verdienstvollen Forscherin in einem Theil ihrer Resultate zusam- 
mengetroffen zu sein, hitte doch kaum ein Uebersehen mich schmerz- 
licher treffen kénnen, als gerade dieses mir begegnete. 


Karlsruhe, 17. Juni 1890. 
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